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Dit jaar wordt wereldwijd speciale aandacht be-
steed aan wiskunde die te maken heeft met onze
planeet. In ditthemanummer sluiten wij aan bij dit
initiatief genaamd ‘Mathematics of Planet Earth’.
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Wiskunde en planeet Aarde

Gesteund door UNESCO wordt er dit jaar door wetenschappelijke
organisaties, universiteiten en onderzoeksinstellingen wereld-
wijd speciale aandacht besteed aan wiskunde die, in de ruimste
zin, te maken heeft met onze planeet. Dit initiatief heeft de spre-
kende naam ‘Mathematics of Planet Earth’ gekregen, en wil de
aandacht vestigen op de grote verscheidenheid aan dynamische
processen op onze planeet. Denk hierbij aan geofysische pro-
cessen (in de aardmantel, oceanen, en atmosfeer), biologische
processen, en menselijke processen (zoals landbouw, transport,
energieomzetting).

Wiskunde speelt een centrale rol in de wetenschappelijke in-
spanning om deze processen te begrijpen. Zonder dit begrip
kunnen we de uitdagingen die met bovengenoemde processen
samenhangen niet optimaal het hoofd bieden, terwijl recente
ontwikkelingen juist laten zien dat dit voor onze planeet steeds
urgenter wordt. De competitie om grondstoffen neemt toe ten
gevolge van de bevolkingsgroei, ecologische en economische
belangen staan steeds vaker op gespannen voet met elkaar,
en klimaatverandering en haar mogelijke gevolgen vormen een
steeds grotere zorg. ‘Mathematics of Planet Earth’ (MPE) is dan
ook breed geinterpreteerd en omvat vier hoofdthema’s:

— Aplanetto discover: oceans, meteorology and climate, mantle
processes, natural resources, solar system.

— Aplanet supporting life: ecology, biodiversity, evolution.

— Aplanetorganized by humans: political, economic, social and
financial systems, organization of transport and communica-
tion networks, management of resources, energy.

— A planet at risk: climate change, sustainable development,
epidemics, invasive species, natural disasters.

Op de website www.mpe2013.0rg is uitgebreide informatie te

vinden over dit internationale initiatief. Onder de activiteiten die

georganiseerd worden in het kader van MPE2013 bevinden zich
workshops, speciale conferentiesessies en publiekslezingen.

In aansluiting op het MPE-initiatief is dit nummer van het
Nieuw Archief voor Wiskunde gewijd aan ‘Wiskunde en planeet
Aarde’. Gezien de zeer brede insteek van MPE hebben we er voor
gekozen om de onderwerpen voor dit themanummer wat meer
toe te spitsen, door ons hoofdzakelijk te beperken tot het eerste

thema ‘A planet to discover’, met een klein uitstapje naar ‘A pla-
net supporting life’. De bijdragen in dit nummer hebben betrek-
king op oceanen, atmosfeer en klimaat, op seismiek, hydrologie
en ecologie. De onderwerpen lopen uiteen van fytoplankton tot
onweer en van El Nifio tot zandbanken.

De wiskunde die aan de orde komt in de verschillende bij-
dragen is erg gevarieerd. Dynamische systemen en niet-lineaire
partiéle differentiaalvergelijkingen lopen als een rode draad door
een groot deel van dit themanummer, maar de verschillende au-
teurs gaan daarop uiteenlopende manieren mee om. Aan de orde
komen onder andere stabiliteitsanalyse, Hamiltoniaanse dyna-
mica, numerieke methoden en Monte Carlo-simulaties, filterthe-
orie, statistiek van extreme waarden, inverse problemen en de
theorie van hyperbolische behoudswetten.

Naast de elf artikelen in dit nummer staan ook de rubrieken
‘In de verdediging’ en ‘Het keerpunt’ in het teken van ‘Wiskunde
en planeet Aarde’. In ‘In de verdediging’ staat een proefschrift
centraal dat handelt over numerieke methoden voor de Navier—
Stokes-vergelijkingen die gebruikt kunnen worden voor simula-
ties van windmolenparken. En in ‘Het keerpunt’ wordt een wis-
kundige geinterviewd die vijfentwintig jaar geleden promoveerde
bij Floris Takens op een proefschrift over cirkelafbeeldingen en
sinds zijn promotie bij het KNMI werkt.

Alles bij elkaar biedt dit themanummer een rijke en gevari-
eerde staalkaart van overwegend Nederlands onderzoek waarin
wiskunde en aardwetenschappen bijeen komen. Waarmee niet
gezegd is dat hiermee een uitputtend overzicht is gegeven van
onderzoek op dit snijvlak: het is onvermijdelijk dat er onderzoe-
kers zijn wier werk uitstekend binnen het MPE thema past maar
hier desalniettemin niet aan bod komen. We hopen dat er in
toekomstige NAW-nummers ruimte zal zijn voor verdere artike-
len rondom dit thema. Ook na 2013 zal planeet Aarde een rijke
bron blijven van inspiratie en toepassingen voor wiskundig on-
derzoek. o

Daan Crommelin en Henk Schuttelaars, gastredacteuren
Research Group Computational Dynamics, CWI, resp. Faculteit EWI, TU Delft
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[ Secretariaat

Joke Blom, CWI

Postbus 94079, 1090 GB Amsterdam
wiskgenoot@wiskgenoot.nl
www.wiskgenoot.nl

(] Wintersymposium 2014

Het traditionele KWG Wintersymposium voor
docenten wiskunde in het voortgezet onder-
wijs en andere belangstellenden zal worden
gehouden op zaterdag 11 januari 2014 in
Utrecht. Doel van het symposium is contacten
tussen wiskundedocenten en beroepsmatige
beoefenaars van wiskunde te stimuleren, om
zo leerlingen een beter beeld te geven van
de rijkdom aan mogelijkheden van wiskunde.
In 2014 is het thema ‘Mathematics of Planet
Earth’. Het vormt daarmee voor Nederlandse
docenten wiskunde een afsluiting van dit we-
reldwijde thema voor 2013. De sprekers zijn:
Ferdinand Verhulst (Universiteit Utrecht), Leo
Maas (NI0Z, Universiteit Utrecht), Geert Len-
derink (KNMI) en Carel Eijgenraam (Centraal
Planbureau). www.wiskgenoot.nl/watbiedt
] Proceedings KNAW digitaal

De Proceedings KNAW 1895-1950 (/ndagati-
ones Mathematicae) zijn nu digitaal beschik-
baar. www.dwc.knaw.nl/?s=proceedings

Platform Wiskunde Nederland

(] Bureau PWN

Science Park 123, Lo13, 1098 XG Amsterdam
bureau@platformwiskunde.nl
pr@platformwiskunde.nl (publiciteit)

Tel: 020-5924006/06-51892525
www.platformwiskunde.nl

] Publieksevenement in Utrecht

Op zaterdag 21 december organiseert PWN in
het Educatorium te Utrecht een publiekseve-
nement met als thema ‘Mathematics of Planet
Earth’, in het kader van het MPE 2013 jaar.

[1 PWN Nieuwsbrief

PWN publiceert eens in de drie maanden een
PWN Nieuwsbrief, die op de website te vinden
is. Actuele PWN-informatie wordt verderzowel
via de website als via Twitter gegeven.

European Mathematical Society

[] Science Europe

Laszl6 Lovasz (Eotvos Lorand Universiteit,
Boedapest) en Karl Sigmund (Universiteit van
Wenen) zijn benoemd tot leden van de ‘Phy-
sical, Chemical and Mathematical Sciences
Committee of Science Europe’, de nieuwe
associatie van de ‘European Research Fun-
ding and Research Performing Organizati-
ons’. Meer informatie: www.scienceeurope.

org/scientific-committees/Physical-sciences.

Lovasz en Sigmund zullen bij de Europese
Unie de belangen van de wiskunde beharti-
gen bij de toekenning van subsidies voor on-
derzoek. www.scienceeurope.org
[ EMS Newsletter

Van de drie-maandelijkse EMS Newsletter is
de elektronische versie van de meest recen-
te uitgave beschikbaar op de EMS website:
www.ems-ph.org/publications.php.

International Mathematical Union

[J IMU Newsletter
De twee-maandelijkse IMU Newsletter is be-
schikbaar via www.mathunion.org/imu-net.

Recente publicaties van het KWG

[ Epsilon Uitgaven (www.epsilon-uitgaven.nl)

(geheel herziene druk).
[] Zebra-reeks (Epsilon Uitgaven)

€10,00, 2013.

A. Goddijn, €10,00, 2012.

[] Indagationes Mathematicae (www.elsevier.com/locate/indag)
Special issue honoring Israel Gohberg; M.A. Kaashoek and H.W. Broer (eds.), Volume 23,
issue 4 (gratis toegankelijk op www.sciencedirect.com/science/journal/00193577).

76. Inleiding in de Statistiek, F. Bijma, M. Jonker en A. van der Vaart, €32,00, 2013.

75- An Invitation to Functional Analysis, B. de Pagter en A.C.M. van Rooij, € 25,00, 2013.
74. L.E.J. Brouwer - van Mystiek tot Wiskunde, D. van Dalen, €26,00, 2013.

73. Honderd gevangenen en een gloeilamp, H. van Ditmarsch en B. Kooi, € 20,00, 2013.
48. Wiskunde in Werking deel 1 — vectoren en matrices toegepast, M. de Gee, €37,00, 2013

35. Verborgen boodschappen — een inleiding in de cryptografie, A. Aaten en C. Kraaikamp,

34. De Ster van de dag gaat op en onder — rekenen aan zonsopkomst en zonsondergang,

Manuscripten voor Epsilon Uitgaven kunt u mailen naar redactie@epsilon-uitgaven.nl.
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27 september 2013
september 2013 [] Discovery Festival

Uitgaansnacht-met-inhoud vol wetenschap, mu-
ziek, kunst en experimenten.

plaats Amsterdam, Eindhoven en Rotterdam

info discoveryfestival.nl

2-6 september 2013

[] 16de algemene ontmoeting EWM

16de editie van de conferentie voor European Wo-
men in Mathematics. Lezingen door en voor vrou-
wen in de wiskunde.

plaats Hausdorff Center for Mathematics, Bonn
info europeanwomeninmaths.org

oktober 2013

3—-6 september 2013

[] Workshop on Stochastics and Neuroscience
Workshop over het gebruik van stochastiek in de
neurowetenschap.

plaats Universiteit Utrecht

info eurandom.tue.nl/STAR

2—4 oktober 2013

[] Woudschoten conferentie

38ste editie van de Vlaams/Nederlandse confe-
rentie over Scientific Computing.

plaats Conferentiecentrum Woudschoten, Zeist
info wsc.project.cwi.nl/conferentieN.php

14 september 2013

] Tweede Ig Nobel Night

Nacht voor onderzoekers en wetenschappers met
Nederlandse Ig Nobelwinnaars, en live vertoning
van de Ig Nobel Prize-ceremonie.

plaats Stadsgehoorzaal, Leiden

info ignobelnight.nl

3 oktober 2013

[] Béta onder de Dom

Lezingen en werkgroepen voor docenten biologie,
natuurkunde, scheikunde, wiskunde en NLT.
plaats Utrecht

info betasteunpunt-utrecht.nl

15 september 2013

[] wat doen satellieten in de ruimte?
Kinderlezing over de verschillende soorten satel-
lieten en hoe ze werken.

plaats NEMO, Amsterdam

info kinderlezingen.nl

4 oktober 2013

[] Junior Wiskunde Olympiade

Junior versie van de wiskunde olympiade, klas 1
tot 3 van het voortgezet onderwijs.

plaats Vrije Universiteit, Amsterdam

info wiskundeolympiade.nl

20 september 2013

[] Vernieuwingsimpuls Informatiebijeenkomst 2013

Informatiebijeenkomst voor onderzoekers die een
Veni, Vidi of Vici willen aanvragen.

plaats NWO-gebouw, Den Haag

info nwo.nl

5 oktober 2013

(] Dag van de leraar

Internationale dag van de leraar, zet uw onderwij-
zer in het zonnetje! Op deze dag wordt ook de
‘leraar van het jaar’ gekozen.

plaats overal

info dagvandeleraar.nl

23 september 2013

[ Finale Nederlandse Wiskunde Olympiade

43 onderbouwleerlingen, 45 vierdeklassers en 32
vijffdeklassers zijn door naar de finale van de Ne-
derlandse Wiskunde Olympiade 2013.

plaats TU Eindhoven

info wiskundeolympiade.nl

7—-9 oktober 2013

L] oth European Computer Science Summit
Internationale ontmoeting voor mensen werkend
in de informatica.

plaats CWI, Amsterdam

info cwi.nl
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11 oktober 2013

[] Wiskundetoernooi 2013

22ste editie van het Wiskundetoernooi, dit jaar in
het teken van Wiskunde en Sport

plaats Radboud Universiteit Nijmegen

info ru.nl/wiskundetoernooi

11-13 november 2013

[] 42ste bijeenkomst Stochastici

Jaarlijkse bijeenkomst in Lunteren voor stochastici
uit Nederland.

plaats Lunteren

info eurandom.tue.nl/STAR

16—17 januari 2014

(] Panamacongres

Jaarlijkse conferentie over de ontwikkeling van
reken- en wiskundeonderwijs.

plaats De Leeuwenhorst, Noordwijkerhout

info fisme.science.uu.nl/panama

14-18 oktober 2013

[] Workshop Noncommutative Geometry and Par-
ticle Physics

Workshop met als doel onderzoekers in de non-
commutative meetkunde samen te brengen met
wetenschappers in de deeltjesfysica.

plaats Lorentzcenter, Leiden

info lorentzcenter.nl

15 november 2013

[] Voorrondes wiskunde A-lympiade
Teamwedstrijd voor leerlingen met wiskunde A in
hun pakket.

plaats eigen school

info fisme.science.uu.nl/alympiade

20—-22 januari 2014

[] 13th Winter School on Mathematical Finance
Jaarlijkse winterschool over Mathematical Finan-
ce. Met lezingen en minicursussen.

plaats Lunteren

info mathfin.nl

25-26 oktober 2013

[] Masterclass *Diophantische Vergelijkingen’
Masterclass voor 5/6 vwo’ers over diophantische
vergelijkingen.

plaats Utrecht

info betasteunpunt-utrecht.nl

22 november 2013

] CWI in Bedrijf 2013

Ontmoeting tussen het CWI en het bedrijfsleven
waar het bedrijfsleven vragen kan stellen aan top-
onderzoekers.

plaats CWI, Amsterdam

info cwi.nl/events/cwi-in-bedrijf-2013

november-december 2013

25—-29 november 2013

[l Workshop Generalizations of Symmetric Spaces
Workshop over symmetrische ruimtes belicht vanuit
verschillende gebieden (meetkundig, analytisch,
representatie-theoretisch, getal-theoretisch).
plaats Lorentzcenter, Leiden

info lorentzcenter.nl

4—6 november 2013

(] Workshop YEQT ViI

Workshop voor Young European Queueing Theo-
rists heeft als thema ‘Scheduling and priorities in
queueing systems’.

plaats TU Eindhoven

info eurandom.tue.nl

27-28 november 2013

L] ICT.Open2013 congres

Het jaarlijkse congres over ICT- en Informatica-
onderzoek in Nederland.

plaats Hotel Van der Valk, Eindhoven

info nwo.nl

5 november 2013

[ Afscheidcollege Odo Diekmann
Afscheidscollege prof.dr. Odo Diekmann, hoog-
leraar toegepaste analyse aan de Universiteit
Utrecht.

plaats Academiegebouw, Utrecht

info math.uu.nl

januari 2014

9 november 2013

[] Studiedag Jaarvergadering NVWW 2013
Jaarlijkse studiedag en jaarvergadering van de ne-
derlandse vereniging van wiskundeleraren. Thema
van dit jaar: ‘Krachtig vooruit met wiskunde!”
plaats Ichthus College, Veenendaal

info nvww.nl

11 januari 2014

] KWG Wintersymposium 2014

Jaarlijks symposium met dit jaar als thema ‘Ma-
thematics of Planet Earth’.

plaats Academiegebouw, Utrecht

info www.wiskgenoot.nl

20-31januari 2014

(] Workshop Representing Streams I

Workshop over strams; oneindige rijtjes symbolen
die voorkomen in combinatoriek, getaltheorie en
kansrekening.

plaats Lorentz Center, Leiden

info lorentzcenter.nl
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in deze rubriek geplaatst zien? Stuur ons dan uw bijdrage van

+ 350 woorden, zo mogelijk met illustratie. De redactie behoudt
zich het recht voor berichten te weigeren of in te korten.

Redacteur: Patrick Hafkenscheid

nieuws@nieuwarchief.nl

Planten goed in wiskunde

Planten werden de laatste weken door de wetenschap in het zonnetje
gezet. Allereerst werd een mechanisme uit de kwantummechanica ge-
vonden in planten. Wetenschappers hebben dit fenomeen beschreven
in een artikel dat gepubliceerd is in Science. In het artikel wordt uitge-
legd dat in de eerste stappen van fotosynthese de fotonen met enorme
snelheid worden geabsorbeerd en worden getransporteerd naar reac-
tiekernen waar de fotonen worden omgezet in chemische energie. Het
uitkiezen van de beste route door de fotonen maakt hier gebruik van
de kwantumeffecten van de deeltjes.

Een ander fenomeen dat plaatsvindt in planten is een handig trucje
dat de planten uitvoeren om’s nachts te overleven. Overdag gebruiken
planten zonlicht om koolstofdioxide om te zetten in suikers en zetmeel,
deze stoffen gebruiken ze om niet te verhongeren. In de nacht, als er
geen zonlicht is, gebruiken de planten hun zetmeelvoorraad om te
overleven. Wetenschappers van het John Innes Centrum hebben nu
laten zien dat planten precies berekenen hoeveel zetmeel ze nodig
hebben door de nacht heen. Als de nacht is gevallen schat de plant
hoe lang de nacht nog gaat duren en past de snelheid waarmee de
zetmeel wordt opgebruikt zo aan dat er na de nacht 95 procent van
de totale zetmeel is opgebruikt. Er vindt dus ook een zekere vorm van
optimalisatie plaats. Een belangrijk gevolg hiervan is dat planten op
een indirecte manier kunnen delen! sciencemag.org

3D-model van een kamer via geluid

Blinde mensen kunnen soms op opmerkelijke wijze de kamer waarin
ze zijn verkennen. Dit doen ze volledig met behulp van geluid. Vleer-
muizen en dolfijnen gebruiken dezelfde techniek om te bepalen waar
ze heen moeten. Onderzoekers van de Ecole Polytechnique Fédérale de
Lausanne hebben nu een computeralgoritme ontwikkeld dat een hele
kamer kan beschrijven met behulp van maar(!) vier microfoons. Voor
een simpele convexe kamer kan dit worden gedaan met een nauwkeu-
righeid van enkele millimeters. Opmerkelijk is dat de plaatsing van de
microfoons niet uitmaakt voor het resultaat. Het algoritme maakt ge-
bruik van zowel het directe als indirecte (weerkaatsing via een muur)
geluid. Na de verwerking van de data is de uitvoer een signatuurvan de
muren. Het algoritme is getest met een kamerwaarin een verplaatsbare
muur stond en de resultaten waren erg precies.

De makers van het algoritme hebben ook al enkele toepassingen
bedacht. Zo zouden architecten het programma kunnen gebruiken om
concerthallen op een zodanige manier te ontwerpen dat het een speci-
fiek geluid geeft. Een spannendere toepassing zou kunnen zijn dat als
iemand aan het lopen is terwijl hij aan de telefoon is, het algoritme de
kamer kan beschrijven. Dit zou informatie kunnen geven over waar de
persoon zich bevindt. eurekalert.org

Middeleeuwse tekst geen onzin

Het mysterieuze Voynich-manuscript, genoemd naar de boekhandelaar
Wilfrid Voynich, is een manuscript dat in een onbekend handschrift is
geschreven. Het manuscript dateert waarschijnlijk van rond de 15de
eeuw, mogelijk uit het noorden van Italié. Het manuscript heeft al jaren
cryptografen en handschriftkenners beziggehouden omdat niemand
wist wat de tekens die gebruikt werden betekenden. Nu hebben we-
tenschappers van de Universiteit van Manchester met behulp van sta-
tistische computermodellen beredeneerd dat het wel degelijk om een
taal gaat. Veel wetenschappers hebben het Voynich-manuscript nooit
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serieus genomen, gezien de taal nergens anders voorkomt. Ze denken
dat het een hele uitgebreide grap is geweest uit de middeleeuwen.

De computermodellen onderzoeken patronen van combinaties van
woorden die in het boek voorkomen. Als een woord steeds in eenzelfde
groep andere woorden verschijnt, betekent dit vaak dat er wel degelijk
een betekenis aan vast zit. De statistieken die de wetenschappers heb-
ben laten duidelijk dit soort patronen zien. Volgens de onderzoekers
is het onmogelijk dat de mensen uit de middeleeuwen dit soort kennis
hadden over taal. Daaruit concluderen ze dus dat het niet gaat om een
grap.

Het Voynich-manuscript bevat behalve veel vreemde tekens ook
afbeeldingen. Vooral veel illustraties van planten en diagrammen
geven de indruk dat het om recepten of bepaalde berekeningen
gaat. plosone.org

Gevecht om kleinste priemkloof

Eris eenware (vriendschappelijke) competitie aan de gangin de wereld
van de getaltheorie. De slag gaat om priemkloven. Een priemkloof is
een natuurlijk getal H zodat er oneindig veel priemgetallen zijn met
verschil H. Of, symbolisch, liminf, .« pn+1 — pn < H, waarbij p,, het
n-de priemgetal is. Op 14 mei 2013 heeft Yitang Zhang bewezen dat
er in ieder geval een eindige priemkloof bestaat. Hij bewijst dat de
kleinste priemkloof kleineris dan 7 - 107. Vanaf dat moment barstte de
strijd om de kleinste bovengrens los. De eerste twee weken waren het
vooral Scott Morrison en Terrence Tao die het bewijs probeerden te
optimaliseren. Ze brachten de bovengrens terug tot ongeveer 40 - 107.
Begin juni waren de eerste optimalisaties onder de 107. Momenteel is
de laatste gecontroleerde bovengrens 12006.

De hoop is dat uiteindelijk kan worden bewezen dat de kleinste
priemkloof 2 is, dit zou betekenen dat er oneindig veel priem tweelin-
gen zijn, een antwoord op een oud vermoeden.

De actuele race voor de kleinste bovengrens wordt bijge-
houden op michaelnielsen.org onder projectnaam ‘Polymath8’.
Annals of Mathematics

Freudenthal Instituut ondertekent JetNet-convenant
Recentelijk heeft het Freudenthal Instituut een convenant ondertekend
dat samenwerking tussen bedrijven, onderwijs en overheid moet ver-
beteren. Het doel van dit zogenaamde JetNet, het Jongeren en Techno-
logie Netwerk Nederland, is havo- en vwo-leerlingen een reéel beeld te
geven van béta en technologie en stimuleren hier verder in te leren.
JetNet werkt nauw samen met technologische bedrijven en basis-
scholen om een omgeving te creéren waarin de interesse en talenten
van de leerlingen optimaal kunnen worden ontwikkeld. Zo zou je kun-
nen denken aan: gastlessen, bedrijfsbezoeken of wedstrijden.

Voorbeelden van projecten die al lopen zijn de ‘Techno Challen-
ge’, een initiatief van staalbedrijf Tata Steel waarin men op een goede
manier lessen organiseert die door een combinatie van didactiekdes-
kundigen en vakdeskundigen zijn ontwikkeld. Verder heeft Tata Steel
in het ‘Training Centre’ een lab gemaakt voor leerlingen uit het basis-
onderwijs met onder andere een ‘Ontdekplek’ waar scholieren spe-
lenderwijs kunnen leren. Voor meer informatie over dit project bekijk
www.technochallenge.nl. fisme.science.uu.nl

Handen schudden of slaan?

Kan een computer op een consistente manier bepalen of twee perso-
nen elkaar de hand gaan schudden of elkaar gaan slaan? Feifei Huo
van de TU Delft heeft dit onderzocht in haar promotieonderzoek. Voor
computers is dit vanouds een ingewikkeld probleem, vooral omdat er
veel berekeningen in real time moeten worden uitgevoerd. Feifei heeft
met name onderzoek gedaan naar hoe de algoritmes die menselijk
bewegen analyseren kunnen worden versimpeld.

De eerste stap in Feifei’s algoritmes is het vinden van het hoofd
en het torso van de personen in beeld, gevolgd door het vinden van
de armen. Hierna worden de bewegingen van de personen in beeld
geanalyseerd. Door middel van een leerproces leerde de computer het
verschil tussen een aantal handelingen, waaronder handen schudden,
jezelf voorstellen, wijzen, slaan, zwaaien of duwen.

Applicaties van deze technieken zijn vrij divers, zo zou je kunnen
denken aan de aansturing van spelletjes waarbij verschillende acties
met het lichaam verschillende acties in het spel besturen. Ook kan het
in de gezondheidszorg worden gebruikt om ouderen thuis in de gaten
te houden. ewi.tudelft.nl

Google-leergang onderwijsvernieuwing wiskunde

Met de komst van de nieuwe examenprogramma’s voor wiskunde in
het voortgezet onderwijs in 2015 zullen er flink wat dingen veranderen.
Google heeft daarom Platform Béta Techniek de financiéle middelen
gegeven voor het opstarten van een leergang om wiskundesecties te
helpen aan de eisen van de examenprogramma’s te voldoen en zo
nodig hun eigen invulling er aan te geven.

Het voornaamste doel van de leergang is om de wiskundesecties
samen te laten komen en gezamenlijk kennis te laten maken met de
examenprogramma’s, maar ook met hoe wiskunde in het bedrijfsleven
en de wetenschap een plek heeft. Om dit voor elkaar te krijgen zullen
behalve deskundigen van SLO en het Freudenthal Instituut ook experts
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uit het bedrijfsleven en uit de wetenschap de materie behandelen en

verrijken. Het traject kan worden opgedeeld in vier onderdelen,

— de praktische toepassing van wiskunde,

— de nieuwe examenprogramma’s voor wiskunde,

— inhoudelijke verdieping, en

— ontwikkeling van lesmateriaal/modules.

De bijeenkomsten zullen per regio gaan plaatsvinden, per regio kun-

nen 25 docenten zich inschrijven. Inhoudelijk zal de stof het volgende

omvatten:

— Bijeenkomst 1: nieuwe examenprogramma’s, hoofdonderwerp wis-
kundige denkactiviteiten,

— werken aan lesmateriaal.

— Bijeenkomst 2: inleiding, hoofdonderwerp grote datasets, werken
aan lesmateriaal.

— Bijeenkomst 3: hoofdonderwerp analytische meetkunde, werken
aan lesmateriaal.

— Bijeenkomst 4: hoofdonderwerp authentieke toepassingen, werken
aan lesmateriaal.

— Terugkomdag: presentatie lesmateriaal.

Voor de hoofdonderwerpen worden steeds twee personen uitge-

nodigd: iemand uit de wetenschap en iemand uit het bedrijfsle-

ven. leergangwiskunde.nl

Vijf Nederlandse medailles op IMO 2013

Nederland heeft bij de Internationale Wiskunde Olympiade in Colombia
een prestatie van formaat neergezet. Teamlid Jeroen Winkel (16) wist
tot de beste 10 procent van de wereld door te dringen. Hij en Jeroen
Huijben (17) ontvingen op zaterdag 27 juli een zilveren medaille. Daar-
naast behaalde Nederland nog drie bronzen medailles en een eervolle
vermelding en eindigde daarmee op de 25ste plaats. De Internationale
Wiskunde Olympiade vond van 21 tot 28 juli plaats in Santa Marta, Co-
lombia. Op elk van de twee wedstrijddagen kregen de leerlingen drie
zeer pittige wiskundeopgaven voor hun kiezen. Voor elke opgave waren
zeven punten te behalen. Jeroen Winkel wist op de uitzonderlijk moei-
lijke opgave 6 maar liefst drie punten te scoren en hoefde daarmee
slechts 19 van de 528 andere deelnemers voor zich te laten.

De resultaten van de afzonderlijke leerlingen zijn als volgt: Jeroen
Winkel (16 jaar, Nijmegen, 5 vwo, Stedelijk Gymnasium Nijmegen): 30
punten, zilver; Jeroen Huijben (17 jaar, Goirle, 6 vwo, Theresia Lyceum
Tilburg): 27 punten, zilver; Peter Gerlagh (16 jaar, Tilburg, 5 vwo, The-
resia Lyceum Tilburg): 23 punten, brons; Michelle Sweering (16 jaar,
Krimpen aan den lJssel, 5 vwo, Erasmiaans Gymnasium Rotterdam):
21 punten, brons; Ragnar Groot Koerkamp (18 jaar, Opijnen, 6 vwo,
Cambium College Zaltbommel): 19 punten, brons; Djurre Tijsma (18
jaar, Leeuwarden, 6 vwo, Christelijk Gymnasium Beyers Naudé Leeuw-
arden): 13 punten, eervolle vermelding. Toppresteerder Jeroen Winkel:
“Dit jaar heb ik jammer genoeg net een gouden medaille gemist. Maar
volgend jaar heb ik nog een kans en ga ik zeker voor goud!” Ook Peter
Gerlagh en Michelle Sweering kunnen volgend jaar opnieuw een gooi

naar de prijzen doen. www.wiskundeolympiade.nl

Slingerklok maakt een comeback

Het 350 jaar oude probleem van de dubbele slingerklok maakt een
comeback! Als eerste onderzocht door Huygens, heeft de beweging
van een slinger die aan een andere slinger vast zit wiskundigen al
eeuwen beziggehouden. Huygens merkte als eerste op dat het mogelijk

was dat de twee slingers andere richtingen op konden bewegen. Nog
steeds is het erg lastig om een expliciete formule voor de beweging op
te schrijven.

Nu hebben onderzoekers van de Universiteit van Pittsburgh de ex-
pliciete formules voor de beweging gebruikt om bepaalde interactie
tussen biologische verschijningen te verklaren. Deze interactie wordt
ook wel indirecte koppeling genoemd.

De modellen die het effect nu gebruiken, zijn bijvoorbeeld modellen
voor ziekten waarin neuronen niet meer ‘uit’ gaan, zoals epilepsie. Een
andervoorbeeldisin debiologie, waarin bacterién van buitenafworden
beinvioed om de groei te synchroniseren.

In de modellen gebruiken de wetenschappers genen die ritmisch
aan- en uitgaan. Als ze aan staan maken ze een proteine aan die de
genen stimuleert om aan te gaan. In het verleden werd gedacht dat uit-
eindelijk alle genen synchroon gaan lopen, maar met dit model kunnen
de wetenschappers laten zien dat ze ook volledig asynchroon kunnen
lopen. science2o.com

Kahn Academie in handen van gebruikers

Binnenkort zal de Khan Academie verder gaan als stichting, waardoor
het online leerplatform onafhankelijk wordt van ontwikkelaar Percep-
tum. Dit biedt meer mogelijkheden tot groei voor het platform en ver-
groot de inbreng van de gebruikers. De stichting zal worden geleid
door een nog aan te stellen bestuur. Daarnaast kunnen ambassadeurs
en vrijwilligers zich melden om bij te dragen aan het project en zich
verbinden met deze innoverende leeromgeving.

De reden dat de Khan Academie een stichting wordt, heeft te maken
met het ideaal van Perceptum van het bieden van gratis online onder-
wijs. Het bedrijf vindt dat deze adaptieve en gedifferentieerde manier
van onderwijs voor iedereen toegankelijk moet zijn. Toch zijn er de be-
nodigde kosten voor het bouwen en onderhouden van dit platform en
daarom wil de organisatie overgaan op het werken met ambassadeurs
en donateurs met affiniteit voor het onderwijs.

De Khan Academie gaat daarnaast binnenkort verder onder een
nieuwe naam. De initiatiefnemers van de online leeromgeving geloven
in de filosofie van crowdsourcing, hetgeen betekent dat de gebruikers
informatie kunnen delen, verbeteren en aanvullen. De gebruikersge-
meenschap heeft de touwtjes in handen, het bestuur zal de stichting
slechts in goede banen leiden. Met deze denkbeelden slaat het plat-
form een andere weg in dan de Amerikaanse Khan Academy. Terwijl
die zich richt op het intern ontwikkelen en organiseren van lesmate-
riaal, richt de Nederlandse Khan Academie zich op de kracht van het
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publiek. Omdat het platform vanwege de associatie met de Khan Aca-
demy haar visie niet voldoende kan uitdragen, heeft Perceptum beslo-
ten een naamswijziging door te gaan voeren. ledereen kan meedenken
over een nieuwe naam en zich aanmelden voor een bestuursfunctie op

de website van Perceptum. perceptum.nl

Mysterieuze wiskunde-graffiti
In Boscombe, een buitenwijk van het stadje Bournemouth in Zuid-
Engeland is een wel heel aparte vorm van graffiti gevonden. Op een
zwarte muur zijn verschillende wiskundige symbolen geklad. Journalis-
tenvan de Daily Echo, de plaatselijke krant, en de inwoners waren nogal
geinteresseerd in wat de betekenis was. Ze waren zo geintrigeerd dat ze
een oproep deden aan de lezers van de krant of iemand misschien de
betekenis wist. Al eerder was er sprake van een grote hoeveelheid graf-
fiti in de buurt, het meeste met name politiek en beledigend bedoeld,
waarschijnlijk dat dit ‘kunstwerk’ daarom zoveel aandacht kreeg.
Uiteindelijk heeft wiskundeleraar Owen Elton het ‘mysterie’ opge-
lost. Het bleek een collectie van willekeurige elementen van de wis-
kunde te zijn zonder enige samenhang. Onder de formules stond de
formule van een eerste-orde-differentiaalvergelijking, waarvan de op-
lossing grappig genoeg niet een van de grafieken was op de muur. Elton
denkt dat het om een grapje gaat, dit concludeert hij met name uit de
conclusie “=NO VACANCIES” rechtsonder op de muur. Helaas dus geen

geniale uitwerking van een open probleem. Daily Echo, Bournemouth

Bloed nieuwste manier van identificeren

Vergeet de irisscan of de vingerafdrukken, de nieuwste manier van
identificeren is via de adertjes in het gezicht. Bij deze manier vanuit
de biometriek wordt er een warmtescan gemaakt van het gezicht en
worden de aders afgebeeld in de computer. Het schijnt dat deze plaats
van de aders bijna onmogelijk is om te imiteren. Dit maakt het natuurlijk
een ideale identificatietechniek.

Wetenschappers van de Jadavpur Universiteit in India leggen in de
International Journal of Computational Intelligence Studies uit dat de
aders onder de huid van het gezicht net zo uniek zijn als de iris of
vingerafdrukken. Deze oude technieken zijn te omzeilen door bijvoor-
beeld rubberen vingerhoedjes of contactlenzen. Het is echter praktisch
onmogelijk om deze aderen te simuleren en zo je identiteit te verhullen.

Ookis deze maniervan scannen passiever omdat eralleen maareen
warmte-scan gemaakt hoeft te worden, dus er hoeft niet in een klein
apparaat gekeken te worden of een vingerafdruk gemaakt te worden. De
wetenschappers claimen in hun artikel dat ze met 97 procent zekerheid
personen kunnen identificeren met hun techniek. Dit is in principe
genoeg voor hoge beveiligingstoepassingen, helemaal in combinatie

met andere vormen van beveiliging. eurekalert.com

Jonathan Crozier

Derde universiteit Amsterdam
De gemeente Amsterdam heeft begin april een competitie opgezet met
als doel een nieuwe kennisinstelling te creéren in de stad. De gemeen-
te wil door middel van dit kennisinstituut de economische structuur
versterken. Er kwamen uiteindelijk dertien voorstellen binnen. Een on-
afhankelijke jury heeft de voorstellen anoniem beoordeeld en uitein-
delijk vijf uitgekozen die doorgaan naar de volgende ronde. Onder
de inzendingen zaten ook voorstellen van prestigieuze buitenlandse
universiteiten zoals Colombia en MIT. De hoofdpartijen van de gese-
lecteerde vijf voorstellen zijn:

— Amsterdam City Technology: instituut voor “city-directed’ technolo-
gie, metzowel onderwijs als onderzoek (Universiteit van Amsterdam
, Vrije Universiteit, Hogeschool van Amsterdam, Columbia Universi-
ty).

— The Amsterdam Institute of Advanced Metropolitan Solutions: insti-
tuut voor het ontwikkelen van urban solutions (TU Delft, Wagenin-
gen Universiteit en Massachusetts Institute of Technology.

— The Amsterdam School of Health and Technology: richt zich op on-
derwijs en onderzoek naar gezond leven in een stedelijke omgeving
(Amsterdam Institute for Global Health and Development en Duke
University).

— The Center for Urban Tech Acceleration: steunt ondernemers en on-
derzoekers bij het uitbreiden van hun onderneming op gebied van
stedelijke technologie (THNK, OMA en UNstudio).

— Nexuslabs Amsterdam: netwerk-organisatie die multinationals, on-
dernemers, onderzoekers, durfkapitaal en overheid bijeen brengt
ten behoeve van duurzame stedelijke oplossingen (Stichting Nexus-
Labs).

De tweede ronde zal bestaan uit het verder uitwerken van de plan-

nen met als deadline eind september. Najaar 2013 zal de gemeente

een besluit nemen en beginnen met de constructie van een van de

voorstellen. amsterdam.nl
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Het onvoorspelbare venijn
van de staart

De statistische theorie van extreme waarden biedt een handvat voor de studie van meteorolo-
gische extremen zoals orkanen en hittegolven. De klassieke theorie voor extreme waarden richt
zich op onafhankelijke stochasten, later uitgebreid naar afhankelijke (bijvoorbeeld tijdsgecor-
releerde) stochasten. Een recente ontwikkeling is de uitbreiding van de theorie naar extremen
in deterministische dynamische systemen. In dit artikel gaan Alef Sterk, Renato Vitolo en Henk

Broer in op deze ontwikkeling.

Weersextremen, zoals orkaan Katrina of wind-
storm Kyrill, kunnen grote schade veroorza-
ken. Accurate inschattingen voor de kans-
verdeling en de voorspelbaarheid van der-
gelijke extremen vormen een grote uitdaging
voor zowel de verzekeringsindustrie als me-
teorologische instituten. In dit artikel wor-
den kort twee nieuwe ontwikkelingen bespro-
ken betreffende de statistische eigenschap-
pen en de voorspelbaarheid van extremen
in deterministische systemen, zoals modellen
die voor weersvoorspelling worden gebruikt.

Kansverdelingen voor extremen

De klassieke Extreme Waardestelling [3] be-
schrijft de limietkansverdeling van grote
waarden uit een stochastisch proces. Be-
schouw een rij {X;}2, van onafhankelij-

ke, gelijkverdeelde stochasten. Zij M, =
max{Xy,...,Xn} het n-de partiéle maximum
(de ‘grote waarden’ van de rij) en neem aan
dat voor geschikt gekozen rijen (a,) en (by)
de herschaalde variabele a,(M;,, — by) con-
vergeert naar een verdeling G:

Ylllzr}o P(an(My, — by) < z) = G(2).
De Extreme Waardestelling zegt dan dat G be-
hoort tot de GEV (Generalized Extreme Value)

parametrische familie met plaats-, schaal- en
staartparameters (u, 0, &):

G(z) =exp (— [1+§(z(—7u)]’1/§> , (@

met u € (—o, ) en o € (0, ). Voor toepas-

singsdoeleinden is de zogenaamde staartpa-
rameter & € (—o, ) de belangrijkste para-
meter omdat deze de kans op extremen (‘the
tail thickness’) bepaalt. De vorm van de li-
mietverdeling is onafhankelijk van het ‘moe-
derproces’ {X;}:,, netzoals voor de Centrale
Limietstelling: in deze zin is de Extreme Waar-
destelling universeel.

Ter illustratie beschouwen we een rij
{X;}32, van onafhankelijke stochasten met
een uniforme verdeling op het interval [0, 1].
Wegens de onafhankelijkheid geldt voor alle
z < 1dat

PM,, < z)
=PX1<z,Xo<2z,...,.Xpn <2)
=P(X;1 <z2)P(Xp <2)---P(Xy, <2)

=z",

Hieruit blijkt ook de noodzaak tot herscha-
len van de maxima M. Immers, zonder her-
schaling zou de kansverdeling ontaarden in
de Dirac-delta op z = 1. Met de keuze a, =n
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Figuur 1 De Hénon-aantrekker

en by =1 volgt

71[151;10 P(an(My, — by) < 2)

n
= lim <£+1> =e?,

n-o \n

en hierin herkennen we de verdeling (1) met
parameters (u,0,&) = (—1,1,-1). Andere
keuzes voor (ay) en (by) zijn ook mogelijk;
in het algemeen veranderen u en o hierdoor,
maar & is eenduidig bepaald.

Leadbetter [12—13] heeft voorwaarden ge-
formuleerd waaronder de kansverdeling (1)
ook geldt in het geval dat de X; afhankelijk
zijn. Deze voorwaarden komen neer op het
volgende:

— Correlaties tussen de X; convergeren vol-
doende snel naar nul.

— Overschrijdingen van de X; boven grens-
waarden clusteren niet te sterk.

Voor precieze definities wordt de lezer verwe-

zen naar bovengenoemde werken.

Extremen in deterministische systemen

In het afgelopen decennium heeft het onder-
zoek naar extremen zich uitgebreid naar het
terrein van deterministische systemen. In het
algemeen bestaat een dergelijk systeem uit
een toestandsruimte M (meestal M c R"),
een tijdsverzameling T en een evolutieopera-
tor

S:TxM-—M, (tx)—d(x),

met de eigenschappen

Qo =Idp, Pp o Bs = Pras,

zie bijvoorbeeld [1]. Denk bijvoorbeeld aan
systemen beschreven door geitereerde af-
beeldingen (T c 7Z) of differentiaalvergelij-
kingen (T C R).

Het idee is om langs de evolutie, begin-

nend in x € M, een scalaire observatie w :
M — R te berekenen. Hieruit volgt een tijd-
reeks

Xt =w(P(x)), teT, (2
waarvan de statistiek van extremen kan wor-
den bestudeerd. Dit is voornamelijk zinvol
voor chaotische systemen die een Sinai-
Ruelle-Bowen-invariante maat hebben: hier
door kan X; in (2) als een stochastische va-
riabele worden beschouwd [2, 18]. Voor de
geldigheid van de Extreme Waardestelling in
deze context moet aan de eerder genoemde
voorwaarden van Leadbetterworden voldaan.
In recente literatuur zijn deze voorwaarden
geverifieerd voor diverse klassen dynamische
systemen en observaties, zie bijvoorbeeld [6—
10]. Deze studies beperkten zich voornamelijk
tot observaties van de vorm

w(x) = f(dist(x, X)), f:10,00) =R, (3)

waarin dist(-, -) een geschikte metriek op de
toestandsruimte M is. Verder wordt in 3 aan-
genomen dat X een een dichtheidspuntisvan
de invariante maat van het systeem, hetgeen
betekent dat de relatieve maat van elke e-
omgeving van X nadert tot 1 als € tot 0 na-
dert. Dit soort observaties zijn echter minder
relevant voor fysische toepassingen.

Observaties in geofysische modellen
De studie naar extremen in dynamische sys-

temen vindt vooral toepassing in de context
van geofysische modellen. Dergelijke model-
len worden doorgaans afgeleid uit behouds-
wetten voor grootheden zoals massa, impuls
en warmte [11]. Hieruit volgen partiéle dif-
ferentiaalvergelijkingen die de evolutie van
velden zoals druk, temperatuur en windsnel-
heid beschrijven. Discretisatie geeft een dy-
namisch systeem op een eindigdimensiona-
le toestandsruimte M = R" in de vorm van
een stelsel van gewone differentiaalvergelij-
kingen. Typische grootheden om de extremen
van te bestuderen zijn bijvoorbeeld druk of
vorticiteit, welke gemodelleerd kunnen wor-
den met observaties van de vorm

wkx)=v"x (4)

met v € R", of kwadratische windsnelheid,
welke gemodelleerd kan worden door

w(x)=xTEx, (5)

waarbij E een n x n semi-positief definiete
matrix is.

Recentonderzoek van de auteurs [14] heeft
zich gericht op het geval van chaotische dy-
namische systemen met observaties van de
vorm (4) en (5). In dit geval blijkt de statis-
tiek van extreme waarden cruciaal af te han-
gen van de meetkunde van de onderliggen-
de vreemde aantrekker van het model in de
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Figuur 2 Schattingen voor de staartparameter & als functie van de bloklengte N berekend met behulp van de blokmaximum-

methode voor de Hénon-afbeelding.
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zin dat de staartparameter & gerelateerd kan
worden aan de dimensies van lokale stabiele
en instabiele variéteiten. Voor enkele syste-
men kunnen dergelijke relaties analytisch be-
wezen worden; voor de meeste systemen zijn
de resultaten echter nog experimenteel van
aard.

Ter illustratie beschouwen we de afbeel-
ding van Hénon gegeven door

H:R?> - R? H(x,y)=(1-ax’+y,bx),

met parameters (a, b) = (1.4,0.3). Voor deze
klassieke parameterwaarden zijn de evoluties
chaotisch, zie Figuur 1. Als observatie kiezen
we w(x,y) = x: dit is duidelijk niet van de
vorm (3). In [14] is gepostuleerd dat de staart-
parameter & voldoet aan

1 . 1
_E =dim(A) - > 6)

waar dim(A) de Hausdorff-dimensie van de
Hénon-aantrekker is. Dit vermoeden is ge-
toetst door & te schatten met behulp van de
zogenaamde ‘blokmaximum-methode’. In de-
ze methode wordt de tijdreeks (2) opgedeeld
in voldoend grote blokken en van elk blok
wordt het maximum berekend. Onder de aan-
name dat deze maxima de verdeling (1) heb-
ben, kan de parameter & worden geschat met
behulp van standaard methoden uit de sta-
tistiek zoals maximum likelihood.

Figuur 2 toont schattingen van & als functie
van de bloklengte N. Merk op dat deze schat-
tingen grote schommelingen vertonen; hier-
door is het geven van een precieze schatting
zeer lastig. Voor zeer grote N benaderen de
schattingen de theoretisch voorspelde waar-
de. In het algemeen zijn zeer lange tijdreek-
sen nodig om & te kunnen schatten met de
blokmaxima. Een interessante vraag voor ver-
der onderzoek is dan ook of relaties zoals (6)
algemeen geldig zijn en zo als basis kunnen
dienen voor schattingsmethoden die minder
data vergen. Hoewel de relatie (6) nog een
vermoeden is voor de Hénon-afbeelding, kun-
nen soortgelijke formules wel bewezen wor-
den voor systemen als de Solenoide of de af-
beelding van Thom [14].

Voorspelbaarheid van extremen

Kansverdelingen voor extremen zijn voor-
al belangrijk voor de verzekeringsindustrie
om bijvoorbeeld voldoende kapitaal te reser-
veren om vergoedingen bij stormschade te
kunnen uitkeren. Voor meteorologische insti-
tutenis het echterook van belang om de voor-

Figuur 3 Een westelijk en een geblokkeerd stromingspatroon. Stroomlijnen zijn dik/zwart; orografie is in grijs aangege-
ven: gestippelde en doorgetrokken lijnen geven respectievelijk negatieve en positieve hoogten aan, dat wil zeggen het dal en
de berg. De driehoek markeert de locatie met de laagste waarde van de orografie; de stip markeert de locatie halverwege het
hoogste punt van de orografie.

spelbaarheid van extremen te kennen. Sinds
het werk van Edward Lorenz [15] in de jaren
zestigvan de vorige eeuw weten we dat evolu-
ties van niet-lineaire systemen gevoelig kun-
nen afhangen van de gekozen begintoestand.
Het was deze ontdekking die tot het besef
heeft geleid dat het weer maar een beperkte
tijd vooruit kan worden voorspeld. De vraag is
nu of extremen van meteorologische groothe-
den slechter of juist beter voorspelbaar zijn
dan niet-extremen.

In chaotische systemen drijven evoluties
beginnend in verschillende begintoestanden
exponentieel snel uit elkaar. Voor twee begin-
toestanden x en y geldt

dist(@(x), @+ () o< e dist(x, ¥).

Hierin is A een maat voor de exponentiéle
groei van fouten in de begintoestand en deze
hangt af van zowel de begintoestand x als
de voorspellingstijd T. In [16] is onderzocht
of de groeifactor A groter of juist kleiner is
voor begintoestanden x € M die leiden naar
extreme waarden van de observatie w(®(x))
na voorspellingstijd T.

Als voorbeeld beschouwen we een mo-
delvoor grootschalige atmosferische stromin-
gen langs orografie (bergen) op gemiddel-
de breedtegraden. Fysische beschouwingen
leiden tot een vereenvoudigd model gege-
ven door een partiéle differentiaalvergelijking
voor de stroomfunctie [11]. Door de stroom-
functie te ontwikkelen in een afgekapte Fou-
rierreeks met tijdsafhankelijke coéfficiénten
volgt een stelsel van zes gewone differentiaal-
vergelijkingen die de dynamica op de grootste
ruimtelijke schalen beschrijven [17].

Het model werd gebruikt om de relatie
tussen orografie en atmosferische regimes te
analyseren [4—5]. Voor specifieke keuzes van
de parameters van het model (waaronder de
hoogte van de orografie) wordt de dynamica
gekarakteriseerd door intermitterende over-
gangen tussen een westelijke straalstroom
en een geblokkeerde stroom, zie Figuur 3.
Deze dynamica kan worden verklaard door
de aanwezigheid van een Shil’nikov-achtige

vreemde aantrekker in de 6-dimensionale
toestandsruimte van het model, zie Figuur 4.

We kiezen twee observaties door de wind-
snelheid te berekenen op twee geografische
locaties: w;jj en wqq geven respectievelijk de
windsnelheid halverwege het hoogste punt
(aan de zijkant van de orografie) en het laag-
ste punt van de orografie. Deze locaties zijn
in Figuur 3 weergegeven met respectievelijk
een stip en een driehoek). Voor 106 begintoe-
standen x € RS berekenen we de groeifactor
A = A(x,T) en bestuderen we de verdeling
van de groeifactoren voor begincondities die
na T tijdseenheden leiden tot een overschrij-
ding van wyjj of wgal boven een vooraf geko-
zen grenswaarde g:

Arg={1Ax,T) | wW(Pr(x)) = q}.

Als groeifactoren typisch groter zijn voor ho-
gere waarden van g dan betekent dit dat ex-
tremen minder voorspelbaar zijn.

Figuur 5 toont boxplots van A¢ 4 als func-
tie van de voorspellingstijd T voor wjj. Voor
elke waarde van T zijn twee boxplots weerge-
geven: voor grenswaarde g = 0 (dat wil zeg-
gen alle begincondities) en g gelijk aan het
99ste percentiel van de windsnelheid (dat wil
zeggen alleen de begincondities die naar he-
le sterke windsnelheden leiden). Het is dui-
delijk dat in dit geval de begincondities die

Re v,

Im l/>|,1

Figuur 4 Een Shil'nikov-achtige aantrekker in de 6-
dimensionale toestandsruimte van een atmosferisch model.
Er vinden intermitterende overgangen plaats tussen twee
punten in de toestandsruimte (aangeduid met een stip en
een vierkant); deze punten corresponderen met een weste-
lijke en een geblokkeerde atmosferische stroming zoals
weergegeven in Figuur 3.
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Figuur 5 Verdelingen van de verzameling van groeifactoren At 4: boxplots als functie van de voorspellingstijd T voor twee
ondergrenzen q. De lengte van de doos geeft de interkwartielafstand, de lijnen strekken zich uit tot het maximum en mini-
mum en stippen geven de mediaan aan. Voor elke T-waarde zijn twee boxplots weergegeven: voor g=0 en het 99ste percen-
tiel van de windsnelheid. Begintoestanden die leiden naar extreme windsnelheden hebben systematisch grotere groeifacto-

ren.
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Figuur 6 Zoals Figuur 5, maar dan voor de windsnelheid berekend in het laagste punt van de orografie. Begintoestanden die
leiden naar extreme windsnelheden hebben systematisch lagere groeifactoren.
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behulp

van data-assimilatie

Voor het maken van voorspellingen van bijvoorbeeld het weer zijn behalve een numeriek model
ook waarnemingen van groot belang. Onder meteorologen staat het systematisch combineren
van modellen en waarnemingen bekend als data-assimilatie. Moderne technieken voor data-
assimilatie maken gebruik van ideeén uit de optimale besturingstheorie en de filtertheorie,
en het ontwikkelen van dergelijke technieken is een actief onderzoeksterrein waar zowel wis-
kundigen als meteorologen en oceanografen aan werken. Arnold Heemink en Peter Jan van
Leeuwen bespreken in dit artikel de voornaamste hedendaagse data-assimilatie methoden.

Numeriek wiskundige modellen worden te-
genwoordig steeds vaker gebruikt bij het
berekenen van voorspellingen. Voorbeelden
hiervan zijn voorspellingen van het weer, de
waterstanden langs de Nederlandse kust of
luchtvervuiling in steden. De resultaten van
de modelberekeningen zijn echter beinvloed
doortalvan onzekerheden. Bijvoorbeeld door
onnauwkeurige begin- en of randvoorwaar-
den of door onzekerheden in de waarden
van de modelparameters. Door gebruik te ma-
ken van waarnemingen kunnen de modelre-
sultaten worden verbeterd. Dit wordt data-
assimilatie genoemd. Deze term is vele jaren
geleden al geintroduceerd door de meteoro-
logen. Meteorologen zeggen vaak dat zij het
weer van morgen niet goed kunnen voorspel-
lenom de simpele reden dat het weervanvan-
daag niet overal goed bekend is. Veel fouten
in de kortetermijnmodelvoorspellingen zijn
het gevolg van fouten die op het moment
van voorspellen al aanwezig waren. Dit geeft
het belang aan van goede meetinformatie én
van goede data-assimilatietechnieken om de
voorspelfouten te minimaliseren.

Tot het eind van de negentiger jaren was
de meest gebruikte data-assimilatietechniek
optimale interpolatie. Hierbij werd de bere-

kende modeltoestand gecorrigeerd op basis
van waarnemingen van die toestand en aan-
names omtrent de statistiek van de modelfout
en de meetfout. Optimale interpolatie heeft
een zeer principieel nadeel. De gecorrigeerde
modeltoestand is niet consistent met het mo-
del omdat de procesdynamica niet gebruikt
wordt bij het bepalen van de correcties. De ge-
corrigeerde modeltoestand voldoet dan niet
aan de modelvergelijkingen, wat zelfs kan lei-
den tot instabiliteiten.

Data-assimilatie kan gezien worden als
een invers probleem. Op basis van de uit-
voer van het model op de meetlocaties wor-
den de modelfouten gereconstrueerd. Met in-
formatie over het gevolg moet dus de oor-
zaak worden opgespoord. De algoritmen die
voor nauwkeurige data-assimilatieschema’s
gebruikt worden, zijn sterk geinspireerd door
de optimale besturingstheorie en de filterthe-
orie. De laatste aanpak resulteert uiteinde-
lijk in het Ensemble Kalman Filter. Anders
dan optimale interpolatie zijn deze metho-
den in staat om het inverse probleem ne-
tjes op te lossen, waardoor de modeltoestand
ook na correctie blijft voldoen aan de mo-
delvergelijkingen. Het gebruik van deze data-
assimilatiemethoden is daardoor niet slechts

een marginale verbetering ten opzichte van
een traditionele aanpak als optimale interpo-
latie. Het is een wezenlijke stap vooruit.

Data-assimilatie kan ook worden geformu-
leerd op basis van het Theorema van Bayes.
Voor het geval dat modelonzekerheden be-
naderd kunnen worden met behulp van een
Gaussische kansdichtheid resulteert dit ook
weer in het Ensemble Kalman Filter. Als de
Gaussische benadering niet op gaat, krijgen
we het Particle Filter.

4D variationele data-assimilatie
Beschouw hetvolgende numeriek wiskundige
model:

x(tiv1) = Milx(ty), pl, ©
x(to) =xo0(p), i=0,1,2,...,K,
waarbij x(t;) de toestandsvector is op tijdstip
t; en p de te schatten parametervector. De
niet-lineaire functie M; stelt het numerieke
schemavoor. M;[x(t;), plis een representatie
van een computercode die op een ingewikkel-
de wijze x(t;,1) uitrekent bij gegeven input
x(t;) en p. x(t;) bestaat uit alle variabelen
in alle roosterpunten van het model. De di-
mensie van x(t;) kan daarom zeer groot zijn
(106 — 108). De parameters kunnen ruimte-
afhankelijke fysische parameters zijn in het
model, parameters in de randvoorwaarden,
maar ze kunnen ook de volledige begincondi-
tie bevatten. Ook de dimensie van p kan dus
heel groot zijn.
Er wordt vervolgens aangenomen dat de
waarnemingen beschikbaar zijn in de volgen-
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gende niet-lineaire model:

J(x(tg)) =

Minimalisatie met het geadjungeerde model
Het principe van de geadjungeerde aanpak is eenvoudig. Beschouw bijvoorbeeld het vol-

x(tiy1) = Mi[x(ty)], x(to) = p

en de situatie dat er meetinformatie beschikbaar is van x(tx). We willen nu de beginvoor-
waarde p schatten via het minimaliseren van de doelfunctie

J(Mxg 1 [Mk —2[Mg 3] -

We kunnen nu eenvoudig het effect 6] uitrekenen van een kleine verstoring 6p in de
parameter op de waarde van de doelfunctie:

, i=0,1,...,K, (2

“ [Molpll - - -11D. €)

model worden uitgevoerd.

worden, ongeacht het aantal parameters.

T
= a| e e ©
= [aXB(JtK)]T - M(tg, tg-1) - - - - - M(t1, to) - 6p,
met M(t;, t;_1) het gelineariseerde model.
We kunnen dit herschrijven als een inwendig product:
oJ = <%1M(tK,tK—l)' c -M(t,to)5p>- (5)

Bij veel parameters is dit geen efficiénte wijze om het effect van een verstoring 6p op de
doelfunctie te berekenen. Bijiedere p moet een volledige simulatie van het gelineariseerde

Maar we kunnen vergelijking (5) ook schrijven als
6J = <M*(t,to)- - M*(tg, tg-1) -

waarbij M*(t;, t;—1) de geadjungeerde operatoris van M(t;, t;_1). Aangezien M(t;, t;_1) een
matrix is, is M*(t;, t;—1) niets anders dan de getransponeerde van deze matrix. Vergelijking
(6) is een zeer efficiénte uitdrukking voor de gradiént van de doelfunctie. Met slechts één
berekening van het geadjungeerde model terugwaarts in de tijd kan deze gradiént berekend

oJ oJ
™) = (oo7) ©

de vorm:

¥ =Hilx(t) +ei, i=1,2,...,K, ()

waarbij y? de waarnemingen zijn op tijdstip
t;. De functie H; is de relatie tussen de metin-
gen en de toestandsvector.

De onbekende parameters kunnen ge-
schat worden door de volgende doelfunctie
te minimaliseren:

1
=5 - po) Py (p - po)

K
ZH[xt)]—yl) ®

NM—*

RV (Hilx(t)] - ).

Hierbij is de eerste term een regularisatie-
term, terwijl de tweede uitdrukking de afstand

van het model tot de beschikbare waarnemin-
gen representeert. De modelvergelijking (1) is
bij het minimaliseren van (8) een nevenvoor-
waarde.

Het bovenstaande probleem is een stan-
daard optimalisatieprobleem. Via de intro-
ductie van Lagrange-multiplicatoren of gead-
jungeerde toestanden kunnen de nevenvoor-
waarden aan de doelfunctie worden toege-
voegd. Vervolgens kan via variatierekening
een eenvoudige uitdrukking van de gradiént
van de doelfunctie worden verkregen. Hierbij
is dan wel de oplossing nodig van het gead-
jungeerde model van het gelineariseerde mo-
del (zie het kader).

Door de bovenstaande aanpak te com-
bineren met een gradiéntmethode voor het
minimaliseren van de doelfunctie, kan er
een efficiénte data-assimilatiemethode wor-

den verkregen. Deze methode wordt 4D-Var
genoemd. Een groot praktisch nadeel van va-
riationele data-assimilatie is dat het geadjun-
geerde model beschikbaar moet zijn. Dit is
bij zeer complexe modelsystemen een grote
programmeerinspanning, vaak enkele mens-
jaren programmeerwerk. Er zijn geadjungeer-
de compilers beschikbaar, die als invoer de
code van een voorwaarts model vragen en
dan als output de code van het gelineariseer-
de model of van het geadjungeerde model
produceren. Deze compilers werken echter al-
leen goed bij relatief eenvoudige modellen.

Een fundamenteel probleem is dat het op-
timalisatieprobleem niet convex is en er dus
een risico is dat het algoritme strandt in een
lokaal minimum. Voorts is het algoritme zeer
rekenintensief en kunnen we slechts een be-
perkt aantal iteraties uitvoeren en zullen dan
tevreden moeten zijn met het resultaat. On-
danks deze fundamentele problemen heeft
4D-Var zijn grote waarde in de praktijk bewe-
zen en wordt het op grote schaal met succes
toegepast.

Een alternatief voor de standaard 4D-Var
aanpak is incremental 4D-Var. Hierbij wordt
een vereenvoudigd model gebruikt voor de
assimilatie. Dit vereenvoudigde model wordt
gelineariseerd met als referentie de beste
voorspelling van het oorspronkelijke model.
Vervolgens wordt de minimalisatie uitgevoerd
met dit vereenvoudigde en gelineariseerde
model. Het uiteindelijke resultaat levert een
nieuwe voorspelling op. Deze is echter niet
optimaal omdat gebruik is gemaakt van het
vereenvoudigde model. Doorde procedure nu
opnieuw uit te voeren met de nieuwe voor-
spelling als referentie, kan het resultaat nog
verbeterd worden. Convergentie is hierbij he-
laas niet gegarandeerd. Incremental 4D-Var is
de meest gebruikte methode voor het bereke-
nen van de dagelijkse weersvoorspellingen.

Zeer recent is de aandacht verschoven
naar een aanpak analoog aan incremental
4D-Var, waarbij in plaats van het ontwikke-
len van een nieuw vereenvoudigd numeriek
model gebruik wordt gemaakt van Proper Or-
thogonal Decomposition om een vereenvou-
digd model te verkrijgen. Met deze generie-
ke modelreductie-aanpak hoeft er dus geen
apart vereenvoudigd numeriek model ontwik-
keld te worden. Deze aanpak is recent bijvoor-
beeld gebruikt bij het schatten van de bode-
mtopografie van het nieuwe stormvloedvoor-
spelmodel van Deltares.

De bodemgegevens van een stormvloed-
model worden meestal verzameld ten behoe-
ve van de scheepvaart en de bodemkaarten
die daaruit worden afgeleid, hebben de nei-
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Figuur 1 De bodemtopografie van het domein van het stormvloedvoorspelmodel

ging wat te ondiep te zijn. Als deze kaarten
vervolgens worden gebruikt voor het bepalen
van de geometrie van het numerieke storm-
vloedmodel zullen de getijgolven in dit model
zich te langzaam voortplanten. Door gebruik
te maken van de vele meetgegevens die van
het getij beschikbaarzijn, kan de bodemtopo-
grafie in het model gecorrigeerd worden net
zolang totdat de golfvoortplanting in het mo-
del correctis. In Figuur1is het domein van het
nieuwe stormvloedmodel en de bodemtopo-
grafie voor calibratie weergegeven. In Figuur 2
zijn de root-mean-square errors in een aantal
meetstations voor en na calibratie weergege-
ven. Bij dit calibratie-experiment zijn twintig
correctieparameters geschat. De rekentijd die
nodig was om dit inverse probleem op te los-
sen was equivalent met slechts elf evaluaties
van de doelfunctie (=model simulaties). Dus
behalve dat het geadjungeerde model niet no-
digis, is de aanpak door deze toepassing ook
zeer efficiént gebleken.

Ensemble data-assimilatie

Data-assimilatie kan ook beschreven wor-
den in termen van waarschijnlijkheidsdicht-
heden, of ‘probability density functions’, kort-
weg pdf’s. Dit werkt als volgt: de onzekerheid
in de modelvoorspellingen geven we weer
met een pdf p(x). Deze pdf is het resultaat
van onzekerheden in de begintoestand van
de voorspelling, in de modelvergelijkingen
(die numerieke discretisaties van niet volle-
dig bekende fysische wetten zijn), en in de
randvoorwaarden. Data-assimilatie wordt nu
gezien als het aanpassen van deze ‘a-priori

pdf’ voor de waarnemingen, resulterende in
de ‘a-posteriori pdf’, de pdf van de mogelij-
ke modeltoestanden gegeven die waarnemin-
gen p(x|y). In wiskundige notatie vinden we

rylx)

() p( x). ©))

plx|y
Deze relatie, het Theorema van Bayes, vormt
de algemene basis voor data-assimilatie. Het
geeft weer hoe onze kennis van het systeem,
gegeven via de a-priori pdf p(x), wordt ge-
modificeerd door de waarnemingen 1y, tot
de a-posteriori pdf p(x|y). De prior wordt
vermenigvuldigd met de zogenaamde likeli-
hood p(v|x), die voor iedere modeltoestand
x aangeeft hoe waarschijnlijk de waarnemin-
gen y zijn.

Ten eerste valt op dat data-assimilatie
nu te interpreteren is als een vermenigvul-
digingsprobleem: we moeten de a-priori pdf
vermenigvuldigen met de zogenaamde like-
lihood p(y|x) om de a-posteriori pdf te vin-
den. De noemer p(y) kan gezien worden als
een normalisatiefactor omdat de waarnemin-
gen al bekend zijn.

Ondanks het belang van het hebben
van een formele oplossing voor het data-
assimilatieprobleem, is de praktijk weerbar-
stig. Het probleem is dat de modellen die
gebruikt worden in de geowetenschappen ty-
pisch zeer hoge dimensies hebben, en alleen
al voor het opslaan van de a-priori pdf heb-
ben we computers nodig met astronomisch
grote geheugens. We zijn dus gedwongen be-
naderingen te aanvaarden. Een veelgebruikte
benadering is dat de pdf Gaussisch is, zodat

we alleen de gemiddelde modeltoestand en
de bijbehorende covariantie nodig hebben.
Dit leidt onmiddellijk naar het zogenaamde
Kalman Filter. Helaas is het voor de hoogdi-
mensionale systemen niet mogelijk de cova-
riantie op te slaan, dus we moeten extra aan-
passingen toestaan. Een zeer populaire is het
Ensemble Kalman Filter. Bij deze methode
wordt de pdf weergegeven als een ensem-
ble van modeltoestanden. ledere modeltoe-
stand evolueert volgens de modelvergelijkin-
gen naar de tijd waarop we waarnemingen
hebben. Daar berekenen we het gemiddelde
van de Gaussische pdf als het gemiddelde
van de ensembleleden, en ook de covarian-
tie wordt berekend gebruikmakende van het
ensemble van modeltoestanden.

Deze methode is erg succesvol en wordt
tegenwoordig gebruikt in zeer hoogdimensio-
nale systemen. Figuur 3 geeft een voorbeeld
van het gebruik van het Ensemble Kalman Fil-
ter in een model van de Atlantische Oceaan.
Het model heeft meer dan een miljoen varia-
belen op ieder tijdstip, en we assimileren sa-
tellietwaarnemingen van de temperatuur van
het zeewater en de hoogte van het zeeopper-
vlak. Die laatste waarnemingen geven infor-
matie over het drukveld in de oceaan, welke
zeer belangrijk is in het beinvloeden van stro-
mingspatronen.

Een nieuwe ontwikkeling is het loslaten
van de restrictie tot Gaussische pdf’s. De me-
thode, Particle Filter genoemd, gebruikt weer
een ensemble van modeltoestanden en ge-
bruikt het Theorema van Bayes meer direct.
In wiskundige termen, de a-priori pdf wordt
weergegeven als een ensemble van model-
toestanden x;, als

1

p(x) = N O(x — xy). (10)

M=

Il
—_

i

Als we dit direct gebruiken in het Theorema
van Bayes vinden we

N

px|y) = > widlx — xy), (11)
i=1

e

h—wr-- e

Figuur 2 De RMS error van de modelresultaten voor en na
calibratie
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Figuur 3 Voorbeeld van succesvolle assimilatie in de At-
lantische Oceaan. Het bovenste plaatje geeft het verschil
tussen een 7-daagse voorspelling voor zeewatertempera-
tuur (SST) van het model en de waarnemingen weer op dag
244. Vlerschillen van 2 graden Celsius zijn zichtbaar, bij-
voorbeeld voor de Amerikaanse kust. Het onderste plaatje
geeft het verschil tussen de waarnemingen en het geassi-
mileerde model weer op dag 244. De verschillen zijn mini-
maal, wat aangeeft dat bijna alle informatie in de waarne-
mingen opgenomen is in het model.

waarbij de gewichten w; gegeven zijn als

w;i = p(.y‘xl) (12)

S Yipixg)’

wat laat zien dat de waarde van de gewich-
ten w; afhangt van hoe waarschijnlijk mo-
deltoestand x; is als de waarnemingen ge-
geven zijn als . Hoe dichter modeltoestand
x; bij de waarnemingen is, hoe groter zijn
gewicht. De formule voor de a-posteriori pdf
laat zien dat de oplossing van het data-
assimilatieprobleem een gewogen ensemble
is. Bijvoorbeeld voor het vinden van de ge-
middelde toestand nemen we het gewogen
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Wiskundige aspecten van
interne golven

Het bestaan van golven aan het zeeoppervlak is wel bekend. Van het voorkomen van golfbe-
wegingen onder het oppervlak is men zich vaak veel minder bewust. De amplitudes van deze
golfbewegingen kunnen toch behoorlijk groot zijn (tot wel honderd meter). Vanwege hun trans-
port van warmte en impuls, en van zuurstof, plankton en mineralen, zijn interne golven van
belang voor de algemene oceaancirculatie en voor de mariene voedselketen. Theo Gerkema en
Leo Maas laten aan de hand van een combinatie van fysische en mathematische methoden zien
dat deze golven zich heel anders gedragen dan de golven aan het vrije oppervlak. Dit gedrag
wordt sterk beinvioed door de dichtheidsstructuur in de verticale richting en de rotatie van de
aarde, en resulteert erin dat interne golven gestuurd worden naar heel bepaalde locaties, in

zogenaamde golfaantrekkers.

In hetinwendige van de oceaan zijn golfbewe-
gingen alom aanwezig; deze worden interne
golven genoemd. Ze hebben grote verticale
uitwijkingen (orde 10 tot 100 m) en perioden
variérend van minuten tot dagen. De terugdrij-
vende krachten verantwoordelijk voor de golf-
bewegingen zijn van tweeérlei aard: ten eer-
ste zorgen de verticale dichtheidsverschillen
voor een effectieve zwaartekracht; ten tweede
geeft de dagelijkse rotatie van de aarde rond
haar as aanleiding tot een afbuigende kracht,
de zogenaamde corioliskracht.

Deze bepalen niet alleen het bestaan van
interne golven, maar ook hun ongebruikelijke
wiskundige eigenschappen. Ze maken de wis-
kundige behandeling weliswaar soms lastig,
maar bevatten ook de sleutel tot de ongebrui-
kelijke eigenschappen van de golven zelf. Zo
zijn dus de wiskundige en fysische eigenaar-
digheden nauw verstrengeld. In het hiernavol-
gende zetten we dit nader uiteen.

Symmetrie-brekers

Allereerst is het van belang een beeld te krij-
gen van het medium waarin de interne gol-
ven zich voortplanten. Figuur 1a toont een

voorbeeld van de structuur van de tempera-
tuur in de Stille Oceaan, gaande van de Fiji-
eilanden (zuidelijk halfrond) tot aan de Be-
ringstraat (noordelijk halfrond). Duidelijk is te
zien dat op grotere diepten, vanaf 1000 m on-
der het oppervlak, de temperatuur tamelijk
homogeen is en steeds heel laag (minder dan
5°C), ook in de tropen. Alleen in de bovenste
paar honderd meter neemt de temperatuur
scherp toe naarmate men dichter bij het op-
pervlak komt. Een ander voor dit verhaal be-
langrijk aspect, is het verloop van de diepte.
We zien dat de oceaanbodem verre van vlak
is, maarvol zit met bergruggen en onderzeese
heuvels (die een vulkanische oorsprong heb-
ben). Terwijl dus het temperatuurverloop min
of meer beschouwd kan worden als een op-
eenstapeling van horizontale lagen, breekt de
oceaanbodem deze horizontale symmetrie.
In de oceanografie en meteorologie is
het gebruikelijk de verticale gelaagdheid uit
te drukken in termen van de zogenaam-
de Brunt-Vdisild-frequentie (stabiliteitsfre-
quentie) N, hierna kortweg aangeduid als BV-
frequentie. Deze wordt bepaald door de verti-
cale dichtheidsgradiént; hierbij is de dicht-

heid p, in het geval van oceaanwater, een
functie van de toestandsvariabelen tempera-
tuur, zoutgehalte en druk (p). De precieze de-
finitie luidt:

dp 1
NZ:gz(ﬁ—g). @

Hierin is g de valversnelling en ¢, de geluids-
snelheid in zeewater (zelf eveneens een func-
tie van temperatuur, zoutgehalte en druk). De-
ze laatste term hangt samen met de samen-
drukbaarheid van zeewater, en is vooral van
belang in de diepere lagen, waar de eerste
term (de verticale gradiént van dichtheid) ge-
ring is. De verdeling van N in de oceaan is te
zien in Figuur 1b; N omspant twee orden van
grootte, is gering in de diepere lagen en zeer
hoog in de warme dunne bovenlaag.

In Figuur 1b is N gedeeld door een con-
stante 2Q, waarbij Q = 7.292 x 107> radi-
alen per seconde, de hoeksnelheid van de
aarde (dat wil zeggen: 21 gedeeld door de
siderische dag, 23h 56 min 4s, de tijd waar-
in zich ten opzichte van de sterren één om-
wenteling voltrekt). De aardas zelf (zwarte
pijl in Figuur 2) breekt lokaal de horizonta-
le symmetrie. Bezien vanuit een positie op
een zekere breedte ¢, is de oriéntatie van
de aardas noch loodrecht op, noch parallel
aan het aardoppervlak. Deze symmetriebre-
king manifesteert zich in een van de com-
ponenten van de corioliskracht, de kracht
die bewegende deeltjes op de roterende
aarde doet afbuigen in een richting lood-
recht op hun snelheid (voor een nadere uit-
eenzetting hierover verwijzen we naar [3]).
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Figuur 1 Een voorbeeld van de structuur van het inwendige van de oceaan: een zuid-noordsectie in de Stille Oceaan, lopend
van de Fiji-eilanden (links) tot de Beringstraat (rechts). In (a), temperatuur; in (b) de geschaalde BV-frequentie, een maat
voor de gravitationele stabiliteit van de waterkolom. (Data uit WOCE sectie P14)

De symmetrie in de overwegend horizonta-
le gelaagdheid en de verticale zwaartekracht
wordt dus op twee manieren gebroken: door
de lokaal ‘dwarse’ aardas en door de hellen-
de bodem. Wiskundig betekent dit dat het
probleem van de propagatie van interne gol-
ven zich niet simpel laat scheiden in een
vergelijking voor de horizontale en verticale
propagatie afzonderlijk, iets wat zonder de
symmetriebreking wel mogelijk zou zijn. Deze
niet-separeerbaarheid verhoogt de wiskundi-
ge complexiteit van het probleem. Toch staat
dit een oplossing niet altijd in de weg, zoals
hieronder zal blijken.

Aardas
We bekijken hier het probleem van de co-
rioliskracht afzonderlijk, en nemen aan dat

=y
[

Figuur 2 Een doorsnede van een deel van de aardbol, met
in zwart de rotatievector, en een ontbinding daarvan in een
loodrechte en parallelle component op breedtegraad ¢.

de bodem horizontaal is. De beweging van
het water wordt beschreven door de twee-
de wet van Newton, toegepast op vloeistof-
fen, tezamen met de wetten voor massa- en
energiebehoud. Om de behandeling te ver-
eenvoudigen, maken we een aantal benade-
ringen: wrijving wordt verwaarloosd en ook
wordt aangenomen dat de golven voldoende
klein van amplitude zijn om als lineair behan-
deld te kunnen worden. Tenslotte veronder-
stellen we, dat de BV-frequentie N enkel in
verticale richting varieert; Figuur 1b geeft een
indicatie hoe deze afhankelijkheid er in de
oceaan uitziet.

Voor sinusoidale golven van frequentie
w kan men voor het ruimtelijke deel van
de stroomfunctie, y@(x, z) exp(—iwt), dan de
volgende vergelijking afleiden:

0%y 02y 22y

AW+288X82+CQ=0 (2)

Hierin is x de horizontale codrdinaat en z de
verticale. Wiskundig interessant en ook onge-
bruikelijk is de aanwezigheid van de gemeng-
de afgeleide — de tweede term — die wijst op
een verstrengeling van horizontale en vertica-
le afhankelijkheden. Anders gezegd, de ver-
gelijking is niet-separeerbaar; we kunnen de
oplossing niet schrijven als een product van
reéle functies van de onafhankelijke variabe-
len, ¢ = f(x)g(2).

Wat is de oorsprong van deze kruisterm?

Dit is direct te zien aan de definitie van de
coéfficiénten:

A=N?—w’+f%; B=ff; C=f*-w?,

met f = 2Qsin ¢ en f = 2Q cos ¢. Deze laat-
ste, f, wordt in de geofysische stromingsleer
meestal verwaarloosd (de zogenaamde ‘Tra-
ditionele Benadering’), en we zien dat het ef-
fect van deze benadering is dat de kruisterm
in (2) verdwijnt; het probleem wordt daardoor
separeerbaar.

We zijn hier echter geinteresseerd in wat
er gebeurt wanneer men deze term niet ver-
waarloost. Hoewel (2) in haar volledige vorm
niet-separeerbaar is, kunnen we toch gemak-
kelijk tot een oplossing komen. Wanneer we
namelijk substitueren

@ =Y(2) expilkx +62), ()

met 6 = —kB/C en (vooralsnog willekeurig)
golfgetal k, dan krijgen we

2 _
\I///+k2 [13(:‘72“]\11=O’ (4)

waarbij het accent de afgeleide naar z weer-
geeft. Merk op dat deze vergelijking geheel
reéel is. Wanneer we dus het reéle deel ne-
men van @(x, z) exp(—iwt), krijgen we

Y =Y(z)cos(kx + 6z — wt).

Het niet-separeerbare karakter, de ver-
strengeling van x en z, toont zich in het ar-
gument van de cosinus.

Wat betekent dit concreet voor de golven
zelf? We zullen kijken naar twee aspecten: de
dispersie-relatie en de verticale structuur van
de golven.

Wat betreft het eerste, zullen we ver-
onderstellen dat N een constante is. Hoe-
wel onrealistisch (zie Figuur 1b), heeft dit
het voordeel dat we het probleem geheel
analytisch kunnen oplossen. We leggen als
randvoorwaarde op dat de stroomfunctie nul
moet zijn aan bodem en oppervlak (z =
—H,0), wat neerkomt op de natuurlijke eis
dat daar de verticale (dat wil zeggen lood-
rechte) snelheid nul moet zijn. De oplos-
sing van (4) luidt dan: ¥ = sinnmz/H met
n = 1,2,3,..., waarbij tevens moet gelden:

2 2
2_(nm c
k’(H)BLAC’ ©)

waarmee het verband is gelegd tussen het
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golfgetal k en de golffrequentie w (bevat in
A en C) — de dispersie-relatie.

Hoe ziet dit verband eruit? Duidelijk is dat
k naaroneindig gaat (datwil zeggen de golven
worden kort) wanneer B2 — AC naar nul na-
dert. Deze laatste bevat de gegeven constan-
ten van het medium (N, f en f) en de golffre-
quentie w. Wegens het kwadratische voorko-
men van w in A, zullen er twee waarden van
de frequentie zijn waarvoor B2 — AC — 0. Dit
is geillustreerd met de rode lijn in Figuur 3:
wanneer de frequentie w haar maximum na-
dert, gaat het golfgetal, in absolute zin, naar
oneindig; maar dit is 60k het geval wanneer
de frequentie haar minimum nadert. Dit is
ongebruikelijk, want doorgaans vallen in de
geofysische stromingsleer lage frequenties
samen met kleine golfgetallen, niet met grote!
De sleutel voor dit vreemde gedrag ligt in de
kruisterm met de gemengde afgeleide. Stel-
len we namelijk B nul dan valt C weg uit de
noemer van (5); golfgetallen gaan dan alleen
nog naaroneindig wanneer w = N, voor hoge
frequenties (zie blauwe lijn in Figuur 3).

We zien hier dat de niet-separeerbaarheid
een singulier karakter heeft: voor eindige B,
hoe klein ook, vinden we steeds hogere golf-
getallen naarmate de frequentie haar mini-
mum nadert; stellen we B = 0, dan gaat in-
eens het golfgetal naar nul bij de laagste fre-
quentie.

Voor de oceaan heeft dit mogelijk interes-
sante implicaties, want een van de kernvra-
gen uit de fysische oceanografie is hoe de
energie van de lage frequenties en grote ruim-
teschalen naar de kleine ruimteschalen gaat
waar de dissipatie plaatsvindt. In de hier-
boven beschreven eigenschappen zou deze
overgang al in de golfeigenschappen zelf be-
vat zijn!

Tenslotte vormen we ons een beeld van die
golfpropagatie. We kijken daartoe naar een
iets realistischer geval van N en nemen deze
nu niet constant maar laten N2 lineair met

Figuur 3 Dispersierelatie met de niet-traditionele compo-
nent (rood), en zonder (blauw). Ontleend aan [2].

W

Figuur 4 Amplitude van een golfoplossing voor een sub-

inertiale frequentie (dat wil zeggen w < | f|) bestaande

in het onderste, zwak gestratificeerde deel van de waterko-
lom.

z variéren, afnemend met de diepte. De op-
lossing van (4) kan dan in termen van Airy-
functies worden verkregen. Voor lage frequen-
ties krijgen we dan een golf die gebonden is
aan de bodem en boven een bepaalde hoogte
exponentieel vervalt, zie Figuur 4. Het patroon
geeft de plaatsen weer waar verticale snel-
heden hoog zijn en de golfenergie plant zich
daarlangs voort. Duidelijk is de symmetrie-
breking ten opzichte van de verticaal een ge-
volg van de kruisterm met B. Deze term speelt
in dit geval een nog fundamentelere rol: voor
B = 0 zou de hier afgebeelde golf, waarvan
de frequentie lager is dan | 1, zelfs helemaal
niet bestaan!

Hellende bodems

Een alternatief voor het zoeken naar gesloten-
vorm oplossingen, waarin de oplossing een
expliciete afhankelijkheid van de onafhanke-
lijke variabelen — hierboven x en z — kent,
bestaat in het algoritmisch oplossen van de
vergelijking. Hier zullen we deze methode toe-
lichten voor het geval de afmeting van het
uniform-gelaagde (N = const) vloeistofbas-
sin zo klein is dat rotatie van de aarde ver-
waarloosbaar is (f = f = 0 en in het bij-
zonder B = 0). Denk bijvoorbeeld aan het
relatief kleine, door temperatuurverschillen
nagenoeg uniform-gelaagde Loch Ness, een
fjord dat we hierna als ‘kanaal’ zullen ty-
peren. Aan het einde van de ijstijd bezorg-
den terugtrekkende gletsjers dit kanaal in
dwarsrichting een trapezoidale vorm. Omwil-
le van de eenvoud zullen we naar zo’n ka-
naal kijken waar de bodem, z = —H(x), voor
—-L < x < 0 een constante diepte, Ho,
heeft, die voor 0 < x < L lineair afneemt,
z =Ho(x/L-1).Hieris Hy de maximale diep-
te en L de halve kanaalbreedte. Het ruimte-
lijk patroon van vrije golven van frequentie
w wordt beschreven door een stroomfunc-
tie W(x, z) die nul moet zijn op alle randen.

Als we de horizontale co6rdinaat x schalen
met L en de verticale codrdinaat z met D =
L(N2/w? - 1)"1/2 dan vereenvoudigt (2) tot

Wxx —WPzz = 0. (6)

Dit probleem lijkt samen met de eerderge-
noemde randvoorwaarde zo schraal dat men
wellicht denkt dat er geen niet-triviale oplos-
singen zijn. Ditis echterwel degelijk het geval,
en wel voor bijna iedere frequentie w < N.
Het probleem hangt nog van één parameter
af. Dit is de met D geschaalde kanaaldiepte
Hj, ofwel dimensieloze diepte T = Ho/D =
(N2/w? - 1)Y2Hy/L. Volledigheidshalve lui-
den de randvoorwaarden in het trapezoidale
kanaal dan ook ¢ = 0 aan het oppervlak,
z = 0, aan de verticale zijwand, x = -1,
aan de bodem z = -1, voor -1 < x < 0
en, voor 0 < x < 1, op de hellende bodem,
z=T(x-1).

Een algemene oplossing die voldoet aan
de oppervlakterandvoorwaarde is formeel te
schrijven als

@ =F(x+2z) - F(x - 2). @

‘Formeel’ omdat F(§) een nog onbekende
functie van karakteristieke codrdinaten x. =
x + z is, wiens precieze vorm nadere bepa-
ling vereist, gebaseerd op de onderliggende
geometrische structuur van de karakteristie-
ken. In de gestrekte verticale co6rdinaat (z)
bewaren karakteristieken altijd dezelfde hoek
van 45 graden ten opzichte van de zwaarte-
kracht. Als twee karakteristieken (golfstralen)
daarom parallel, van boven af invallen op een
hellende bodem (Figuur 5a) zullen zij na weer-
kaatsing nog steeds parallel zijn, maarzal hun
afstand kleiner worden (focussering). Als de
karakteristieken in omgekeerde richting wor-
den gevolgd zal deze afstand juist toenemen
(defocussering). Het blijkt dat gesloten gebie-
den — waar een vloeistof zich noodzakelijker-
wijs altijd in bevindt — door focussering gedo-
mineerd worden. Ditimpliceert dat golfstralen
uiteindelijk bijna altijd een periodieke baan
zullen bereiken, een golfaantrekker genoemd
(weergegeven door de rode lijn in Figuur 5a).
Dit geometrisch aspect van de oplossing is,
zoals we zullen zien, ook in het stroomfunc-
tieveld zichtbaar.

De algoritmische oplosmethode [5] be-
staat daarin dat we de functionele afhanke-
lijkheid van F(&) niet pogen te raden maar,
bescheidener, eerst veronderstellen dat we
diens waarde op een of andere wijze in één
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Figuur 5 (a) Trapezoidaal bassin ter diepte T = 3/2 met half karakteristiek web startend in (a, O) (blauwe lijn) en golfaantrekker (rood) van een intern golfveld in een uniform-gelaagde
vloeistof. (b) en (c) Fundamentele intervallen (dik lijnstuk op hellende bodem) en daarvandaan geconstrueerde karakteristieke webben.

punt kennen. Laten we dat punt aan het op-
pervlak kiezen als x¢ = (a, 0), zodat we veron-
derstellen dat F(a) bekend is, zeg F(a) = F,
zie Figuur sa. De algemene oplossing laat ons
toete concluderen dat op de naarrechtsonder
hellende lijn z + x = a, F(x + z) vanzelfspre-
kend ook constant is. Als we nu het snijpunt
van deze lijn en de bodem bepalen, gegeven
doorx; = (b,3/2(b — 1)), met b = (2a + 3)/5,
dan kunnen we ook de specifieke, naar links-
onder hellende reflecterende karakteristiek
bepalen die door dat punt gaat. Op die ka-
rakteristiek, x — z = 3/2 — b/2, is F alweer
constant, namelijk F(3/2 — b/2). Omdat het
snijpunt op de rand ligt moet ¢ daar nul zijn.
Derhalve volgt uit (7) dat F(3/2-b/2) = F(a) =
F..Met andere woorden, F is invariant onder
reflectie van die karakteristiek aan de wand.
Aangezien dit geldt voor alle daaropvolgen-
de en ook voor alle eerdere reflecties, dus
voor de gehele verzameling reflectiepunten
{...,X_1,X0,X1,X2,...}, concluderen we dat
voor het gehele karakteristieke web — het web
van via reflecties aan elkaar verbonden karak-
teristieken, de karakteristieke baan — F(X)
invariant is en wel gelijk aan Fx. In Figuur
5a is de helft van het web geplot. De andere
helft volgt door de karakteristiek vanuit (a, 0)
naar linksonder te volgen. Tegelijkertijd zien
we dat dit ene web niet het gehele kanaal
bedekt. Maar hoeveel webben zijn daarvoor
nodig, waar kunnen we die web-invariant per
web kiezen, en wat is de betekenis van die
web-invariant eigenlijk?

In een trapezoidaal kanaal blijken op de
rand twee intervallen te te liggen, fundamen-
tele intervallen genaamd, waarvan de randen
worden bepaald door zogenaamde kritische
punten van de domeinrand. Dit zijn punten
waar de raaklijn aan de rand onder eenzelfde
hoek met de verticaal staat als de karakte-
ristieken (vanwege de schaling, hier dus een
hoek van 45 graden). De bijzondere aard van
deze punten volgt uit het feit dat een invallen-
de karakteristiek (een kritische karakteristiek)

gedwongen is terug te keren volgens hetzelf-
de pad, in plaats van, als gewoonlijk, zich in
een richting daar loodrecht op voort te zetten.
Voor het trapezoidale domein vallen deze kri-
tische punten samen met de vier hoekpunten.
Wanneer in beide fundamentele interval-
len ieder punt als startpunt xo van een ka-
rakteristiek web gekozen wordt, dan zullen
de aldus verkregen karakteristieke webben
gezamenlijk het hele kanaal op een unieke
manier bedekken. Op de hellende bodem ge-
ven de in Figuur sb en 5¢c doorgetrokken dikke
lijnelementen deze fundamentele intervallen
weer. Voor een kanaal van dimensieloze diep-
te T = 3/2 zijn dat de intervallen x € (0,1/5)
en (4/5,1). De karakteristieke webben die
vanuit beide fundamentele intervallen be-
reikt worden zijn complementair aan elkaar.
Zij naderen allen de voor dit geval vierkante
golfaantrekker, en doen dat, opmerkelijker-
wijs, voor beide flanken van het web, x4,
met dezelfde kloksgewijze oriéntatiezin.
leder punt in het kanaal ligt op het kruis-
punt van precies twee karakteristieke lijnen.
Als daarom F(&) op beide fundamentele in-
tervallen (willekeurig) wordt voorgeschreven,
dan is de stroomfunctie uniek bekend. Door
in deze gebieden voor F(&) bijvoorbeeld een
halve cosinus te kiezen — in het voorbeeld
hierboven F(x) = cos(51rx) — construeren we

het stroomfunctiepatroon zoals getoond in Fi-
guur 6a.

Bij constructie is dit een vrije, maar staan-
de golfoplossing. Omdat door de reéle keu-
ze van F(&), het ruimtelijke patroon reéel is,
zal deze oplossing in de tijd slechts ‘knippe-
ren’. Dit lijkt de betiteling van de periodie-
ke baan als ‘golfaantrekker’ niet te rechtvaar-
digen. Wanneer we op een fundamenteel in-
terval F echter complex kiezen (hetgeen een
randforcering van interne golven voorstelt)
zullen deze golven de golfaantrekker daad-
werkelijk benaderen.

Maar wat stelt F nu precies voor? De fy-
sische betekenis van F volgt uit het feit dat
storingsdruk, p(x, z), net als stroomfunctie ¢
moet voldoen aan vergelijking (6). Diens op-
lossing, p = F(x+z)+F(x —z), wordt gegeven
in termen van precies dezelfde functie F. Dit
identificeert F als een partiéle druk.

Merk op dat we ‘stroomfunctie’ zelf niet
kunnen meten. Wel echter diens afgeleide,
de snelheid. Hoewel ¢ begrensd is, laat Fi-
guur 6a zien dat bij nadering van de vierkan-
te golfaantrekker diens gradiént alsmaar toe-
neemt. Dit suggereert dat deze golven zich
rond de aantrekker zullen manifesteren als in-
tense gelokaliseerde beweging. Figuur 7 toont
experimentele bevestiging van dit vermoeden
in de hierboven besproken configuratie.

Figuur 6 Stroomfunctieveld in (a) trapezoide, diepte T = 3/2; (b) vierkant. Lijnen in (b) zijn enkele periodieke webben.
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Figuur 7 Experimenteel bepaalde (a) amplitude en (b) fase van verstoringen van het dichtheidsveld in een interne golf, die ontstaan door de bak horizontaal te schudden [4]. Deze verstorin-
gen volgen het snelheidsveld (de gradiént van de stroomfunctie). In (b) geven de pijlen de richting aan waarin de fase in de tijd loopt.

Golfaantrekkers treden niet alleen op in
een kanaal van trapezoidale vorm, maar voor
bijna elke bodemvorm die de reflectiesym-
metrie van kaatsende golfstralen ‘voldoende
breekt’. Met dat laatste voorbehoud bedoe-
len we dat sommige domeinvormen, zoals de
rechthoek, aan de dominantie van focusse-
ring weten te ontsnappen (zie Figuur 6b). Voor
rationale dieptes T = 2m/n, (m,n € N) is
de stroomfunctie simpelweg in separeerbare
vorm te vinden,

W =sin(nm(x + 1)/2) sin(immz/7). (8)

In dat geval is iedere reflectie van twee paral-
lelle golfstralen neutraal: ertreedt noch focus-
sering noch defocussering op, althans, als de
zijdes van de rechthoek tenminste loodrecht
op (of parallel aan) de zwaartekracht staan (in
[1] wordt een tegenvoorbeeld gegeven). Voor
de niet-gekantelde rechthoek ligt iedere golf-
straal op zijn eigen periodieke web en bijge-
volg kent zo’n vloeistofdomein oneindig veel
periodieke karakteristieke webben (zie Figuur
6b). In andere uitzonderlijke gevallen kan fo-
cussering geneutraliseerd worden door een
precies even sterke mate van defocussering,
zodanig dat iedere golfstraal weer op zijn ei-

Referenties

1 J. Bajars, J. Frank en L.R.M. Maas, On the ap-
pearance of internal wave attractors due to an
initial or parametrically excited disturbance, J.
Fluid Mech. 714, 2013, 283-311.

2 T. Gerkema en V.I. Shrira, Near-inertial in the
ocean: beyond the ‘traditional approximation’,
J. Fluid Mech. 529, 2005, 195-219.

3 T.Gerkema en L. Gostiaux, A brief history of the
Coriolis force, Eur. Phys. News 43/2, 2012, 14—
17.

gen periodieke web ligt (bijvoorbeeld in een
elliptisch domein waarvan één van de sym-
metrieassen loodrecht op de zwaartekracht
staat). Maar in het algemeen zullen golfaan-
trekkers de respons domineren en kunnen
stroomfunctie en druk met behulpvan de hier-
boven geschetste geometrische methode ge-
construeerd worden.

De hier besproken singuliere oplossing in
een trapezoidaal bekken voor T = 3/2 is in-
teressant omdat voor dit speciale geval de
stroomfunctie ook analytisch bekend is [6]:
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5 L.R.M. Maas en F.-P.A. Lam, Geometric focusing
of internal waves, J. Fluid Mech. 300, 1995, 1—

40.

De individuele termen in de Fourier-reeks
(9) voldoen afzonderlijk aan de ruimtelij-
ke golfvergelijking en aan de randvoorwaar-
des op het horizontale deel van de bodem,
de verticale zijwand en het opperviak. Ze
zijn in wezen stuk voor stuk identiek aan
de separeerbare modi in de rechthoek (8).
Maar hun koppeling en daarmee hun niet-
separeerbaarheid (en de bepaling van de
asm) wordt door de laatste randvoorwaarde
op de schuine helling bepaald. Deze is te
schrijven als een functionaalvergelijking die
op algebraische wijze het bestaan van de eer-
der geometrisch afgeleide fundamentele in-
tervallen bevestigt.

Conclusie

Dichtheidsgelaagdheid en rotatie verlenen de
oceaan een anisotroop karakter. Als gevolg
hiervan gedragen interne golven in de oce-
aan zich heel anders dan oppervlaktegolven.
De anisotropie leidt ertoe dat de ruimtelijke
vergelijking met randvoorwaarden in het al-
gemeen geen separeerbare oplossingen kent.
Dit heeft verreikende gevolgen voor de dis-
persie van deze golven en voor hun scheve
propagatie. Binnen de kaders van deze the-
orie leidt dit uiteindelijk bijna altijd tot hun
onderschepping door golfaantrekkers. -

6  L.R.M.Maas, Exact analytic self-similar solution
of a wave attractor field, Physica D — Nonlinear
Phenomena 238, 2009, 502—505.
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Dynamica van bodempatronen

in ondiepe zeeen

Door de wisselwerking van stroming en sedimenttransport kunnen op de bodem van ondiepe
zeeén allerlei patronen ontstaan. Voorbeelden zijn de zandribbels die zichtbaar zijn op het
strand bij laag tij, zandbanken voor de kust, en het stelsel van geulen en platen in de Wad-
denzee. Henk Schuttelaars en Huib de Swart doen onderzoek naar de dynamica van dergelijke
patronen aan de hand van geidealiseerde modellen. In dit artikel leggen ze uit hoe zulke mo-
dellen geformuleerd zijn, en hoe de analyse van de modellen inzicht biedt in het ontstaan van

bodempatronen.

Wanneer je vanaf de duintoppen zoals bij Eg-
mond aan Zee, naar de overgang kijkt tus-
sen zee en strand, dan blijkt de kustlijn vaak
meer structuur te hebben dan je vermoedt.
Zo vertoont de kustlijn tussen Hoek van Hol-
land en Den Helder golvingen met golfleng-
ten tussen de 2 en 5 km. Soms word je
ook verrast door veel kleinschaliger ruimtelij-
ke patronen bij deze overgang, die wel een-
voudig zijn op te merken. Een mooi voor-
beeld hiervan is te zien in Figuur 1. Deze bo-
demvormen worden ‘beach cusps’ genoemd,

Figuur 1 Een voorbeeld van beach cusps, overgenomen
uit [1]

de lengte van deze cusps varieert van een
aantal meter tot wel 60 meter. Als je nu van
het duin afdaalt en richting zee loopt, is de
kans groot dat je, als het laag water is, uit-
gestrekte velden met zogeheten zandribbels
aantreft. Zandribbels zijn dikwijls georgani-
seerd in langgerekte golfpatronen met een
hoogte van enkele centimeters en toppen die
ongeveer 10 centimeter van elkaar afliggen
(zie Figuur 2). Interessant is dat de golfpa-
tronen ook ‘defecten’ vertonen, waar het pa-
troon wezenlijk driedimensionaal is.

Andere veelvoorkomende bodempatronen
zijn vaak moeilijker waarneembaar. Soms
kunnen we deze patronen op een indirecte
manier waarnemen. In de brandingszone bij-
voorbeeld, zien we dat golven vaak op speci-
fieke locaties breken. Het is bekend dat gol-
ven breken als de waterdiepte van dezelfde
orde is als de amplitude van de golf. De in-
tensiteit van brekende golven is dus gecor-
releerd met de lokale waterdiepte, de pre-
cieze relatie tussen breking en waterdiep-
te wordt op dit moment onderzocht. Tegen-
woordig zijn op verscheidene locaties langs
de kust videosystemen geinstalleerd die de
brekende golven fotograferen. Dit geeft een

beeld van de dynamische veranderingen in
de kustmorfologie, zie bijvoorbeeld de beel-
den op http://argus-data.wldelft.nl/sites/eg-
mond/2013. Bestudering van deze beelden
laat zien dat er verschillende patronen zijn
waar te nemen. Soms is er alleen een kust-
uniforme brekerbank te zien. Op andere beel-
den zijn er duidelijke ruimtelijk-ritmische pa-
tronen te zien. Veranderingen in deze patro-
nen doen zich voor op een tijdschaal van uren
tot dagen.

h_"‘_ =

Figuur 2 Een voorbeeld van zandribbels

Foto: A. Falqués



178 naw 5/14 nr. 3 september 2013

hod
p

Dy ica van tronen in ondiepe zeeén

Henk Schuttelaars, Huib de Swart

Figuur 3 Satellietfoto van het Friesche Zeegat (links) en het Pinkegat (rechts)

Andere bekende bodempatronen waar-
mee we allemaal wel bekend zijn van bij-
voorbeeld het wadlopen of een overtocht
per veerboot naar Ameland, zijn de geul-
plaatsystemen in de Waddenzee. In deze bek-
kens zien we vaak een fractaal netwerk van
geulen, met tussen de geulen ondiepten, de
platen. Een voorbeeld zien we op een satel-
lietfoto van het Friesche Zeegat en Pinkegat,
zie Figuur 3. Aan de zeewaartse kant van het
Friesche Zeegatis één breed kanaal te zien dat
zich vervolgens in meerdere kanalen splitst.
Het Pinkegat heeft twee geulen aan de zee-
waartse kant, die zich vervolgens in meerdere
geulen splitsen. Uit waarnemingen blijkt dat
deze geulen niet stationairzijn, maarin de tijd
min of meer periodiek gedrag vertonen met
een typische tijdschaal van 20 jaar (elders 7
tot 100 jaar).

In de volgende paragraaf wordt kort ge-
schetst hoe we deze patronen kunnen bestu-
deren met behulp van een gekoppeld stel-
sel niet-lineaire partiéle differentiaalvergelij-
kingen. Voor een voorbeeld wordt dit stelsel
vergelijkingen expliciet uitgewerkt. Dit stelsel
vergelijkingen wordt daarna in meer detail be-
studeerd en in de laatste paragraaf bediscus-
sieerd.

Morfodynamische Modellering

Het is intuitief duidelijk dat, om bovenge-
noemde bodempatronen (envele andere, niet
genoemde bodemvormen zoals megaribbels,
zandgolven, zandbanken, et cetera) met een

mathematisch-fysisch model te bestuderen,
zo’n model de wisselwerking tussen de be-
weging van het water, het transport van se-
diment en de verandering van de bodem
moet beschrijven. Deze interacties kunnen
met behulp van een complex-numeriek mo-
delworden bestudeerd, waarin alle mogelijke
fysische processen worden meegenomen en
de meest geavanceerde formuleringen voor
bijvoorbeeld zandtransport worden gebruikt.
Het nadeelvan dittype modellen is dat de mo-
delresultaten vaak moeilijk zijn te analyseren,
dominante processen moeilijk zijn te identifi-
ceren en parametergevoeligheden slechts in
beperkte mate te onderzoeken (door lange
rekentijden per numeriek experiment en het
grote aantal parameters).

Een ander type modellen, de zogenaamde
geidealiseerde modellen, is juist ontwikkeld
om de interacties en parametergevoelighe-
den in detail te bestuderen. Dit betekent wel
dat alleen die processen in de mathematisch-
fysische beschrijving worden meegenomen
die essentieel zijn om specifieke bodemvor-
men te verklaren. Zo’n model kan dan ook
niet direct worden toegepast op andere bo-
demvormen!Vaak kunnen we met dit type mo-
dellen ook alleen geidealiseerde geometrieén
bestuderen.

In deze bijdrage zullen we een model be-
spreken voor een getijdenbekken, zoals het
Friesche Zeegat, dat is gepubliceerd in [4, 10].
De echte geometrie is vereenvoudigd tot een
rechthoekig bekken, zie Figuur 4. In deze fi-

guuris L de lengte van het bekken (0(10) km),
B de breedte (O(1) km) en H de diepte (O(10)
m) aan de zeewaartse kant. De zeeniveau-
uitwijking ten opzichte van gemiddeld niveau
wordt gegeven door € (O(1) m), h geeft de
bodemuitwijking ten opzichte van de diep-
te aan de zeewaartse kant van het bekken.
Verder is x de codrdinaat in de longitudinale
richting, v in de laterale richting. De domi-
nante forcering van de waterbeweging is het
getij, andere mogelijke forceringen worden
verwaarloosd (zoals windgolven, dichtheids-
verschillen, windforcering). Aangezien we de
geul-plaatpatronen in dit bekken willen be-
studeren, zijn we geinteresseerd in bodem-
vormen die van de orde van de bekkenlengte
zijn. Deze bodemvormen zijn veel groter dan
de typische waterdiepte, zodat we ons kun-
nen beperken tot de ondiepwatervergelijkin-
gen, een limiet van de Navier-Stokes vergelij-
kingen. Als we de vergelijkingen schalen door
typische orde-grootten voor de verschillende
variabelen te nemen, zien we dat de niet-
lineaire interacties in leidende orde verwaar-
loosbaar zijn. Als we ook Coriolis-effecten ver-
waarlozen, wordt de waterbeweging beschre-
ven door de volgende dimensieloze vergelij-
kingen:

Cx =0,
Cy =0,
G+ = hulx + (H - h)v]y =0,

Uxt — Uyt = _FEX +F{)y'

@

Hierin zijn t de met de getijfrequentie (~
1074 s71) geschaalde tijd, en x en y de
met L geschaalde ruimtelijke codrdinaten.
Subscripts geven partiéle afgeleiden aan. De
grootheden u en v representeren geschaal-
de snelheden in respectievelijk de x- en y-
richting, de vector F® representeert de bo-
demwrijvingseffecten. Deze effecten parame-
triseren we als F? = (FP, F}) = v1i(1 + h), de
bodemwrijving is dus evenredig met de diep-
tegemiddelde snelheid en neemt toe als de
waterdiepte afneemt (h toeneemt). Als rand-
voorwaarden schrijven we de getij-uitwijking
aan de open rand voor, in deze bijdrage be-
perken we ons tot één getijcomponent (het
dubbeldaagse getij, met een periodevan 12,5

=B /‘r\‘\/
Zee Getijdebekken h H
=0 e B

}/ x=L x=0 ! x=L
x=0

Figuur 4 Bovenaanzicht (A) en zijaanzicht (B) van het
gemodelleerde bekken
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uur). Verder eisen we dat er geen flux van wa-
ter door de vaste wanden is.

Het transport van sediment in het wa-
ter wordt beschreven met een advectie-
diffusievergelijking. Uit schalingsargumenten
volgt dat transport ten gevolge van advectie-
ve processen in een kort bekken verwaarloos-
baar is ten opzichte van diffusieve sediment-
fluxen. Dit resulteert in de volgende dimen-
sieloze concentratievergelijking:

aCy = (uz + vz) —C+ap[Cxx +Cyyl, (2)

waarbij C de dieptegeintegreerde concentra-
tie is, a (~ 0.01) de verhouding van de ty-
pische tijdschaal voor een deeltje om naar
de bodem te zakken en de getijdetijdschaal
en u (~ 1073) de dimensieloze horizonta-
le diffusiecoéfficiént. Het sediment wordt op-
gewerveld door de schuifspanningen aan de
bodem, deze erosieterm is evenredig met
u? + v2. Ten gevolge van de zwaartekracht
zinkt het sediment weer naar de bodem, deze
depositieterm is evenredig met —C. Als rand-
voorwaarden leggen we op dat erosie en de-
positie in balans zijn op de open rand, en dat
er geen diffusief sedimenttransportis doorde
gesloten randen.

Het bodemniveau zelf verandert natuur-
lijk ten gevolge van erosie en depositie van
sediment: waar sediment wordt geérodeerd
zal het bodemniveau h afnemen, ten gevol-
ge van depositie zal h toenemen. De typische
tijdschaal waarop het geul-plaatsysteem zich
ontwikkelt (maanden tot een jaar), is veel lan-
ger dan de getijperiode. Door deze observa-
tie kunnen we de middelingsmethode toepas-
sen: we kijken niet naar de bodemverande-
ringen tijdens een getijcyclus, maar naar de
bodemverandering gemiddeld over een getij-
cyclus (zie bijvoorbeeld [8]). Als we nu ge-
tijmiddeling aangeven met (-), volgt uit de
behoudswet voor sediment dat de bodeme-
volutie wordt beschreven door de volgende
vergelijking:

he = - <(u2+v2) 7C> +7\<V2h>, €)]

waarbij T = dt, met § de verhouding van de
hydrodynamische en morfodynamische tijd-
schaal. Merk op dat de bodemdiepte h toe-
neemt ten gevolge van depositie en afneemt
ten gevolge van erosie. Verder modelleert de
laatste term aan de rechterkant van (3) het
transport ten gevolge van bodemhellingster-
men: sediment rolt makkelijker van een hel-

ling af dan er tegenop. De randvoorwaarden
voor dit systeem worden gegeven door de eis
dat de bodemdiepte aan de zeewaartse kant
niet verandert, en dat er geen sedimenttrans-
port is ten gevolge van de bodembhellingster-
men door de gesloten wanden.

Oplosmethode

De vergelijkingen en randvoorwaarden uit de
vorige sectie vormen, gegeven een initiéle
conditie, een zogenaamd morfodynamisch
model. Dit model wordt vaak met behulp van
tijdsintegratie opgelost: gegeven een bodem-
niveau kunnen we de bijbehorende snelhe-
den uitrekenen. Deze snelheden resulteren in
erosie van sediment, dat door diffusieve pro-
cessen wordt getransporteerd en vervolgens
door de zwaartekracht weer naar de bodem
zinkt. Hierdoor verandert de bodem, waarna
we weervooraan in de loop beginnen. Dit gaat
net zolang door totdat de bodem getijgemid-
deld niet meer verandert.

Breedtegemiddelde evenwichtsoplossing

In plaats van zo’n morfodynamische integra-
tielus te doorlopen, kunnen we ook direct op
zoek gaan naar evenwichtsoplossingen. Als
eerste stap proberen we een oplossing van
vergelijkingen (1)—(3) te vinden, zodanig dat
de waterbeweging, sedimentconcentraties en
bodem niet meer veranderen. Zo’n oplossing
is redelijk eenvoudig te vinden als we het sys-
teem middelen over de breedte. Dit betekent
dat de laterale snelheid v nul is en de ande-
re grootheden niet van de laterale codrdinaat
v afhangen. Als we het transport ten gevol-
ge van bodemhellingstermen verwaarlozen
(door A = 0 te kiezen), dan reduceert het stel-
sel vergelijkingen tot

C+[Q-hulx =0,

§x=0v ()
aCy —apuCxx =u’ - C, 4
h'r=*< 2*C>,

met als randvoorwaarden dat ¢ = cost,h =0
op de zeewaartserand (x = 0)en(1-h)u =0,
u{Cx) =0opdegeslotenrand (x = 1). Verder
willen we geen diffusieve grenslagen voor het
tijdsvariérende deel van de sedimentconcen-
tratie C op x =0 en x = 1. Uit de tweede ver-
gelijking in (4) volgt nu dat € = cost vooralle
x € [0,1], ofwel een ruimtelijk uniform ge-
tij. Het horizontale snelheidsveld wordt dan
gegeven door u(x,t) = %smt. Door op
te merken dat a < 1 kan de bijbehoren-

de sedimentconcentratie C worden opgelost,

wat resulteert in de volgende bodemevolutie-
vergelijking:

hT:%(’“—*l);. )

Voor een evenwichtsoplossing heq eisen we
dath = 0. Hieruitvolgtdat heq = x, ofwel dat
de evenwichtbodem een constant hellende
bodem is. Dit resultaat blijkt behoorlijk goed
te kloppen met waarnemingen van breedte-
gemiddelde bodemprofielen in de Wadden-
zee, zie bijvoorbeeld [2], waarin ook een uit-
gebreide versie van dit model wordt geana-
lyseerd. In [7] wordt de dynamische ontwik-
keling van zo’n bekken onder de invloed van
relatieve zeespiegelstijging bestudeerd, vol-
gens dit model kan er voldoende sediment
geimporteerd worden om de huidige zeespie-
gelstijging bij te houden. Een snellere zee-
spiegelstijging resulteert in het verdwijnen
van de ondiepe delen, zie ook [6].

Lineaire stabiliteitsanalyse

Deze evenwichtsoplossing blijkt stabiel te
zijn voor kleine verstoringen. Dit volgt uit
een lineaire stabiliteitsanalyse, waarbij de
evenwichtsbodem een klein beetje verstoord
wordt:

I’l(X, T)= heq +R {h'(x)e“”} . (6)

Substitueer deze uitdrukking in (5) en lineari-
seer de gevonden uitdrukking, dat wil zeggen
dat alleen termen lineair in h’ niet worden
verwaarloosd. Het resulterende eigenwaarde-
probleem kan expliciet opgelost worden, alle
eigenwaarden w zijn reéel en negatief, zie [9]
voor details.

Om het ontstaan van geul-plaatpatronen
te kunnen modelleren, kunnen we ons natuur-
lijk niet beperken tot het breedte-gemiddel-
de systeem van vergelijkingen. Bovenstaan-
de analyse is niettemin essentieel omdat
de breedte-gemiddelde evenwichtsoplossing
ook een evenwichtsoplossingis van het twee-
dimensionale systeem van vergelijkingen (1)
(merk op dat er een zeer kleine correctie in
het bodemprofiel is ten gevolge van de bo-
demhellingsterm in vergelijking (3), zie [2]
voor details). De constant hellende bodem
blijkt niet meer lineair stabiel te zijn als we
verstoringen met een structuur in de laterale
richting toelaten. Om dit te laten zien versto-
ren we de breedte-gemiddelde evenwichts-
bodem met kleine verstoringen die een la-
terale structuur hebben. Deze laterale struc-
tuurwordt volledig bepaald door de randvoor-
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Figuur 5 Neutrale stabiliteitscurves voor de eerste (ge-
trokken lijn) en tweede (gestippelde lijn) longitudinale
eigenmodus. Voor ¥ <v¢ zijn alle bodemverstoringen stabiel
(w<0). Voor r=r zien we dat drie eigenmodi lineair insta-
biel zijn (aangegeven met een kruis), de andere eigenmodi
(waarvan er een aantal zijn aangegeven met een gevulde
cirkel), zijn stabiel. De parameter l,,=1rL/B=40.

waarden, de toegestane bodemverstoringen
zijn te schrijven als

h'(x,y,7) =R {hn(x)cos(lyy)e® 7},

met het lateraal golfgetal 1, = nmL/B
voor n = 0,1,2,...; voor de structuur van
de snelheids- en concentratieverstoringen,
zie [10]. Substitueer de perturbaties in de
niet-lineaire vergelijkingen, en lineariseer de-
ze vergelijkingen. Het resulterende gegenera-
liseerde eigenwaardeprobleem moet nume-
riek opgelost worden, en resulteert in de ei-
genwaarden w,, (die hier altijd regel blijken
te zijn) en eigenfuncties h,(x) (er zijn bij elk
golfgetal n natuurlijk oneindig veel longitudi-
nale eigenmodi).

Figuur 5 laat op een compacte manier de
stabiliteit van de verschillende verstoringen
zien: kies een verstoring met een toegestaan
lateraal golfgetal 1,, (de variabele op de ho-
rizontale as), deze zijn aangegeven door de
verticale lijnen in de figuur. Voor kleine waar-

Zee

i
bt ]
-
A

[

x=0

den van de wrijvingsparameter r (de variabe-
le op de verticale as) neemt de amplitude van
de verstoring af (w < 0). Als we 7 laten toe-
nemen, verandert de groeisnelheid w van te-
ken, dit betekent dat verstoring niet meer uit-
dempt maar exponentieel gaat groeien. Wan-
neer dat het geval is, geldt dat de breedte-
gemiddelde evenwichtsbodem lineair insta-
biel is. De getrokken lijn in Figuur 5, de neu-
trale curve, geeft de overgang aan tussen het
parametergebied waarin oplossingen stabiel
en instabiel zijn. De kleinste wrijvingswaar-
de waarvoor de constant hellende bodem in-
stabiel wordt, wordt de kritische wrijvings-
waarde genoemd, het bijbehorende golfgetal
het kritische golfgetal. De ruimtelijke struc-
tuur van de bijbehorende bodemverstoring,
getoond in Figuur 6, blijkt een duidelijk geul-
plaatpatroon te zijn.

Niet-lineaire evenwichtsoplossingen

Uit de vorige paragraaf volgt dat, als de
wrijvingsparameter groter is dan een kriti-
sche waarde 7, de amplituden van sommi-
ge verstoringen gaan groeien. Niet-lineaire
interacties zijn dan niet meer verwaarloos-
baar, en het oorspronkelijke niet-lineaire stel-
sel van vergelijkingen moet worden geanaly-
seerd. We verwachten dat er voor deze waar-
den van de wrijvingsparameter niet-triviale
evenwichten zullen bestaan. Dit zijn even-
wichten met een structuur in de laterale rich-
ting. Deze evenwichten kunnen worden ge-
vonden door een bekend evenwicht te con-
tinueren door de waarde(n) van modelpara-
meter(s) langzaam te veranderen (zie [4] voor
een gedetailleerde beschrijving). In dit geval
zullen we de sterkte van de bodemwrijving
v als continueringsparameter gebruiken. We
starten met een wrijvingsparameter v < ¢,
het evenwicht is dan bekend (de constant hel-

1 e=
|¥
Iy v m=

lende bodem). We gaan nu langzaam * gro-
ter maken, tot het bekende evenwicht insta-
biel wordt. Bij die waarde van » waarbij het
reéle deel van ten minste één van de eigen-
waarden door nul gaat, treedt een bifurcatie
op: het aantal evenwichten kan toe- of afne-
men, de stabiliteit van de evenwichten kan
veranderen, en (quasi-)periodieke oplossin-
gen kunnen ontstaan of verdwijnen. Eventu-
ele nieuwe evenwichten en/of periodieke op-
lossingen kunnen vervolgens ook weer wor-
den gecontinueerd. Op deze manier vinden
we een bifurcatiediagram, een voorbeeld is
gegeven in Figuur 7. Zwarte lijnen in dit dia-
gram geven aan dat evenwichten stabiel zijn,
grijze lijnen duiden instabiele evenwichten
aan. In deze figuur zien we dat voor kleine
v de amplitude van de verstoring nul is, en
dat het constant hellende bodemprofiel sta-
biel is. Als ¥ ~ 0,163 verliest dit breedte-
gemiddelde profiel zijn stabiliteit en zien we
dat er twee nieuwe stabiele evenwichten ont-
staan. Dit type bifurcatie wordt een pitchfork
bifurcatie genoemd, hier aangegeven met P1.
Als we deze nieuwe evenwichten volgen door
¥ te variéren, treden er nieuwe bifurcaties op
(zoals andere pitchfork bifurcaties, aangege-
ven met een P, folds (F) en Hopf-bifurcaties
(H)). Bij Hopf-bifurcaties ontstaan of verdwij-
nen periodieke oplossingen. Het bifurcatiedi-
agram laat zien dat er bij dezelfde parame-
terwaarden meerdere (stabiele) evenwichten
mogelijk zijn. Verder kunnen we ook periodie-
ke oplossingen verwachten, welke in dit mo-
delteinterpreteren zijn als migrerende geulen
en platen.

Het bovenste figuur in de linker inzet in
Figuur7 laat de niet-triviale evenwichtsbodem
zien voor v ~ 0,2, de onderste figuur in deze
inzet hetverschilten opzichte van de constant
hellende bodem: door de interne dynamica

y=B/L

Land

y=0
x=1

Figuur 6 Meest instabiele bodemverstoring (n=2), behorend bij de neutrale stabiliteitscurve in Figuur 5. Donkere (lichte) tinten geven negatieve (positieve) bodemverstoringen weer, pijltjes

laten de richting van het getijgemiddeld sedimenttransport zien.
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Figuur 7 Bifurcatie diagram voor een bekken met een lengte van 20 km en een breedte van 1 km

organiseert het systeem zich in een kanaal in
het midden van het bekken met aan weers-
zijde een plaat. Voor r = 0,23, rechter inzet,
zien we dat het kanaal zich nogmaals splitst:
voor x < 14 km is er één kanaal, verder ach-
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Het keerpunt van Jan Barkmeijer

Wie past er beter in een themanummer over Mathematics of Planet Earth dan een wiskun-
dige van het Koninklijk Nederlands Meteorologisch Instituut (KNMI)? Jan Barkmeijer (1959)
belandde als scholier per ongeluk op de open dag bij wiskunde. Dezelfde man die hem die
dag inspireerde om wiskunde te studeren, vroeg hem jaren later of het KNMI niets voor hem
was. Inmiddels werkt hij daar al ruim twintig jaar aan modellen en voorspelbaarheid.

Hoe beland je per ongeluk op een open dag
van wiskunde?

“Als scholier was ik erg gecharmeerd van
elementaire deeltjes. Dus ging ik met mijn
vader naar de open dag van natuurkunde
in Groningen. Daar vertelde een professor
dat alle studenten in hun eerste jaar ver-
plicht moesten meedoen aan het practicum.
Ik had helemaal geen zin om daar tijd aan
te besteden, ik had slechte ervaringen met
practica. In de pauze liep ik weg en beland-
de bij de Faculteit Wiskunde waar ook een
open dag was. Daar gaf iemand een praatje
over zuivere wiskunde, hij was zo enthou-
siast over zijn vak. Ik ben gewoon blijven
hangen en werd verliefd op de wiskunde.
Die man was Floris Takens en ik ben later bij
hem afgestudeerd en gepromoveerd.”

Was je tijdens je studie al bezig met meteo-
rologie?

“Nee, maar ik was wel altijd geinteresseerd
in toepassingen. In die tijd werd wiskunde
voor het eerst gebruikt in de neurologie om
epileptische aanvallen te voorspellen. Toen
snuffelde ik aan vakken bij psychologie, met
het vage idee dat ik daar iets mee kon doen.
En bij mijn afstuderen verzon ik ook een
soort showelement. Ik werkte aan een ver-
moeden over een globale aantrekker in een
dynamisch systeem. Dat systeem sterft uit.
Maar als je twee van die systemen koppelt,
dan komen ze onder bepaalde voorwaarden
tot leven. Stephen Smale had dat bewezen
voor R* en ik kreeg het voor elkaar in R2.
Een van mijn huisgenoten studeerde chemi-

sche techniek en we bouwden samen een
mooie demonstratie van dit soort systemen
met een chemische oscillator. Na mijn af-
studeerpraatje bij wiskunde trokken we een
witte jas aan en staken we over naar het
chemisch lab om de proefopstelling te la-
ten zien.”

Toch nog een soort practicum dus. Wat wilde
je na je afstuderen gaan doen?

“lk overwoog om een eigen bedrijf te be-
ginnen met die scheikundige huisgenoot.
Maar toen ik een promotieplek bij wiskun-
de kreeg aangeboden, verwaterde dat idee.
Op dat moment gonsde er iets rond in
dat gebied van de wiskunde en er kwam
een eerste geldstroom beschikbaar voor

Jan Barkmeijer

dat onderwerp. Het ging over eendimen-
sionale afbeeldingen en de vraag hoe je
bepaalde resultaten voor intervalafbeeldin-
gen kunt voortzetten naar cirkelafbeeldin-
gen. Het was een nieuw, opwindend onder-
werp, ik was nieuwsgierig en wilde daar mijn
tanden wel inzetten. Zo’n afgesloten wereld
waarover je kunt nadenken zonder dat je ge-
stoord wordt door mensen van buiten, dat is
mooi.”

Wilde je na je promotie weg van de universi-
teit?

“Nee, maar het was lastig om een vaste aan-
stelling in Nederland te krijgen. Er waren
wel aanbiedingen uit Brazilié en Amerika.
Ik twijfelde wat ik zou doen. Toen belde Flo-
ris Takens me. Bij een bijeenkomst op de
KNAW was hijaan de praat geraakt met Henk
Tennekes, destijds hoofd onderzoek op het
KNMI. Tennekes was net bezig een nieuwe
groep te starten die zou werken aan voor-
spelbaarheid. Het onderzoek had raakvlak-
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ken met dynamische systemen en het bood
kans op een vaste baan. Was dat misschien
iets voor mij? Dat was het inderdaad. Dit was
een nieuw vakgebied, waar de theorie nog
moest worden opgebouwd. Zo kon ik een
link houden met waar ik elf jaar in getraind
was bij wiskunde.”

Waar denk je inmiddels aan bij ‘Mathema-
tics of Planet Earth’?

“Als je buiten om je heenkijkt, daar gebeurt
het. Als je dat kunt beschrijven met een goed
model en slim gebruik van de waarnemin-
gen, dan ben je al een heel eind. Maar de at-
mosfeeris chaotisch en dat maakt het moei-
lijk.”

Aan wat voor problemen werk je nu?
“Aardig is een promotieonderzoek waar we
de afgelopen vier jaar mee bezig waren.
Bij weersverwachtingen is het heel belang-
rijk om een zo goed mogelijke schatting te
hebben van de atmosfeer. Daarvoor maken
we een model dat de fysica van de atmos-
feer beschrijft: daarin zitten Navier—Stokes-
vergelijkingen, maar ook fysica die proces-
sen als convectie en het ontstaan van wol-
ken beschrijft en nog veel meer. Je wilt naast
dat model natuurlijk ook waarnemingen ge-
bruiken van satellieten, radar en weerbal-
lonnen. Soms is een waarneming in tegen-
spraak met het model, hoe moeten we dan
de waarneming met het model combineren?
Nemen we alleen de meetgegevens, alleen
het model, of een mengsel van die twee?
Dit heet data-assimilatie. De laatste jaren
wordt die data-assimilatie steeds moeilijker
doordat de resolutie van de weermodellen
toeneemt. We werken nu op een schaal van
een kilometer. Op die schaal spelen andere
processen, en die kunnen zorgen voor fou-
tengroei; de chaos neemt toe. Roel Stappers
promoveerde in juni op een nieuwe manier
om model en data te combineren.”

Zijn er grote verschillen tussen de weers-
voorspelling van verschillende landen? Is
Nederland meer bezig met regen dan bij-
voorbeeld Spanje?

“Spanje kan ook hevige onweersbuien krij-
gen. Neerslag is voor ieder land belangrijk,
hetkan leiden tot enorme schade of zelfs do-
den. Denk maaraan de recente overstromin-
gen in Centraal-Europa. Elk land heeft daar
pijnlijke ervaringen mee, dus dat wil je alle-
maal goed modelleren. We werken ook veel
samen. Weermodellen voor de korte termijn,
tot een dag of twee, zijn moeilijk te ontwik-
kelen. Daarom werken we in een consorti-

um van Europese landen. Sommige landen
zoals Duitsland en Engeland gebruiken hun
eigen model. Erbestaan welregionale priori-
teiten. Op onze afdeling werken we intensief
aan het begrijpen hoe mist ontstaat boven
de Noordzee. Soms zegt het model dat daar
mist hangt, terwijl dat niet zo is. Voor Schip-
hol is het bijvoorbeeld heel belangrijk om
datgoed te weten. In principe speelt die mist
vanaf de Noordzee alleen voor Denemarken
en Nederland, maar in het consortium zijn
er toch meer landen geinteresseerd in een
oplossing. Misschien ontdekken we wel een
foutje in het model, of komt er een nieuwe
techniek uit om meetresultaten op een slim-
mere manier in het model te brengen.”

Is die tien dagen ook echt het maximum van
wat je kunt voorspellen?

“Dat hangt afvan de resolutie en het weerfe-
nomeen waarin je geinteresseerd bent. Als
je kijkt naar het ontstaan van regenbuien op
de kilometerschaal, dan is de termijn eerder
in uren. Je kunt een weersverwachting daar-
na niet deterministisch meer interpreteren.
Het is noodzakelijkerwijs een kansverwach-
ting.”

Wat betekent het nu precies als de weerman
zegt dat er morgen twintig procent kans op
regen is?

“Even denken, dit moet ik weten. (stilte...)
Als je een willekeurige plek in Nederland
kiest, dan heb je twintig procent kans dat het
daar die dag regent. Dat is het. Ik heb in En-
geland gewerkt aan Ensemble, het program-
ma om de weersverwachting in een reeks
van simulaties door te rekenen. Op die ma-
nier krijg je toch een idee wat Moeder Aarde
ons zal geven. Je kunt door de rekentijd maar
een beperkt aantal simulaties doen.”

Jullie doen dus niet één voorspelling, maar
een reeks simulaties?

“Precies, twee keer per dag draait in Enge-
land dat Ensemble, waarbij je niet één keer
de weersverwachting doorrekent, maar vijf-
tig keer met elke keer een kleine verstoring
in de beginconditie en iets andere fysica in
het model. We hebben hiervoor eerst de ge-
voelige plekken op aarde bepaald, waar een
kleine verandering echt een andere weers-
verwachting oplevert. Wiskundig gezien is
dat allemaal niet zo interessant, het zijn de
eigenvectoren van een matrix. Die eigenvec-
toren kun je dan interpreteren als een ver-
storingvan je beginconditie. Daarnaast zit er
ook onzekerheid in het model zelf, we heb-
ben niet de pretentie dat we precies kunnen

beschrijven hoe wolken ontstaan. Op basis
van vijftig simulaties over tien dagen kun
je een kansverwachting maken. Als je in de
onzekerheden de extremen meeneemt en
de voorspellingen blijven desondanks dicht
bij elkaar, dan kun je zeggen dat de voor-
spelling goed uit zal komen. Op het 8-uur-
journaal zie je gelukkig zo nu en dan de
pluim die de kansverdeling laat zien. Dan
zie je bijvoorbeeld op de x-as de dagen, op
de y-as de temperatuur en dan de resulta-
ten van die vijftig simulaties. Hoe breed die
simulaties uitwaaieren, zegt iets over de on-
zekerheid van de weersverwachting. Op de-
zelfde manier kun je ook klimaatruns visu-
aliseren. Je wilt ook een kansverdeling voor
hoe het klimaat over honderd jaaris.”

Hoe sta je als meteoroloog tegenover het kli-
maatdebat?

“Het gaat langzaam de goede kant op. In-
middels is toch wel het besef doorgedron-
gen dat de veranderingen in het klimaat
mens-geinduceerd zijn. Dat is nu toch wel
duidelijk. Een koude zomer is slechts een
rimpeling in de vijver.”

Kun je jullie modellen ook voor andere vak-
gebieden gebruiken?

“De modellen zijn zeer specifiek, maar on-
ze technieken niet. Ik heb wel eens contact
gehad met economen. Je zou een kansver-
wachting kunnen maken bij de modellen van
het Centraal Planbureau. Je zou onze tech-
nieken om onzekerheid zichtbaar te maken
daarkunnen gebruiken. Ik zie het al voor mij:
een kansverwachting voor het Nederlandse
begrotingstekort.”

Maar is dat dan ook een chaotisch systeem?
“Daarben ik welvan overtuigd. De wiskunde
leert dat je niet zoveel moeite hoeft te doen
om een chaotisch systeem te krijgen. In die
zin is het wel vreemd dat daar niet meer re-
kening mee wordt gehouden. Als je al kijkt
hoe lang het duurde voor het werk van Lo-
renz zich echt verspreidde. Het is moeilijk
voor mensen om om te gaan met onzeker-
heid. Ensemble bestaat nu twintig jaar, maar
nog steeds is het moeilijk om zo’n kansver-
wachting te laten gebruiken door bedrijven.
Mensen hebben behoefte aan een determi-
nistische uitspraak: ze willen weten wat ze
moeten doen.” o

Heeft u een goede suggestie voor een (Neder-
landse) wiskundige met een bijzonder keerpunt
in zijn of haar carriére? Stuur dan een e-mail naar
i@ionica.nl.
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Brenny van Groesen en Frits van Beckum schetsen in deze bijdrage een variationele formulering
voor de beweging van het wateroppervlak. De variationele formulering behoudt de Hamilto-
niaanse structuur van de dynamische vergelijkingen voor het oppervlak, en is daarom heel
geschikt voor het modelleren en simuleren van oppervlaktegolven. Ter illustratie behandelen
de auteurs voorbeelden uit hun eigen onderzoek aan de Universiteit Twente dat sinds de ne-
gentiger jaren in nauwe samenwerking met Indonesische instituten en studenten is uitgevoerd.

De vijfde plaats van Nederland in de lijst van
kenniseconomielanden is voor een deel te
danken aan de maritieme industrie waarin we
internationaal koploper zijn. Dit wordt mede
mogelijk gemaakt door de goede infrastruc-
tuur, waardoor wetenschappelijke vragen en
resultaten direct worden uitgewisseld met be-
drijven/industrie. Het maritiem instituut MA-
RIN in Wageningen vervult hierin als een spin
in het web een belangrijke rol. De relevan-
tie van maritieme kennis is begrijpelijk om-
dat circa 45 procent van de wereldbevolking
op minder dan honderd kilometervan de kust
woont; acht van de tien grootste steden met
hun grote economische activiteit liggen aan
de kust. Dit vereist een goede infrastructuur,
zoals dijken, havens en offshore platforms,
voor bescherming tegen het water, voor trans-
port van grondstoffen en producten, en voor
het delven van olie en gas en het winnen van
windenergie.

Naast de praktische relevantie is ook de
menselijke fascinatie voor waterbewegingen
en golven in het verleden en heden een
belangrijke drijfveer voor onderzoek van de
meerwetenschappelijke kanten van watergol-
ven. Wie is niet verbaasd over de zich nooit
herhalende golven aan het strand, of de merk-

waardige golfpatronen in een rivier of van
regenwater op een hellende straat. Ook in
wetenschappelijk opzicht is Nederland zicht-
baar: bekende vergelijkingen dragen de na-
men van Korteweg en de Vries en van Bur-
gers; de ideeén van Huygens zijn net zo be-
langrijk in de theorie van watergolven als in
die van licht. Heden ten dage worden nume-
rieke codes die zijn ontwikkeld door ‘Delft’
dagelijks door duizenden over de hele wereld
gebruikt. Software zoals ‘SWAN’ (Booij, Van
Vledder e.a.) en ‘Delft3D’ (Guus Stelling e.a.)
maakt dat Delft met de TU Delft en Deltares
een tweede zwaartepunt is in het nationaal
maritiem onderzoek.

Hieronder geven we in vogelvlucht een
aantal ontwikkelingen in het begrijpen van
vrije oppervlaktegolven. We beginnen met
een korte samenvatting van de basisvergelij-
kingen die de beweging van het wateropper-
vlak beschrijven. Via Newton, Euler, Boussi-
nesq en Zakharov arriveren we bij een variati-
onele formulering die vooral voor modelleren
en simuleren zeer bruikbaar blijkt. Daarna il-
lustreren we verschillende verschijnselen en
geven enkele toepassingen.

De behandelde voorbeelden zijn een keu-
ze uit ons onderzoek van de laatste jaren op

Watergolven

de Universiteit Twente in samenwerking met
het onderzoeksinstituut LabMath-Indonesia
in Bandung.

Beschrijving van oppervlaktegolven

Klassieke mechanica
De klassieke mechanica voor wrijvingsloze
puntmassa’s begint bij Newton. We nemen
een aantal puntmassa’s, met gelijke constan-
te massa m, die kunnen bewegen in een vlak,
waar de posities op tijd t worden aangege-
ven met gi(t), samengevat in de vector g(t).
De bijbehorende impulsvector is gerelateerd
aan de snelheid: p = mq. Als de deeltjes een
kracht op elkaar uitoefenen beschreven met
een krachtveld F wordt de gehele dynamica
samengevat als een stelsel van twee differen-
tiaalvergelijkingen van eerste orde in de tijd:

{7 p/m, "

p=F.

In geval F een conservatief krachtveld is, met
potentiaal V, zodat F (q) = —VV(q), is het
mogelijk de energie van het systeem te defi-
niéren als de som van kinetische en poten-
tiéle energie, in dit geval gegeven door

1
H(q,n)=ﬁ|v|2+v(q). ()

Het is eenvoudig te verifiéren dat inderdaad
dH/dt = 0 voor oplossingen van de dynami-
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sche vergelijkingen. Maar, meer nog, de dyna-
mische vergelijkingen kunnen nuin een cano-
nieke vorm geschreven worden als

1= 0H/op,
{q /dp “

p =—0H/dq.

Dit is de zogenaamde Hamiltoniaanse vorm,
en H wordt de Hamiltoniaan genoemd, met
q en p als canoniek geconjugeerde variabe-
len. Deze beschrijving geeft ook een directe
relatie met het principe van stationaire actie
in de klassieke mechanica, omdat de verge-
lijkingen precies de nodige voorwaarden zijn
waaraan stationaire punten van de actiefunc-
tionaal moeten voldoen, welke functionaal
gegeven wordt door

j[m — H(g, p)ldt. @

De gebruikelijke Newtonse beschrijving wordt
gevonden, na eliminatie van de impulsen, als
een stelsel niet-lineair gekoppelde oscillato-
ren: 4 =-0V(q)/0q.

Hamilton-consistent modelleren

De Hamiltoniaanse formulering heeft niet al-
leen een intrinsieke schoonheid, maar blijkt
ook voormodelleren een grote waarde te heb-
ben. De structuur garandeert onder andere
energiebehoud: 0H(q, p)/ot = 0. In het alge-
meen zal, wanneer we het stelsel via discreti-
satie, truncatie of anderszins door een bena-
dering vervangen, een conservatieve kracht
F(q, p) niet vanzelf conservatief blijven, dus
energiebehoud gaat verloren. Passen we ech-
ter de benadering toe op de potentiaal, of
meer algemeen op de Hamiltoniaan, en lei-
den we dan het nieuwe stelsel af via de Ha-
miltoniaanse formulering, dan is er ook in
het nieuwe stelsel behoud van energie. De-
ze laatste aanpak wordt Hamilton-consistent
modelleren genoemd en is de basis waarop
wij benaderingen, inclusief numerieke discre-
tisaties, van de golfdynamica uitvoeren.

Continuiimdynamica

Voor de beschrijving van water heeft Euler de
generalisatie gegeven van de wet van New-
ton. In die continulimtheorie zijn er onein-
dig veel ‘deeltjes’. De snelheid, bijvoorbeeld,
wordt dan gegeven door u(x, t) als de snel-
heid van het deeltje dat ten tijde t op de
plaats x = (x, v, z) is. Onsamendrukbaarheid
van water (bij constante temperatuur), en de
praktisch gesproken afwezigheid van visco-
siteit leiden tot aanzienlijke vereenvoudigin-

gen, in het bijzonder tot energiebehoud. Voor
de beweging van een laag water moet ook
de beschrijving van het bewegende opper-
vlak meegenomen worden. Die is gekoppeld
aan de interne beweging als consequentie
van de continuimaanname dat het vrije op-
pervlak, dat we beschrijven als z = n(x, y, t),
steeds uit dezelfde deeltjes bestaat (we slui-
ten brekende golven uit in het vervolg). Dan
volgt daaruit de vergelijking o;n = N, waarin
0; de partiéle tijdafgeleide is, en N de nor-
maalcomponent van de snelheid op het op-
pervlak. Deze kinematische relatie is de con-
tinuiteitsvergelijking.

In het onderzoek naar ‘golven’ in de daar-
op volgende eeuwen werd, tot op de dag van
vandaag, meestal de extra aanname gemaakt
dat de stroming rotatievrij is. Dat vereenvou-
digt de situatie verder, omdat dan de snel-
heid gerelateerd is aan een vloeistofpotenti-
aal @ volgens u = V&. De inwendige verge-
lijkingen reduceren dan ten gevolge van de
incompressibiliteit (V - u = 0) tot het Laplace-
probleem A® = 0. Op het oppervlak komt een
tweede, dynamische vergelijking, die krach-
ten op het oppervlak, zoals bijvoorbeeld van
de wind of een schip kan bevatten. Wij zullen
alleen ‘vrije’ oppervlakken beschouwen zoals
het geval is met een uniforme atmosfeer bo-
ven het water.

Maar zelfs met al deze aannamen zijn
de vergelijkingen niet eenvoudig, omdat voor
een niet-vlak wateroppervlak of bodempro-
fiel het Laplace-probleem niet expliciet op-
gelost kan worden, en de twee vergelijkin-
gen op het oppervlak niet-lineair zijn. Ve-
le vereenvoudigde modellen werden in de
negentiende eeuw opgesteld, steeds door
een benadering te zoeken voor de oplossing
van het Laplace-probleem onder verschillen-
de aannamen voor karakteristieke groothe-
denvan de golven. Vergelijkingen diein alleen
oppervlaktegrootheden geschreven zijn, wor-
den Boussinesg-achtige vergelijkingen ge-
noemd.

Een speciaal geval daarvanis de Korteweg—
de Vries-vergelijking (1895) voor eenrichtings-
golven. Bijzonder was dat die vergelijking
aantoonde dat er een golfprofiel bestaat, la-
ter soliton genoemd, dat zich onvervormd en
met constante snelheid voortplant. Daarmee
werd een verklaring gegeven voor de observa-
tie van Scott Russell van een golf met die ei-
genschap (1834). Dezelfde solitonoplossing,
maar dan in de Maxwell-vergelijkingen, heeft
ons later dankzij Hasegawa (1973) de moge-
lijkheid gegeven om signalen door glaskabels
te transporteren, en heeft daarmee de moder-
ne communicatie mogelijk gemaakt.

Variationele structuur

Het duurde tot 1968 voordat Zakharov [16],
en later Broer [2], expliciet maakten dat ook
oppervlaktegolven een variationele structuur
hebben, en als een continu Hamiltons sys-
teem geschreven kunnen worden. Miles [13]
toonde iets later aan dat een herschrijven van
een ‘druk-principe’ geformuleerd door Luke in
1967 precies tot een actieprincipe leidt zoals
in de klassieke mechanica [12]. De canonie-
ke variabelen zijn in dit geval de waterhoogte
n, zoals te verwachten is, en de potentiaal
@x,y,t) = ®(x,y,z,t) voor z = n(x,y,t)
op hetoppervlak (niet zomaar te verwachten).
Overeenkomstig de klassieke systemen is de
Hamiltoniaan H weer de totale energie: de
som van potentiéle energie P en kinetische
energie K. Dan luiden de vergelijkingen:

otn=0pH,
{”7 v 5)

at(P = —5,7H.

Hierin is 6 H de partiéle variatieafgeleide
met betrekking tot ¢, dat is (voor een dicht-
heidsfunctionaal H) die functie die via het L,-
inproduct de linearisatie van de functionaal
oplevert. (Analoog aan de gradiént van een
scalaire functie, die via het R™-inproduct de
richtingsafgeleide van de functie oplevert.)

De totale potentiéle energie is eenvoudig
te vinden uit de potentiéle energie pgz van
een eenheidsvolume op hoogte z: de inte-
graal over het ruimtelijk gebied levert (met
weglating van een constante term)

1
P(n) = §ngn2dxdy- (6)

De kinetische energie is — als gebruikelijk
in de klassieke mechanica — de helft van
de massa maal de snelheid in het kwadraat,
nu geintegreerd over het watervolume. Uit-
gedrukt in de snelheidspotentiaal is dat de
Dirichlet-integraal behorende bij het Laplace-
probleem, dus

1 n .
K (@,n) = EpJLD \Vol2 dzdx dy. ()

Merk op dat K nu ook van n afhangt omdat
® moet voldoen aan de Laplace-vergelijking
met randvoorwaarde ® = @ op z = n(x, y, t).
Aan de bodem, z = —D, moet de normaalaf-
geleide nul zijn.

Omdat K een kwadratische functionaal is
in @, kan de Dirichlet-integraal geschreven
worden als K (@, n) = %pf(pN(n)cp dxdy.
Hierin is N(n)@ de normaalsnelheid op het
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oppervlak, lineair in @ met de zogenaam-
de Dirichlet-to-Neumann (D-to-N) operator
N(n) die van n afhangt. Daarmee vinden
we meteen dat 6pH = 0pK = N(n)gp en
daarmee de kinematische voorwaarde op het
oppervlak. Voor de dynamische vergelijking
moet bij het nemen van de partiéle variatieaf-
geleide naar n bedacht worden dat de poten-
tiaal @ = @ ook op het gevarieerde oppervlak
moet gelden.

Voor het speciale geval van infinitesima-
le golfhoogte worden de niet-lineaire termen
verwaarloosd. Boven een vlakke bodem is het
Laplace-probleem dan oplosbaar met Fourier-
theorie. De lineaire vergelijkingen worden dan

{am =Noo, ®

ot =—gn.

Hierin is No = N(n = 0) de ruimtelij-
ke (pseudo-differentiaal) operator die in de
spectrale ruimte werkt als een vermenigvul-
diging: No@(k) = Q (k)*@(k)/g met O (k)* =
gk tanh(kD) waarin k het golfgetal, of in 2D
de lengte van de golfvector, is. De vergelij-
kingen leiden dan (na eliminatie van @) tot
het resultaat dat tijdharmonische oplossin-
gen met frequentie w aan de zogenaamde
dispersierelatie moeten voldoen:

w?=0 (k)" ©)

Variationele Boussinesq-modellen

De variationele beschrijving hebben we op
vele manieren uitgebuit voor het vinden van
Hamilton-consistente benaderingen. Dit ga-
randeert energiebehoud, hetgeen bij klassie-
ke Boussinesqg-vergelijkingen vaak niet een-
voudig te controleren is. Ter onderschei-
ding spreken we van variationele Boussinesq-
modellen. In de laatste jaren hebben we
een tweetal consistente benaderingen ont-
wikkeld.

Een klasse van zogenaamde AB-verge-
lijkingen [4-6, 14] ontstaat door een ontwik-
keling van de D-to-N operator N(n) in wille-
keurige orde in n. Deze benadering is geldig
voor alle golflengten. Daardoor kan met een
spectraleimplementatie aan de niet-rationale
dispersierelatie exact worden voldaan bo-
ven een vlakke bodem. Voor variérende bo-
dem nemen we een quasi-homogene bena-
dering. Daarmee vervalt een van de groot-
ste beperkingen van klassieke Boussinesg-
vergelijkingen, die namelijk slechts geldig zijn
voor voldoend grote golflengten. Als gevolg
hiervan kunnen wij nu ook de lange golven

die uitde diepe oceaan naar de kust toe korter
worden, goed berekenen. Ook bekende nade-
len van spectrale implementaties (de periodi-
citeit van de rekengebieden, het toevoegen
van harde wanden et cetera.) zijn inmiddels
overwonnen door al deze effecten te bewerk-
stelligen via brontermen in de Hamiltoniaan-
se vergelijkingen. De simulaties zijn uiterst ef-
ficiént, op een laptop normaliter minder dan
10 procent van de fysische tijd.

In een andere klasse van variationele
Boussinesg-modellen [4], met een Finite Ele-
ment-implementatie, gebruiken we een ex-
tra optimaliteitscriterium voor het modelleren
van de kinetische energie [1, 5]. Dat is ge-
baseerd op het principe van Dirichlet, name-
lijk dat de potentiaal die de minimale waar-
de van de kinetische energie geeft precies
de oplossing is van het Laplace-probleem. Dit
leidt tot effectieve benaderingen voor de ki-
netische energie door voor de potentiaal in
de Dirichlet-functionaal slechts een combina-
tie van enkele geoptimaliseerde verticale pro-
fielen te nemen. Voor elke geometrie en ge-
geven binnenkomende golven wordt dan a-
priori de beste dispersierelatie bepaald. Dit
modelwordtin het bijzonder gebruikt voor ge-
compliceerde havengeometrieén boven sterk
veranderende bodemdiepten.

Onregelmatige golven en freak waves

Karakteristieke golfgrootheden

Bij het waarnemen van golven zien we voor-
namelijk een golfprofiel, een momentopna-
me; of een zogenaamd tijdsignaal: de op en
neer gaande beweging van het wateropper-
vlak op een vaste plaats. Grootheden als golf-
lengte L, periode T van het tijdsignaal en de
golfvoortplantingssnelheid ¢ kunnen alleen
precies gedefinieerd worden voor harmoni-
sche golven in één horizontale dimensie. Met
k = 21/L het golfgetal en w = 21/T de fre-
guentie wordt een harmonische golf beschre-
vendoorn (x,t) = Acos(kx —wt+y), waarin
A de amplitude van de golf is (de helft van de
golfhoogte) en g een fasefactor. De snelheid
cisdanc=L/T.Om in de limiet voor kleine
amplitude te voldoen aan de lineaire vergelij-
kingen, moet er een relatie bestaan tussen k
en w, de dispersierelatie w? = Q (k)? zoals
hierboven genoemd. Omdat Q(k) voor posi-
tieve k een concave functie is, volgt hieruit
dat de fasesnelheid ¢ = w/k op zodanige
manier afhangt van k dat lange golven een
grotere snelheid hebben dan kortere golven.

Focusserende golf
Een mooivoorbeeld om het effect van lineaire
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Figuur 1 Boven: Het gemeten tijdsignaal op positie 10 m
in de golftank (MARIN-experiment 202002); horizontaal de
tijd in secondes, verticaal de waterhoogte in meter. Lange-
re en snellere golven volgen de langzamere korte golven.
Onder: Superpositie van alle golven op een plaats doordat
de snelle golven de langzame hebben ingehaald. Construc-
tieve interferentie leidt tot een grote golfhoogte. Het ge-
meten tijdsignaal (blauw) vergeleken met het berekende
(rood) tijdsignaal op positie 50,2 m. De simulatie is uit-
gevoerd met de tweede-orde AB-vergelijking met exacte
dispersierelatie [11].

dispersie teillustreren is het geval van een zo-
genaamde focusserende golf, een van de me-
thoden om hoge golven op te wekken in een
golftank (tank is vaktaal voor proefbassin), zie
Figuur 1. Aan één zijde van de tank wordt een
rij van golven opgewekt. Opeenvolgende gol-
ven krijgen langere golflengte en iets hogere
amplitude. De langere golven hebben grote-
re snelheid en halen de kortere golven in. Als
alles mooi afgestemd wordt, komen op één
plaats en tijd alle golven samen tot een golf
met een grote amplitude die de som is van
de amplitudes van de afzonderlijke golven
als ter plaatse alle fases nul zijn. Vanwege
symmetrie vervalt daarna die hoge golf weer
in de afzonderlijke golfcomponenten, nu met
de langste golven vooruitlopend op de lang-
zamere korte golven. Het verspreiden van de
golven die op zee worden opgewekt geduren-
de een storm laat eenzelfde patroon zien. Aan
de kust worden de langste golven (die versto-
ringen tijdens de lange reis het best kunnen
weerstaan) als deining waargenomen.

Onregelmatige golven

Superpositie van verschillende harmonische
golven, zoals in het voorbeeld van de focus-
serende golf, kan leiden tot zeer verschillen-
de golfprofielen, zoals bekend uit de Fourier-
theorie. Golven opgewekt door de wind heb-
ben ook verschillende frequenties, en iede-
re frequentie(band) kan met een verschillen-
de energie vertegenwoordigd zijn, hetgeen
weerte gevenisin een energiespectrum. Maar
windgolven hebben bovendien een stochas-
tisch karakter doordat ook de fase per fre-
quentie verschillend zal zijn, hetgeen gemo-
delleerd wordt als random keuze met uni-
forme verdeling over het interval [0, 277). We
spreken dan over onregelmatige golven.
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Figuur 2 Boven: Met horizontaal de tijd en verticaal de
waterhoogte in meter toont dit tijdsignaal de zogenaamde
Draupner freak wave op t=0 gemeten vanaf het Draupner-
platform op 1 januari 1995. De tophoogte is 18,5 m in de
omringende golven met gemiddelde tophoogte van onge-
veer 4 m. (Data van Dr. Sverre Haver, Statoil.) Onder: Profiel
van een onregelmatige golf met horizontaal de afstand in
meters. Deze berekening komt overeen met een experiment
(# 103001) in een golftank van MARIN, geschaald met een
factor 50. Op x=0 wordt de golf opgewekt overeenkom-

stig de waterhoogte op een meetpositie in de tank. De naar
rechts lopende golven worden in de simulatie aan het ein-
de van het interval kunstmatig gedempt. De golf heeft een
significante golfhoogte van Hy=3,2 m. Maar rond positie
3000 is een ‘toevallige” freak wave te zien, met een golf-
hoogte op die plaats van 6,8 m. In een simulatie blijkt dat
die hoge golf voor lange tijd een zeer grote hoogte behoudt
door constructieve interferentie [6].

Figuur 2 toont een zeer speciaal golfveld
op zee, en onregelmatige golven in een golf-
tank. Deze laatste worden opgewekt om het
gedragvan schepen te kunnen testen in zo re-
alistisch mogelijke zee-situaties. Overigens:
de schaling van laboratorium naar de werke-
lijke situatie is mogelijk omdat in beide ge-
vallen de gravitatie (dimensie m/s2) de on-
derliggende processen bepaalt: schaling van
tijd gaat dan met de wortel uit de schaling van
afstanden.

Met de randomfase-aanname kunnen uit
de energieverdeling statistische grootheden
gedefinieerd worden voor onregelmatige gol-
ven. Een belangrijke grootheid is de signifi-
cante golfhoogte H,. Oorspronkelijk bedoeld
als de ‘gemiddelde’ golfhoogte zoals die ge-
schat zou worden door een ervaren waarne-
mer, blijkt die waarde in feite dichter bij vier
maal de standaarddeviatie van het spectrum
te liggen. Daaruit volgt dan (omdat de golf-
hoogten aan een Gaussische verdeling vol-
doen) dat H; ongeveer de gemiddelde hoogte
isvan de verzamelingvan de 33 procent hoog-
ste golven. Blijkbaar baseert de ‘waarnemer’
zijn schatting vooral op de meest zichtbare
golven.

Niet-lineariteit

De niet-lineaire termen in de vergelijkingen
leiden in samengestelde golven tot een her-
verdeling van energie tussen de golven: de
niet-lineariteit verandert het spectrum. Dat is
temeer zo als het spectrum zeer nauw is, dat

wil zeggen als begonnen wordt met een ener-
gieverdeling in een smal interval. Het effect
van niet-lineariteit kan geillustreerd worden
aan de hierboven genoemde (KdV) soliton.
Het bestaan van deze golfvorm is een sub-
tiele balans tussen dispersie, die de golfvorm
breder zou maken, en niet-lineariteit die de
vorm steiler zou maken. Vanuit een theore-
tisch gezichtspunt is het aardig op te merken
dat een soliton ook oplossing is van een con-
strained minimum-principe voor de energie,
onder de voorwaarde van gegeven horizon-
tale impuls (een relatief evenwicht in de Ha-
miltoniaanse beschrijving omdat de impuls
een van de Hamiltoniaan onafhankelijke be-
wegingsgrootheid is).

Freak waves

Zogenaamde ‘freak’ of ‘rogue’ waves of mon-
stergolven zijn uitzonderlijk hoge golven (in
vergelijking met omringende golven) die zon-
der aanwijsbare oorzaak plotseling optre-
den. Van oudsherwaren verhalen bekend van
zeevarenden over onverwachte monstergol-
ven, maar die werden meestal afgedaan als
visserslatijn. Naast aanwijsbare schade aan
schepen, en veel schepen die op onverklaar-
bare wijze zijn vergaan, werd het meest over-
tuigende bewijs van het bestaan van monster-
golven gegeven door videowaarnemingen op
het Draupner-platform in de Noordzee gedu-
rende een storm op nieuwjaarsdag 1995. De
video registreerde het passeren van een golf
met een tophoogte van 18,5 meter, in een om-
ringende zee met significante golfhoogte van
12 meter. Schade aan een dek hoogboven het
wateroppervlak gaf extra bevestiging. De ho-
ge top van bijna drie maal de gemiddelde top-
hoogte is uitzonderlijk. In Figuur 2 is het tijd-
signaal van de geregistreerde Draupner-golf
te zien.

Sinds die tijd is er veel onderzoek gedaan
naar freak waves. Maar veel vragen over het
ontstaan, en het voorspellen van dit soort gol-
ven zijn nog steeds niet beantwoord, zelfs
niet voor langkammige (1D-) golven. Twee ge-
zichtspunten komen naar voren, overeenko-
mend met de twee karakteristieke effecten in
golven.

Een onderzoeksrichting concentreert zich
op niet-lineaire effecten, het uitwisselen van
energie tussen golven. Dit is al zichtbaar
voor een gemoduleerde harmonische golf.
Als de modulatielengte voldoende groot is,
vindt energie-uitwisseling plaats waardoor de
hoogste golven groter worden ten koste van
de anderen, bekend als de Benjamin—Feir-
instabiliteit. Later werd gevonden dat deze
instabiliteit een aanzet is tot een niet-lineaire

golftrein, waarvan de omhullende een niet-
bewegend solitonprofiel heeft. De naam daar-
voor, soliton on finite background, verwijst
naar de KdV-solitonvorm, maar met het ver-
schil dat de limietwaarden niet nul zijn maar
naderen naar een achtergrond van harmoni-
sche golven, zie Figuur 3. Als dit mogelijk
is voor een harmonische golf als drager en
basis van de instabiliteit, is dat misschien
ook mogelijk met een onregelmatige golf als
drager. De instabiliteit treedt alleen op voor
voldoend nauw spectrum, gekarakteriseerd
door een voldoende grote waarde van de zo-
genoemde BF-index. Voor scheepvaart over
de oceaan worden tegenwoordig veiligheids-
waarschuwingen gegeven voor gebieden waar
de BF-index hoog is.

Een andere mogelijke reden voor een ho-
ge golfis constructieve interferentie, zoals we
al zagen bij de focusserende golf. In feite is
het statistisch gezien al zo dat op grond van
de Gaussische verdeling van golfhoogten (als
een gevolg van de centrale limietstelling) een
golfhoogte van twee maal Hs eens in de dui-
zend golven voorkomt. In een storm van bij-
voorbeeld drie uur, met golven met periode
van negen seconden, zal dat dus statistisch

Figuur 3 Boven: Enkele karakteristieke KdV-
solitonprofielen, gegeven in dimensieloze met de diep-
te geschaalde grootheden door n(x)=xsech?(Bx) met
«=4B2/3, die onvervormd voortbewegen met constante
snelheid V=1+&/2. Onder: ‘Soliton on finite background":
de modulatie van de naar rechts lopende gemoduleerde
harmonische golf wordt van links naar de extreme posi-
tie steeds groter ten gevolge van niet-lineaire effecten,
waarna op symmetrische wijze een afname plaatsvindt. De
‘soliton” is nu de stilstaande rode omhullende waaronder
dit modulatieproces zich afspeelt: het is de rand van het
natte deel van de wand van de golftank waarin dit proces
zich voltrekt [3].
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een keer voorkomen, op elke plaats in het
stormgebied. In lange tijdreeksen van expe-
rimenten bij MARIN met onregelmatige gol-
ven hebben wij inderdaad verschillende freak
waves aangetroffen, zie Figuur 2. Nadere ana-
lyse leerde dat de BF-index te klein was, net
zoals bij de Draupner-golf, om die hoge gol-
ven te verklaren ten gevolge van niet-lineaire
effecten. Numerieke simulatie met lineaire en
niet-lineaire codes bevestigde dat. In deze on-
derzochte gevallen is de hoge golf een direct
effectvan de lineaire constructieve interferen-
tievan enkele naburige hoge golven, daarmee

Figuur 4 Boven: Momentopname van een synthetisch ge-
maakte windzee in een schijf met straal van 2000 m met
de radarpositie in de oorsprong. De golven komen uit het
noorden naar de radarpositie, met een spreiding van onge-
veer 600 naar beide kanten. De significante golfhoogte is
Hg=3 m, en de piekperiode T=9 s. Met een bodemdiepte
van 50 m zoals hier genomen is de piekgolfengte ongeveer
125 m. Midden: Een geidealiseerde versie van een radar-
beeld van de windzee. Met de radar op een hoogte van 30 m
boven het wateroppervlak in het midden van het typisch
ringvormige gebied van radarbereik zijn de golven berekend
die zichtbaar zijn voor de radar. Het schaduweffect wordt
geillustreerd in het plaatje als inzet. De kleurschakering
van een echt radarbeeld is gerelateerd aan de signaalreflec-
tie. De afname van de zichtbaarheid met de afstand maakt
het mogelijk de werkelijke golfhoogten te bepalen. Onder:
Het tijdsignaal van de waterhoogte van de windzee op de
radarpositie (blauw) vergeleken met een voorlopig resul-
taat van de berekende simulatiewaarden (rood), over een
interval van 12 min. Het verschil in het begin tussen de
signalen geeft een indicatie van de tijd die nodig is, onge-
veer 90 s, om op de radarpositie de volledige informatie te
krijgen van de golven buiten de binnenring met een straal
van 500 m.

andere soortgelijke observaties bevestigend
[15]. Dat geeft tenminste een aanwijzing dat
ook in onregelmatige golven (met een breed
spectrum) zoals die in windzeeén, lineaire in-
terferentie tot hoge, freak-achtige golven kan
leiden.

Golfvoorspelling uit radarbeelden

Voor meerdere offshore-activiteiten zou het
zeer wenselijk zijn een voorspelling te heb-
ben van de te verwachten aankomende gol-
ven. Denk bijvoorbeeld aan het plaatsen van
windmolens, of het landen van een helikop-

ter op een scheepsdek. In beide gevallen is
een relatief korte periode van kalme golven
voldoende om zo’n actie uit te voeren, het-
geen met een goede voorspelling dan ook
zou kunnen in overigens tamelijk ruwe zeeén.
Een x-band radar die op veel schepen aan-
wezig is kan de golven waarnemen in een
ringvormig gebied tussen 500 en 2000 me-
tervan de radarpositie. Momenteel kan uit de
(sterk vertekende) beelden slechts een sta-
tistische grootheid, zoals de piekperiode (of
de daaraan gerelateerde piekgolflengte) be-
paald worden, maar bijvoorbeeld niet de ab-
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Figuur 5 Simulaties met het geoptimaliseerde variationele Boussinesq-model met een Finite
Element-implementatie voor de haven van Limassol, Cyprus. In de 3D-figuur is ook de bodem
zichtbaar. De fijnheid van het onregelmatige numerieke grid hangt af van de diepte, zodat de
nauwkeurigheid gelijk blijft bij veranderende golflengte. Van belang voor de kwaliteit van de

haven is het ‘verstoringsprofiel’. Dat is op elke plaats het quotiént van de significante golfhoog-
te en de golfhoogte van de binnenkomende golven. In het 2D-bovenaanzicht is dit quotient
aangegeven door kleurschakering, van rood (100%) tot blauw (0%). Met numerieke simulaties
kunnen verschillende golven, uit verschillende richtingen worden behandeld, meer dan in labo-
ratoriumproeven. Enkele simulatieresultaten zijn vergeleken met die van laboratoriummetingen
zoals getoond.
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solute golfhoogten, noch de zich voortplan-
tende golven en dus ook niet de waterhoogte
op de radarpositie. Lopend onderzoek in on-
ze groep heeft als doel een deterministische
voorspelling te geven van de waterhoogte op
de radarpositie en verloopt ruwweg langs de
volgende lijnen.

Een zee zalin veel gevallen bestaan uit een
groot aantal kortkammige golven die opge-
wekt zijn door een nabije sterke wind. Karak-
teristieke getallen zijn piekperioden tussen 5
en 12 seconden en golfhoogten tussen 1 en 4
meter, voornamelijk afhankelijk van de wind-
sterkte en de duur daarvan. De kortkammig-
heid (ter onderscheiding van de langkammige
(1D-) golven) is een gevolg van fluctuaties van
de windsterkte en -richting tijdens het gene-
ratieproces. Een voorbeeld van een (synthe-
tisch gemaakte) zee met T, =9senHy; =3 m
is te zien in Figuur 4 (boven). De kleurscha-
kering correspondeert met de waterhoogte.
In veel gevallen zal naast een windzee ook
deining uit een andere richting aanwezig zijn:
veel langere, en minder gespreide golven, af-
komstig van een storm op een verre locatie.
Tezamen geeft zo’n multimodaal golfveld een
nog gecompliceerder beeld.

Het vertekende beeld dat een radar geeft
van zo’n golfveld lijkt enigszins op dat in Fi-
guur 4 (midden). In die figuur is het schaduw-
golfveld te zien (in het typische ringvormige
bereik van de radar). Dat is het gevolg van
het geometrisch effect dat een dichter bij de
radar zijnde golf het radarsignaal afdekt voor
een deel van de daaropvolgende golf. Daar-
naast is de kleurschakering nu een maat van
de intensiteit van het teruggekaatste deel van
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De complexe dynamica
van fytoplankton

Fytoplankton speelt niet alleen een belangrijke rol in de voedselketen in oceanen en kustwa-
ters, ook voor het klimaat is een goed begrip van de fytoplanktondynamica van groot belang.
Met behulp van dynamische modellen analyseren Arjen Doelman, Vivi Rottschéfer, Lotte Se-
walt, Huib de Swart, Antonios Zagaris en Julia Zijlstra dit gedrag. Een overzicht van verschillende
typen modellen wordt gegeven, en het dynamische gedrag wordt geanalyseerd met verschillen-
de technieken, zoals centre manifold reduction en meerschalenanalyse. Het gevonden gedrag
kan erg complex zijn, zo kan er zelfs spatio-temporele chaos voorkomen.

Anderhalf miljard jaar geleden heeft de ont-
wikkeling van leven op aarde een enorme stap
voorwaarts gemaakt toen een eukaryotische
cel een fotosynthetische bacterie opnam en
integreerde. Deze oerfusie heeft geresulteerd
in de huidige situatie waarbij organismen met
zogeheten plastiden zonne-energie om kun-
nen zetten naar biochemische energie. Deze
omzetting is essentieel voor alle organismen
op aarde die deze plastiden niet bevatten, zo-
als de mens, omdat op deze manier de zon
een voedselketen kan voorzien van energie.
Naast alle groen dat we op land kennen,
vindt een groot deel van de fotosynthese
plaats binnen minuscule oceaanorganismen.
Deze organismen, met verzamelnaam fyto-
plankton, zijn de grootste voedselvoorziening
in de oceaan. Doordat ze aan de basis van

veelvoedselketens staan, produceren ze naar
schatting de helft van alle voedsel op aarde.
Ze worden geconsumeerd door kleine schaal-
dieren, zodplankton, die vervolgens gegeten
worden door een breed scala aan waterdie-
ren, van kleine vissen tot walvissen. Bij fo-
tosynthese worden kooldioxide en water om-
gezet in koolhydraten en zuurstof. Op deze
manier verzorgt fytoplankton de helft van al-
le zuurstofproductie op de planeet. Het voert
jaarlijks 45 gigaton koolstof uit de atmos-
feer af, diep de oceaan in, wat een grote in-
vloed heeft op ons klimaat en dus ook op de
mens. Deze relatie is tweezijdig, want klimaat-
veranderingen hebben ook een directe uit-
werking op de fytoplanktonsoorten. Ook zijn
menselijke factoren van invloed op de plank-
tongroei, bijvoorbeeld door de dump van gifti-

ge stoffen of veranderend watermanagement.
De enorme opeenhoping van fytoplankton,
bloei, kan zich uitstrekken over honderden
vierkante kilometers en zelfs tot onder de ijs-
kappen. De levensduur wordt voornamelijk
bepaald door geofysische en milieuproces-
sen: de aanwezigheid van licht aan het wa-
teroppervlak, de hoeveelheid voedsel — nu-
triént — op de bodem, transportfenomenen,
en de mate waarin fytoplankton wordt gecon-
sumeerd door zooplankton. Aangezien licht
vanaf het zeeoppervlak naar beneden diffun-
deert en voedingsstoffen — nitraat, fosfaat,
silicium en ijzer — zich van de bodem naar
boven verspreiden, bevindt de grootste con-
centratie fytoplankton zich op een optima-
le diepte waar beide voldoende beschikbaar
zijn. Een dergelijke opeenhoping noemen we
Deep Chlorophyll Maximum (DCM) en deze
kan zowel permanent (in de tropen) als sei-
zoensafhankelijk (op hogere breedtegraden)
aanwezig zijn.

Om de groei van fytoplankton te beschrij-
ven en te begrijpen, moeten theoretische eco-
logie en toegepaste wiskunde de krachten
bundelen. Echter, diepgewortelde onzekerhe-
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denin dergelijke modellen maken dat het for-
muleren van een model op planetaire schaal
onmogelijk, zo niet onzinnig is. Er zijn ver-
schillende modellen die de nadruk leggen op
verschillende aspecten. In dit artikel zullen we
een aantal daarvan kort beschouwen en een
overzicht geven van het dynamische gedrag
dat ze vertonen.

De eerste modellen

Kort na de introductie van roofdier—prooi-
modellen in de jaren twintig begon Richard
Fleming, oceanograaf bij de Scripps Insti-
tution of Oceanography, de invloed van
zodplankton op de groei van fytoplankton
te bestuderen. Zijn model bestond uit een
eerste-orde, lineaire gewone differentiaalver-
gelijking (ODE) voor fytoplanktonconcentra-
tie (P) waarbij zo6planktonniveaus handma-
tig werden ingevoerd. In dit model ontbraken
geofysische processen en natuurlijke limite-
rende factoren volledig, maar desondanks
kon Fleming redelijke overeenstemming met
data van zoOplanktonniveaus uit Het Kanaal
krijgen.

Dit werk werd uitgebreid met een ruim-
telijke dimensie door Gordon Riley, oceano-
graaf bij de Woods Hole Oceanographic Insti-
tute (WHOI). Om milieuprocessen te kunnen
modelleren voegde hij aan het oorspronkelij-
ke model diffusie, advectie en lichtintensiteit
toe:

P =DP.; - VP, +(f(L)-)P. (1)

Hier beschrijven constanten D en V de mate
van diffusie en advectie, respectievelijk. De
fytoplanktongroei op diepte z en tijd t wordt
gekwantificeerd door f, een stijgende func-
tie voor de lichtintensiteit L(z, t). Deze wordt
gemodelleerd door het gegeven dat licht ge-
absorbeerd wordt door water en fytoplankton
in de waterkolom erboven, zodat

L(z,t) = Ly(t)e kuz+ke N PeDds ()

Hier meten k; en kp de troebelheid van wa-
ter en doorzichtigheid van fytoplankton; L; is
de intensiteit van het invallende licht. Voor
f wordt vaak de stijgende, begrensde func-
tie f(L) = fmaxL/(Ly +L) gekozen; hierbij zijn
Jfmax en Ly constanten. Stationaire profielen
(P; = 0) worden door een niet-autonome ODE
beschreven. Het vinden van expliciete oplos-
singen van zulke vergelijkingen is eerder uit-
zondering dan regel, en er is dus een bena-
dering nodig. Deze volgt uit het feit dat in

de bovenste laag van de oceaan de groeiom-
standigheden aanzienlijk gunstiger zijn. Riley
zelf versimpelde zijn model nog iets verder en
voerde voor f(L) een expliciete stapfunctie op
diepte z in die stuksgewijs constant is en al-
leen van de diepte z afhangt. In dat geval is
(1) dus lineair. Hij leidde een scherpe conditie
voor het bestaan van een plankton populatie
af,

2
0< fzy) - X—D. 3

Uiteraard kwam Riley niet verder dan een
summier begrip van fytoplanktondynamica.
De totale biomassa, bijvoorbeeld, kon op de-
ze manier niet voorspeld worden omdat (1)
lineair is. Desondanks diende (1) als spring-
plank voor meer omvangrijke modellen, waar-
bij voorwaarde (3) gebruikt werd als leidende-
orde-benadering.

In de jaren zestig en zeventig werden Ri-
leys modellen populairder door het werk van
de eminente wiskundig-bioloog John Steele
(voorzitter van WHOI). Steele vulde het model
aan met biologische componenten — voor-
namelijk zooplankton en nutriént — en werk-
te met niet-lineaire interactietermen. Hij was
ook de eerste die niet alleen stationaire maar
ook tijdsafhankelijke profielen onderzocht.
Zijn werk was een samenspel van theorie en
experimenten en wordt beschouwd als zeer
invloedrijk.

De scalaire modellen van Riley en Steele
werden door vele onderzoekers geanaly-
seerd, zie [16] voor een gedetailleerde be-
schrijving van de literatuur. In wiskundig op-
zicht bereikte dit onderzoek zijn hoogtepunt
in de publicatie van [10], waar f : Ry — Reen
strikt stijgende functie is. Hier bewezen de
auteurs dat de globale attractor voor oplos-
singen van (1)—(2) gevormd wordt door een
stationair profiel. Wanneer een dergelijk, uni-
form positief profiel bestaat, is dit globaal sta-
biel; zo niet, dan verdwijnt de fytoplankton-
concentratie. In [8] wordt een gedetailleerde
voorwaarde voor het bestaan van een derge-
lijk profiel gegeven, die uiteraard met een al-
gemenere vorm van (3) overeenkomt.

NPZ-modellen

Een van de vele soorten gebruikte modellen
is het NPZ-model. NPZ-modellen zijn syste-
men van drie ODEs die de interactie van nu-
triént (N), fytoplankton (P) en zodplankton
(2) beschrijven. De achterliggende structuur
is dat fytoplankton de nutriént opneemt, ter-
wijl zodplankton zich voedt met fytoplank-
ton. Beide planktonsoorten dragen bij aan

15}

E

Figuur 1 Chaotische ‘teacup” attractor, gesimuleerd aan
de hand van het NPZ-model in [7].

de hoeveelheid nutriént [6], waardoor de drie
componenten een voedselketen vormen. Een
algemeen voorbeeld van een dergelijk NPZ-
model is [3, 5]

N; = — opname door P + sterfte P
+ afval Z + afval van roofdier van Z

+ balansterm,

(4)

P; = groei — sterfte — zinken
— opname door Z,

Z; = groei — sterfte.

Hierbij wordt het model beschouwd in een
specifieke laag in de oceaan. Het zinken van
fytoplankton betekent daarom dat er fyto-
plankton verdwijnt uit het systeem. De ba-
lansterm bepaalt dat de hoeveelheid nutriént
door een externe factor op een zekere ba-
lans gehouden wordt. De opname van nu-
triént door fytoplankton wordt vaak gemodel-
leerd door de bovengenoemde functie f [3,
6-7].

Al in 1991 is in een overeenkomstig NPZ-
model [7], numeriek, een chaotische attractor
gevonden, zie Figuur 1. Het chaotische gedrag
werd verklaard doordat het NPZ-model kon
worden opsplitst in twee subsystemen (NP en
PZ) die beide oscillerend gedrag vertonen met
een verschillende frequentie.

Acht jaar later werd een soortgelijke analy-
se gedaan in een NPZ-model dat binnen de
klasse (4) valt [3], deze keer met een uit-
gebreide numerieke bifurcatieanalyse waar-
bij wederom een chaotische attractor en een
opeenvolging van periodeverdubbelingen ge-
vonden werd. Dit chaotische gedrag wordt
nog eens bevestigd door een grootschalig
praktijkexperiment in [1] waarin verschillende
plankton populaties ruim zes jaar bestudeerd
zijn.

NPZ-modellen blijken goed gereedschap te
zijn om onderzoek te doen naar plankton en
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in de afgelopen decennia zijn de modellen
ook veelvuldig gekoppeld aan grootschaliger
dynamica, zoals oceaancirculatie. Ook wordt
gesteld dat NPZ-modellen als voorbeeld kun-
nen dienen voor de dynamica in andere eco-
systemen [3]. De voornaamste reden voor het
gebruik van deze systemen is de relatieve
eenvoud waarmee ODEs bestudeerd kunnen
worden. Desalniettemin zet Franks [6] vraag-
tekens bij het gemak waarmee deze modellen
voor waar aangenomen worden. Hij roept op
om nieuwe hypotheses over planktondynami-
ca op te stellen en zorgvuldig om te gaan met
conclusies die worden getrokken uit de huidi-
ge NPZ-modellen.

Beperkte hoeveelheid licht én nutriént
In de vorige paragrafen zijn modellen be-
schouwd waarin fytoplanktongroei louter af-
hangt van de aanwezigheid van licht. Deze
aanname resulteerde in dynamica waarbij op
lange termijn alle oplossingen een stationair
profiel benaderen. Echter, dit is zelden rea-
listisch. In grote voedselarme gebieden van
de oceaan is de situatie drastisch anders, en
daarom is in [9] een model geintroduceerd
dat voedselschaarste meeneemt. Bovendien
is de dynamica van dit model vele malen in-
teressanter omdat oscillaties en zelfs spatio-
temporele chaos voorkomen, zie Figuur 2.
Dit intrigerende dynamische gedrag is ge-
deeltelijk geanalyseerd in [14—15], waar we de
ontwikkeling van een klein DCM patroon vol-
gen dat ontstaat als reactie op veranderingen
in de omgeving. In de buurt van de transkri-
tische bifurcatie waar dit gebeurt, gebruiken

Figuur 2 DCM-data van het diep-waterstation ALOHA (Ha-
waii) die oscillaties vertonen. (a): Chlorofyl concentratie.
(b): Nitraat and nitriet concentraties (gecombineerd). Fi-
guur afkomstig uit [9].

we standaard bifurcatie methodes, zoals cen-
tre manifold reduction (CMR) en methodes
waarin meerdere schalen worden meegeno-
men. Door dit te koppelen aan klassiekere
methoden (WKB-analyse, integraalasympto-
tiek, speciale functies) breiden we ons begrip
van het gedrag uit en relateren dit aan expli-
ciete kenmerken van de omgeving. Zo is be-
wezen dat de DCM stabiel is daar waar CMR
geldig is: alle kleine fytoplanktonpopulaties
bloeien uit tot een DCM met een kleine, kwan-
tificeerbare massa.

Wanneer we de analyse uitbreiden tot ver-
derweg van het bifurcatiepunt, waar CMR niet
meer toepasbaar is, is de analogie met mo-
dellen voor voedselrijke gebieden, zoals eer-
der beschreven, weg. Het spectrum bevat één
enkele instabiele eigenwaarde, behorend bij
de DCM, en daarnaast een aftelbare verza-
meling van stabiele eigenwaarden, afkomstig
van de verspreiding van nutriént. Alle oplos-
singen die bij de stabiele eigenwaarden ho-
ren, hebben alleen niet-lineaire invloed op de
ontwikkeling van de DCM. Toch blijkt dit het
mechanisme te zijn dat achter een uiteinde-
lijke destabilisatie van de DCM, via een Hopf-
bifurcatie, zit. Intrinsiek aan deze analyse is
dat deze bifurcatie het begin van een cascade
van periodeverdubbelingen aangeeft. Door
onze berekeningen lijkt het ook waarschijn-
lijk dat een punt waar twee transkritische bi-
furcaties samenvallen als bron van chaotisch
gedrag fungeert.

Dit werk is ook van belang voor het ont-
wikkelen van nieuwe wiskundige methoden,
omdat het klassieke toegepaste analyse met
dynamische-systementheorie combineert om
een destabilisatie te beschrijven die buiten
het bereik van de lokale analyse valt. Dat
geeft ons voor het eerst een niet-triviale at-
tractorin een planktonsysteem dat uitgebreid
is met een ruimtelijke variabele. Ook on-
derstreept de analyse de enorme complexi-
teit van planktondynamica in voedselarm
water.

Algemene reactie-diffusiesystemen

Naar aanleiding van [14—15] is een project
gestart om te onderzoeken wat de bron
van chaotisch gedrag in dergelijke reactie-
diffusiesystemen is. Hiertoe beschouwen we
een meer algemeen maar versimpeld model-
probleem:

Ut = LU+ U +F(U,V),

Vi=e[LV+BU+yV+GU,V)]. ©)

Hierbij zijn U,V functies van (z,t) € Q X R.

met Q C R" en is £ een lineaire differen-
tiaaloperator. Functies F en G zijn ten minste
kwadratisch en «, B en y constanten. In de
context van planktononderzoek beschrijft U
de planktonconcentratie en V hoeveel de nu-
triént afwijkt van de als randvoorwaarde ge-
geven maximale concentratie. Operator £ mo-
delleert de transportprocessen, parameter «
meet de sterfte en maximale groei van plank-
ton en y = 0. De nutriéntopname is gemo-
delleerd door BU en F = —G. Systeem (5) is
zodanig opgezet dat ervoor het gelineariseer-
de probleem eenverzameling O(¢) eigenwaar-
den {tn }m=0 en een verzameling O(1) eigen-
waarden {A;,}m=0 bestaan. Zo benadert (s)
de situatie in [15].

Afhankelijk van Q en de randvoorwaarden,
kunnen de eigenfuncties en de eigenwaarden
expliciet bepaald worden. Daarmee kan het
lineaire deel van (5) herschreven worden in
termen van de eigenfuncties en eigenwaar-
den, waardoor het systeem verandert in een
oneindig-dimensionaal stelsel van ODEs. Nu
beschouwen we de situatie waarin de groot-
ste eigenwaarde klein en positief is, A} =
£%r, terwijl alle andere eigenwaarden stabi-
liteit impliceren. Als o > 1, dus wanneer A;
veel kleiner is dan de (eerste) uy eigenwaar-
den, blijkt uit een formele verstoringsanalyse
dat de leidende orde van het systeem gege-
ven wordt door een eendimensionale ODE die
gekoppeldis aan algebraische relaties. Tot zo-
ver komt de analyse overeen met de eerder-
genoemde CMR. Echter, anders dan bij CMR,
geldt onze methode ook voor o = 1.

Voor het geval o = 1, dus als de enige po-
sitieve eigenwaarde van dezelfde ordegroot-
te is als oneindig veel negatieve, kleine ei-
genwaarden, is de analyse veel interessanter.
We krijgen een oneindig-dimensionaal stelsel
van ODEs, afkomstig van de V-vergelijking,
samen met een enkele vergelijking voor de
grootste eigenfunctie behorend bij A;. De-
ze zijn wederom gekoppeld aan algebraische
vergelijkingen, vergelijkbaar met [15].

Een formele analyse van dit oneindig-
dimensionale stelsel geeft een eerste-orde-
benadering van een niet-triviaal vast punt.
Wanneer de lineaire stabiliteit van dit vas-
te punt bestudeerd wordt blijken slechts
twee eigenmodi niet exponentieel uit te do-
ven. Doordat onze methode leidt tot con-
crete uitdrukkingen, is daarmee een expli-
ciete waarde voor de bifurcatieparameter v
te bepalen, waarvoor het vaste punt een
Hopf-bifurcatie ondergaat. Rijker gedrag dan
een Hopf-bifurcatie, samen met geassocieer-
de periodieke oplossingen, lijkt uitgesloten.
Dit verandert wanneer we de methode toe-
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Figuur 3 Boven: stroomlijnen, die de circulatie tonen. Midden: ruimtelijk patroon van
zwevend stof; waarden geschaald met maximum concentratie. Onder: geschaalde grootste
eigenwaarde versus afstand. De verticale lijn geeft de locatie van het troebelheidsmaxi-

mum aan.

passen op (5), waarbij de niet-lineaire term in
de V-vergelijking, eG(U,V), geen voorfactor
€ heeft. Uit numerieke simulaties blijkt dat
zulke systemen chaos kunnen bevatten.

Plankton-groei in kustzeeén en estuaria
Behalve in de open oceaan worden ook in
kustzeeén en estuaria, overgangsgebieden
van zout water naar zoet rivierwater, gere-
geld hoge concentraties fytoplankton waar-
genomen. Het bloeiseizoen is de vroege
lente, wanneer de lichtintensiteit en nu-
triéntconcentratie sterk toenemen. Maar ook
in andere situaties, zoals tijdens en na een
grote rivierafvoer, kan zich bloei voordoen.
Het voorspellen van bloei is een belangrij-
ke taak voor beheerders van kustwateren,
vanwege de ecologische gevolgen, sommige
planktonsoorten zijn bijvoorbeeld giftig voor
de mens.

De dynamica verschilt wezenlijk van die in
de oceaan: dieptes zijn kleiner en variéren
sterk (zand- en modderbanken, geulen, eb en
vloed, stormvloeden). Ook is turbulente men-
ging meer aanwezig (getijden, golfbreking) en
zoetwateraanvoer zorgt voor horizontale gra-
diénten in nutriéntconcentraties. Bovendien
wordt licht sneller geabsorbeerd door hoge
concentraties zwevend stof. Kenmerkend in
estuaria is dat vanaf zee de troebelheid eerst

toeneemt en vervolgens weer afneemt. De eb-
en-vloedcyclus en stormen zorgen voor fluctu-
aties van troebelheid in de tijd.

De structuur van de eerste, eendimensi-
onale wiskundige modellen is identiek aan
die van de hiervoor besproken oceaanmodel-
len, maar parameterwaarden zijn anders. Zo
beschouwt Cloern [2] een model voor voed-
selrijke estuaria met fytoplanktonconcentra-
tie als enige variabele. Variaties in de ver-
ticale menging lijken de oorzaak te zijn van
waargenomen periodieke fluctuaties in chlo-
rofylconcentraties: tijdens doodtij is er wei-
nig menging, waardoor er minder fytoplank-
ton naar de bodem wordt getransporteerd,
waar zich zodplankton bevindt. Het omge-
keerde doet zich voor tijdens springtij. In [11]
worden ook ruimtelijke variaties beschouwd,
door een numeriek model met twee door late-
rale diffusie gekoppelde kolommen. PDEs be-
palen de planktonconcentratie en zwevend-
stofconcentratie. De omwoeling van sediment
en verticale diffusiecoéfficiénten worden be-
rekend met een door getij en wind aangedre-
ven hydrodynamisch model. Belangrijke con-
clusies zijn dat de timing van wind en getij
sterk de dynamiek beinvloedt. Zo zorgt een
langdurige harde wind voor grotere lichtab-
sorptie en uitsterving van plankton door om-
woeling van sediment.

Onze studie [13] richt zich daarentegen
op ruimtelijke variaties van fytoplankton in
de stroomrichting van een estuarium. Laatst-
genoemde wordt gemodelleerd als een ka-
naal, met constante diepte en breedte, dat
wordt aangedreven door een zoetwateraf-
voer. Het model beschrijft netto stroming en
zwevend-stofconcentratie (aangedreven door
omwoeling en advectie), alsook planktoncon-
centratie en nutriéntconcentratie. Middels
een tweedimensionale eigenwaardeanalyse
wordt de groei van fytoplankton lineair gea-
nalyseerd. Figuur 3 toont de netto stroming,
zwevend-stofconcentratie en grootste eigen-
waarde tegen de afstand tot de zeewaart-
se rand. In deze berekening is nutriént ho-
rizontaal uniform. In overeenstemming met
de waarnemingen heeft de groei van plank-
ton een minimum op de locatie van het troe-
belheidsmaximum. In het gebied meer zee-
waarts laten observaties bovendien een chlo-
rofylmaximum zien. Dit gedrag wordt ver-
klaard door de afname van nutriént richting
zee die groei sterk beperkt.

Grootschalige modellen

Vanzelfsprekend zijn er ook realistische mo-
dellen ontwikkeld die als doel hebben een
grootschalig ecosysteem nauwkeurig te be-
schrijven —iets dat onmogelijk is met simpele
NPZ-modellen. Een van de belangrijkste vra-
gen die men uiteindelijk beoogt te beantwoor-
den is natuurlijk die van de globale invloed
van fytoplankton op het klimaat (en tegelij-
kertijd andersom). lets minder ambitieus is
de vraag hoe groot het totaal door fytoplank-
ton veroorzaakte kooldioxidetransport is. In
lokale situaties wil men bijvoorbeeld juist ex-
plicietinzicht krijgenin deinvloed van mense-
lijke activiteiten, zoals de toevoer van kunst-
matige nutriénten via industriéle afvalwate-
ren aan ecosystemen. Dit afval kan giftige al-
genbloei of hypoxie — een tekort aan zuurstof
in het water — veroorzaken. Beide effecten
kunnen dramatische gevolgen hebben voor
het lokale onderwaterleven.

Grootschalige modellen zijn complexe re-
kenmodellen die ongeschikt zijn voor een di-
recte wiskundige analyse. Belangrijke facto-
ren als de biochemische en hydrodynamische
processen worden in groot detail beschre-
ven. Tegelijkertijd worden in deze modellen
tijdsafhankelijke variaties (lichtinval, water-
temperatuur) meegenomen, om de getijden,
dag-en-nachtcycli en seizoenswisselingen na
te bootsen. Ook worden vaak planktonpopu-
laties in meerdere componenten met verschil-
lende eigenschappen opgedeeld om daarvan
het effect te onderzoeken.
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Figuur 4 Fytoplanktonbloei bij Gotland, Zweden (2005)
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El Nino:
and predictability

The El Nifio variability in the equatorial Tropical Pacific is characterized by sea-surface temper-
ature anomalies and associated changes in the atmospheric circulation. Through an enormous
monitoring effort over the last decades, the relevant time scales and spatial patterns are fairly
well-documented. Anna von der Heydt and Henk Dijkstra describe the hierarchy of models that
have been developed to understand the physics of this phenomenon and to make predictions
of future variability. It turns out that the predictability of El Nifio events is still limited to about
6—9 months due to inherent nonlinear processes.

About once every four years, the sea surface
temperature in the equatorial eastern Pacif-
ic is a few degrees higher than normal [13].
Near the South American coast, this warm-
ing of the ocean water is usually at its max-
imum around Christmas. Long ago, Peru-
vian fishermen called it El Nifio, the Span-
ish phrase for the ‘Christ Child’. During the
last decades, the equatorial Pacific has been
observed in unprecedented detail [10]. The
El Nifio relevant quantities in the equatorial
ocean and atmosphere system are sea-level
pressure, sea-surface temperature, sea-level
height, surface wind and ocean sub-surface
temperature.

What makes El Nifio unique among oth-
er interesting phenomena of natural climate
variability is that it has both a well-defined
pattern in space and a relatively well-defined
time scale. The sea-surface temperature
anomaly during the maximum of the El Nifio
1997-1998, in December 1997, obtained by
subtracting a long term mean (see Figure 1a)
from the actual pattern, is shown in Figure 1b.
The anomaly is characterized by higher than
usual equatorial Pacific temperatures east of
the date line [14]. A scalar index of this sea-
surface temperature anomaly pattern is the
NINO3 index, defined as the sea-surface tem-

perature anomaly averaged over the region
5°S-5°N, 150°W-90°W (see the black box in
Figure 1a). In the time series (Figure 1¢), the
high NINO3 periods are known as El Nifio’s

Annual mean SST

: as .
¥, = n

processes, dynamics

and the low NINO3 periods as La Nifa’s. Most
El Nifo’s and La Nifa’s peak around Decem-
ber and are hence phase-locked to the sea-
sonal cycle.

The mean surface winds over the equato-
rial Pacific, the trade winds, blow from east
to west and are driven by an area of average
high pressure in the eastern part of the Pa-
cific and a low pressure area over Indonesia.
The Southern Oscillation consists of an irregu-
lar strengthening and weakening of the trade
winds, related to the changes in surface pres-
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Figure 1 (a) The time mean sea-surface temperature of the Pacific Ocean. The black box indicates the NINO3 region. (b)
Sea-surface temperature anomaly field of December 1997, at the height of the 1997/1998 EL Nifio. (c) Monthly mean SOI and
NINO3 index over the period 1900-1999. (d) Spectra of monthly mean SOI and NINO3. Shown are normalized periodograms
smoothed over 11 bins, that is over 0.11 cycles per year. Note that the x-axis is logarithmic, and fxS(f) rather than S(f) is
shown, in order that equal areas make equal contributions to the variance.
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Figure 2 Overview of the oceanic and atmospheric processes of the equatorial coupled ocean-atmosphere

system.

sure. An index that captures the amplitude
of the sea-level pressure anomaly pattern is
the Southern Oscillation Index (SOI), which
is the normalized difference of the pressure
anomalies between Tahiti (18°S, 150°W) and
Darwin (12°S, 131°E).

It was Jacob Bjerknes [1] who discovered
that El Nifio and the Southern Oscillation are
part of the same phenomenon now referred
to as ENSO. Generally, periods with a high
NINO3 index have a low SOI and vice ver-
sa (Figure 1c) which indicates that the trade
winds are weaker (stronger) during El Nifio’s
(La Nifia’s). The average time scale of ENSO
is about four years, as can be seen from the
spectra of the NINO3 index and the SOl in Fig-
ure 1d. The SOl contains more high-frequency
variability than the NINO3 index.

Basic processes

The vertical structure of the upper ocean can
be considered as layered with a well-mixed
upper layer down to a depth of 50 m and a
sharp transition between warm and cold wa-
ter (the thermocline) at about 150 m depth
(Figure 2). The temperature in the mixed layer
changes due to air-sea interaction, exchange
processes with deeper layers and advection.
Let the net heat flux from the atmosphere into
the ocean and that at the bottom of the mixed
layer be denoted by Q,,; and Q) (positive
when heat is going into the mixed layer), re-
spectively. Under the approximation that the
temperature is vertically homogeneous over

the layer, one can integrate the heat balance
equation over the layer which results in an
equation for the mixed-layer temperature T,
i.e.

oT oT oT
5"
where Cp, is the heat capacity of water, Hy, the
mean depth of the mixed layer, p its mean
density and where (u,v) are the horizontal
velocities in the mixed layer. The quantity
FI represents the horizontal mixing of heat
through lateral turbulent exchange process-
es. Equation (1) expresses that the mixed
layer temperature can change due to advec-
tion (first two terms in the right hand side),
horizontal exchange (third term) and vertical
exchange (last term) of heat.

The effects of the wind stress on the up-
per ocean are threefold. The wind stress due
to the trade winds causes water to pile up
near the western part of the basin. This in-
duces a higher pressure in the upper layer
western Pacific than that in the eastern Pacif-
ic and consequently a shallowing of the ther-
mocline towards the east (Figure 2). Second,
these winds cause a divergence of mass at
the equator that is compensated by vertical
mass transport, the so-called upwelling. Fi-
nally, the wind stress is responsible for the
presence of the upper ocean currents.

When the amplitude and/or the direction
of the wind stress changes, the upper ocean
adjusts through wave dynamics. The most

important waves involved in this adjustment

process are:

1. Equatorial Kelvin waves. For such a wave,
the meridional structure of the thermo-
cline is maximal at the equator. Its am-
plitude decays exponentially in meridion-
al direction with a decay scale A¢ of about
300 km. The zonal velocity has the same
spatial structure as the thermocline and
the meridional velocity is zero. The group
velocity of these non-dispersive waves,
say co, is about 2 ms~1. It takes about
Tx = 3 months for the wave to cross the
Pacific basin of width L = 15,000 km.

2. Long equatorial Rossby waves. For such
a wave, the meridional thermocline struc-
ture has an off-equatorial maximum. For
each of these waves, the meridional veloc-
ity is much smaller than the zonal velocity.
The group velocity of these non-dispersive
waves is cj = —co/(2j +1). The j =1 long
Rossby wave travels westward with a ve-
locity which is 1/3 of that of the Kelvin wave
and hence takes about Tg = 9 months to
cross the Pacific basin.

When a Kelvin wave meets the east coast, the

dominant contribution of the reflected signal

are long Rossby waves. Similarly, when a

Rossby wave meets the west coast, it is re-

flected dominantly as a Kelvin wave.

The coupling of the ocean-atmosphere sys-
tem can be understood by looking at the ef-
fect of sea-surface temperature anomalies.
A sea-surface temperature anomaly will give
through local heating (as measured by a pa-
rameter o7) a lower-level wind stress anoma-
ly (as measured by a parameter y). The re-
sulting wind stress anomaly on the ocean-
atmosphere surface will: (i) change the ther-
mocline slope through horizontal pressure
differences inthe upperocean; (ii) change the
strength of the upper ocean upwelling; and
(iii) affect the upper ocean currents (u,v) in
the mixed layer. The changes in velocity field
and thermocline field will affect the sea sur-
face temperature, according to (1).

The strength of the coupling in the sys-
tem, i.e. between the atmosphere and the
ocean, is determined by the combined effects
of how much zonal wind anomaly is generat-
ed by sea-surface temperature anomalies and
how much of the momentum of this wind is
transferred as stress to the upper ocean layer.
The strength of the coupling is measured by
the parameter u which is a (dimensionless)
product [3] of @ and y, i.e.

_ yarATL?
cica

, (2
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where the quantity AT is the mean zonal tem-
perature difference overthe basin, L the zonal
length of the basin and ¢, = 60 ms~1 the free
Kelvin wave speed in the atmosphere.

Physics of El Niiio variability

Much of the theory on El Nifio variability was
developed with the help of the Zebiak—-Cane
(ZO) model [19], which precisely represents
the physical processes in Figure 2. In this
model the zonal wind stress T over the
ocean is represented by

T = T3 + HA(T), G

where A(T) represents the atmospheric re-
sponse of the model to the sea-surface tem-
perature T. The part 75, is determined ex-
ternally, i.e, by processes outside the Pacific
basin and it is usually taken to be constant.
At zero coupling strength (u = 0), the
ocean circulation and consequently the sea-
surface temperature is determined by the ex-
ternal zonal wind stress T,5,. Asmall easterly
wind causes a small amount of upwelling and
a small slope in the thermocline. At small
U, additional easterly wind stress due to cou-
plingoccurs because of the zonaltemperature
gradient. This leads to larger upwelling and
a larger thermocline slope, strengthening the
cold tongue in the eastern part of the basin.
With increasing u, the Pacific climate state
becomes unstable. Necessary conditions for
instability can be obtained by determining
the linear stability boundary through normal
mode analysis. In such an analysis, an ar-
bitrary perturbation is decomposed in modes
(e.g. Fourier modes) and the growth or decay
of each of these modes is investigated. When
the background state is stationary, the time-

14

12

Mean wind

dependence of each mode is of the form e“t,
where o = 0-+i0; isthe complex growth rate.
If u is the control parameter, then the linear
stability boundary p. is the first value of u
where o = 0 for one particular normal mode.
A mode with oy # 0 is oscillatory (with a peri-
od 27t/07;) while a mode with o; = 0 is called
stationary. If the growth factor of a mode is
positive, sustained oscillations will occur and
if it is negative the mode will be damped. In
the presence of atmospheric noise, howev-
er, the spatial pattern of a damped mode can
still be excited. [4] provides an overview of
the dependence of the growth factor (Figure
3a) and period (Figure 3b) of the least stable
mode (the ENSO mode) on the background
conditions. The dashed curves in Figure 3
represent zero growth (so-called neutral con-
ditions) of the ENSO mode. Present-day es-
timates for the Pacific background state cor-
respond to the area near the points A and B,
with a period of 2—6 years and near neutral
conditions.

The main positive feedbacks responsi-
ble for the instability of the coupled ocean-
atmosphere system are referred to the ther-
mocline, upwelling and zonal advection feed-
back [12]. The thermocline feedback can be
described as follows. A positive sea-surface
temperature anomaly in the eastern Pacific
will lead to a weakening of the trade winds
to the west of this anomaly. This will lead
to a smaller slope of the thermocline and
hence the cold water will be further away from
the surface in the east. This causes a posi-
tive heat flux Qp in (1) which will amplify the
initial disturbance. The upwelling feedback
can be understood in a similar way, consid-
ering again a positive sea-surface tempera-
ture anomaly in the eastern part of the basin
and associated changes in the wind. In this

14
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case, weaker easterly winds induce less up-
welling and hence less cold water enters the
mixed layer, again amplifying the sea surface
temperature perturbation. The zonal advec-
tion feedback arises through zonal advection
of heat, particularly in regions of strong sea
surface temperature gradients. A warm sea-
surface temperature anomaly then can lead
to wind anomalies, and, if positive, intensify
zonal ocean currents, which bring more warm
water to the location of the original perturba-
tion.

In the ZC model, oscillatory El Nifio be-
haviour is found slightly above critical con-
ditions. Attempts have been made to derive
conceptual models to explain the physics of
the oscillation period. Most ofthese share the
ideas that one of the positive feedbacks acts
to amplify sea-surface temperature anoma-
lies and that wave adjustment processes in
the ocean eventually cause a delayed neg-
ative feedback. These common elements
are grouped together in the delayed oscilla-
tor mechanism. The differences between the
views are subtle [6] and are related to the
role of the boundary wave reflections, the
dominant feedback which is responsible for
amplification of anomalies and the view of
the dynamical adjustment processes in the
ocean. There are four types of ENSO ‘oscil-
lators’: (i) the ‘classical’ delayed oscillator;
(i) the recharge/discharge oscillator; (iii) the
western Pacific oscillator; and (iv) the advec-
tive/reflective oscillator. Below, we only de-
scribe (i), the other oscillators are described
extensively in [6] and [18].

In the ‘classical’ delayed oscillator view,
the eastern boundary reflection is unimpor-
tant, the thermocline feedback is dominant
and individual Kelvin and Rossby waves con-
trol ocean adjustment. A minimal model [15]

- -

140 100 110

120 130 140

b Mean thermocline depth (m)

Figure 3 Dependence of (a) growth rate (0% in yr— 1) and (b) period (271/ 07 in yr) of the ENSO mode on the mean wind intensity (in units of 0.5 cm?s~2) and the mean thermocline depth

(in m) [4].



198 naw 5/14 nr. 3 september 2013

EL Nifio: processes, dynamics and predictability

Anna von der Heydt, Henk Dijkstra

representing this behaviour is a differential
delay equation of the form

are ahe(xc,t —11)

dat @)
— bho(xe, t — T2) — cT3(0).

In this equation, a, b and c are constants,
T is the eastern Pacific temperature anomaly,
which is influenced by midbasin (at x = x.)
equatorial thermocline depth anomalies h,
and off-equatorial anomalies h,. Further-
more, 71 = KX and T2 = T® + T where T
and Tr are the basin crossing times of the
Kelvin wave and the gravest (j = 1) Rossby
wave.

When a Kelvin wave, which deepens the
thermocline, arrives in the eastern Pacific,
local amplification of temperature perturba-
tions occurs through the thermocline feed-
back, represented by the first termin the right
hand side of (4). The wind response excites
(off-equatorial) Rossby waves which travel
westwards, reflect at the western boundary
and return as a Kelvin wave which rises the
thermocline and provides a delayed negative
feedback (second term in (4)). The delay T
is the time taken for the Rossby wave to trav-
el from the centre of wind response to the
western boundary plus the time it takes the
reflected Kelvin wave to cross the basin. The
nonlinear in (4) term is needed for equilibra-
tion to finite amplitude.

Alinear mechanism for ENSQO’s phase lock-
ing to the seasonal cycle was proposed in [5].
The coupling strength u varies on a season-
al time scale and is maximal during June-July
and minimal during December-January. The
variation of the eastern Pacific thermocline
depth h in the ‘classical’ delayed oscillator
picture can be described by

AR _ G - thxe, t = 1)

dt (5)

— eF(u(t — T2)h(xc, t — T2)) — fh(D).

Here F is a certain nonlinear function, the
damping of thermocline anomalies is as-
sumed to be linear (the third term in the right
hand side of (5)) and d,e and f are again
constants. At peak time of ENSO, the east-
ern thermocline anomalies are maximal and
hence dh/dt = 0. For small dissipation, the
warming by the Kelvin wave (first term in (5))
has to balance the cooling due to the Rossby
wave (second term in (5)).

Suppose that the peak of ENSO would oc-
cur during June, i.e. with maximum u. In this
case, the warm Kelvin wave was excited dur-
ing April and because coupling is strong over
April-June, it has a relatively large amplitude.

The Rosshy wave was, however, excited about
6 months earlier, i.e. during November—
December when coupling was small. It has
therefore a small amplitude and cannot bal-
ance that of the Kelvin wave (u(t —71)h(xc, t—
T1) is large while u(t — T2)h(xc,t — T2) is
small). On the other hand, when peak con-
ditions are in December, the Kelvin wave is
excited in October during relatively small cou-
pling and its amplitude is only weakly ampli-
fied. The Rossby wave is now excited in June
when coupling is large and is amplified to sig-
nificant amplitude to balance the Kelvin wave
thermocline signal.

ENSO’s predictability barrier
Two different mechanisms have been sug-
gested to explain the irregularity of ENSO, as
for example seen in the NINO3 time series
(Figure 1¢). These are: (i) deterministic chaot-
ic behaviour; and (ii) impact of small-scale
processes usually referred to as ‘noise’, pos-
sibly through non-normal growth behaviour.
Deterministic chaotic behaviour can result
from nonlinear resonances due to interaction
of the seasonal cycle and the ENSO mode [7,
16], leading to frequency locking. A typical
example of a one-dimensional map where fre-
quency locking occurs is the circle map given

by

K
Xpsl =Xn+Q — ot sin 27rx;, (mod 1) (6)

on the interval [0,1). Here, mod 1 indicates

that if x;, becomes larger than 1 or smaller
than 0, its value is adjusted by adding or sub-
tracting 1 to get a value within the unit inter-
val. Q € [0,1) can be considered to be the
forcing frequency and the control parameter
K is a measure of the nonlinearity of the sys-
tem. To look forfrequency locked regions, one
varies Q for fixed K and searches for rational
rotation numbers W defined by

W= lim 2" —X0 @)

n—co n

where in this definition the value of x;, is con-
sidered, without the mod 1 function.

When the coupling strength u is increased
above criticality in the seasonally forced ZC
model the NINO3 index displays regimes of
frequency locking to the annual cycle alternat-
ed by chaotic regimes [8]. In these frequency-
locked regimes, the ENSO period is a ratio-
nal multiple of the seasonal cycle. When d;
indicates the parameter which measures the
strength of the upwelling feedback, the be-
haviour of the ZC model in the (i, &) parame-
ter plane is captured [8] in the so-called Dev-
il’s terrace (Figure 4). The colours indicate the
frequency ratio of frequency locked solutions
and the grey areas indicate the chaotic solu-
tions. Although chaotic solutions are nearly
everywhere in parameter space over a fractal
surface, the locked regime is broad, with the
frequency ratio becoming smaller for smaller
ds. For many solutions found, the phase lock-

Ratio of ENSO frequency to annual cycle
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Figure 4 The Devil's terrace as computed in [8]. Colours indicate the frequency locked regimes, with chaotic regimes in be-
tween. Along a section for fixed , a so-called Devil's staircase appears.
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ingtotheannualcycleis neartothat observed
with January being the preferred month of the
peak of the warm event.

From the perspective of El Nifio, processes
that evolve independently with smaller time
and space scales can be considered as noise.
In the atmosphere, for example, the 30-60
day or Madden—Julian oscillation [g] gives rise
to westerly wind bursts. These are events
of anomalous westerlies lasting typically a
week, which are strongest somewhat west
of the region of the El Nifilo wind response.
Kelvin waves are excited very effectively by
the Madden—Julian oscillation because they
travel eastward with a similar speed. The
spectra of the NINO3 index and the SOl in
Figure 1 are moderately peaked compared to
those of many deterministic versions of the
ZC model. Hence, it is generally agreed that
noise contributes substantially to the irregu-
larity of El Nifio. If the Tropical Pacific climate
system is close to neutral conditions, non-
normal growth of perturbations, which occurs
because the operator in the ZC model is not
self-adjoint, can lead to additional irregular
behaviour [11].

During boreal spring the coupled ocean-
atmosphere system is thought to be at its
frailest state. Then the system is most sus-
ceptible to perturbations, which can be in-
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ground temperature and external wind stress
mainly shift the position of the cold tongue
in the eastern equatorial Pacific [17]. Such a
shift affects local temperature gradients and
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Klimaatsverandering,
verwoestijning en biljart

Door geleidelijk veranderende omgevingsfactoren kunnen gezonde ecosystemen abrupt ver-
anderen in woestijnen. Om dergelijke catastrofale veranderingen te begrijpen zijn conceptuele
modellen geformuleerd voor het gedrag van vegetatiepatronen. Arjen Doelman, Maarten Ep-
pinga, Geertje Hek, Jens Rademacher, Max Rietkerk, Eric Siero en Koen Siteur beschrijven de
reactie-diffusievergelijkingen waaruit zulke modellen bestaan en analyseren de patronen die
er in voorkomen. Onder toenemende ecologische stress, zoals verminderde regenval, is het
mogelijk dat vegetatiepatronen destabiliseren tot alleen een woestijn als stabiele toestand

overblijft.

Wereldwijd staan ecosystemen bloot aan ver-
anderingen in bijvoorbeeld klimaat of land-
gebruik. Droge, maar ‘gezonde’, begroeide
ecosystemen kunnen zich lange tijd aanpas-
sen aan geleidelijke omgevingsveranderin-
gen, maar vervolgens plotseling en op een
meestal onomkeerbare manier veranderen in
woestijn. Vaak wordt zo’n catastrofale veran-
dering voorafgegaan door het ontstaan van
vegetatiepatronen, die zowel een gestreept
als een labyrintachtig karakter kunnen heb-
ben (zie Figuur 1).

Ecologische modellen en wiskundige vragen
In de ecologie worden conceptuele model-
len geformuleerd voor de mechanismen die
ten grondslag liggen aan het langzaam ont-
staan en abrupt verdwijnen van vegetatie-
patronen. Zie Figuur 2 voor een conceptuele
interpretatie van het verwoestijningsproces.

Een centrale vraag is of aan een vegetatie-
patroon te zien is hoe dicht het systeem in
de buurt van de verwoestijningscatastrofe is
[16].

Het meest eenvoudige model is dat van
Christopher Klausmeier [7]. Het is een reactie-
diffusiemodel in twee componenten: water
U en biomassa V. Het model beschrijft een
systeem op een hellend terrein, met heuvel-
afwaarts stromend water gemodelleerd door
de advectieterm CUy in (1). Om ook vege-
tatiepatronen in vlakke gebieden te kunnen
beschrijven, beschouwen we hier een ge-
generaliseerd Klausmeier—Gray—Scott-model
(gKGS) [18]. Wij beperken ons tot patronen die
maar van één ruimtelijke variabele x afhan-
gen. In een tweedimensionale setting geeft
voortzetting van periodieke patronen zonder
verdere variatie in de y-richting streepvormi-
ge structuren [7]. Verder kiezen we x onbe-

grensd, x € R. Ditis een natuurlijke aanname
binnen het vakgebied ‘pattern formation’, die
aangeeft dat de schaal van de geobserveerde
patronen veel kleiner is dan de domeingroot-
te. In herschaalde vorm ziet het gkGS-model
er als volgt uit:

Uy =(UY)xx + CUx + A(1 = U) = UV?, ®
1
Vi =68%Vyyx — BV +UV2.

De subscripts x en t zijn de partiéle afgelei-
den naar x en t; de parameter A represen-
teert de (gemiddelde, jaarlijkse) regenval, Bis
een sterfteparameter voor de vegetatie en C
is een maat voor de helling van het terrein. De
niet-lineaire diffusieterm (UY)xx modelleert
de verspreiding van water in vlakke terreinen;
zie [4, 18]. De waarde van y is typisch 2, hoe-
wel de lineaire keuze y = 1 ook voorkomt
in de vegetatiepatronenliteratuur [6, 18]. De
verhouding & tussen de (typische) diffusie-
snelheden van de vegetatie en het water is
vanzelfsprekend zeer klein, zodat het model
op een natuurlijke manier een singulier ver-
stoord karakter heeft. Er zijn meerdere veel
realistischere modellen in de literatuur [15,
19], maar begrip van de dynamica van pa-
tronen in conceptuele modellen als (1) kan
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Figuur 1 Streep- en labyrintvegetatiepatronen in de Sahel in Niger. De typische afstand tussen begroeide stukken terrein is

in de orde van 10-100 m.

helpen inzicht te krijgen in wat er in het echt
gebeurt. Vooral de grof versimpelde plant-
water-interactietermen — de niet-lineariteiten
UV?2 —en het ontbreken van onderscheid tus-
sen oppervlakte- en grondwater geven aan
dat (1) inderdaad vooral gezien moet worden
als fenomenologisch model. Ook andere be-
langrijke factoren in het verwoestijningspro-
ces, zoals bijvoorbeeld de intensiviteit van de
begrazing van de vegetatie, worden niet in dit
model meegenomen.

Het gkGS-model reduceert tot het Klaus-
meier-model [7] in de limiet C — o [18].
De gekozen schaling geeft aan hoe sterk het
Klausmeier-modelvoorvegetatiepatronen ge-
relateerd is aan het al veel langer bekende
Gray—Scott-model voor autocatalytische che-
mische reacties, dat ook in de wiskundeli-
teratuur uitgebreid bestudeerd is: (1) neemt
de vorm van het Gray—Scott-model aan voor
y =1enC =0 [2, 5, 11]. Merk op dat vanwe-
gedeniet-lineaire diffusieterm, de basisvraag
naar existentie en uniciteit van oplossingen
van (1) niet triviaal is [8].

In de context van het model correspon-
deert klimaatsverandering met een langzame

Figuur 2 Een globale schets van het verwoestijningspro-
ces: de plotselinge catastrofe wordt voorafgegaan door zich
langzaam vormende vegetatiepatronen. Zie ook [16].

verandering van de parameters. Vegetatiepa-
tronen komen overeen met stabiele, ruimte-
lijk periodieke oplossingen in (1). In wiskun-
dige termen komt het proces van verwoestij-
ning dus overeen met het verdwijnen van pe-
riodieke patronen ten gevolge van langzaam
variérende parameters. Er is een uitgebrei-
de wiskundige literatuur over patronen — en
met name het ontstaan ervan — in reactie-
diffusievergelijkingen met vaste parameters.
Hieronder volgt een schets van een aantal ba-
sisideeén, uitmondend in de introductie van
de zogenaamde Busse-ballon. Deze Busse-
ballon werd oorspronkelijk geintroduceerd in
de context van (hydrodynamische) convectie
[1] enis eenin hetalgemeen tamelijk complex
gebied in (parameter, golfgetal)-ruimte waar-
in stabiele ruimtelijk periodieke oplossingen
bestaan. Intuitief betekent klimaatsverande-
ring, ofwel het variéren van parameter A, dat
de dynamica van systeem (1) een baan zal
beschrijven binnen deze Busse-ballon: ver-
woestijning komt overeen met het moment
dat deze baan de Busse-ballon verlaat en
‘neerslaat’ in de triviale homogene oplossing
(Ulx, b), V(x, 1) = (U V% = (1,0) van (1),
die de kale woestijn voorstelt en een ‘sterke
aantrekker’ is voor de dynamicavan (1). Zowel
het karakter van deze baan als het precieze
moment waarop deze baan de Busse-ballon
verlaat, geven aanleiding tot diepe, nog on-
beantwoorde, wiskundige vragen.

De existentie van patronen

Het begrijpen van de dynamica van (1) be-
gint met het bestuderen van eenvoudige
patronen. De allereenvoudigste zijn de ho-
mogene evenwichten, tijds- en ruimteonaf-
hankelijke oplossingen van (1) van de vorm

(U(x,1),V(x,t) = (U*,V*). Buiten de ge-
noemde ‘desert state’ (U°,V?) zijn er nog
twee oplossingen,

u*,ve) =
(A: A2 Z4AB? A=+ A274ABZ)

2A ’ 2B

die twee verschillende homogeen begroeide
situaties voorstellen. Voor A = Ag, = 4B?
vallen deze samen en verdwijnen in een zo-
genaamde zadel-knoop-bifurcatie. Voor A <
Agn, eenkleinejaarlijkse regenval, is de woes-
tijn dus de enige homogene oplossing; voor
A > Agq is er coéxistentie van drie verschil-
lende homogene evenwichten.

Vegetatiepatronen komen overeen met
(lopende) ruimtelijk periodieke oplossingen
(U(x, 1), V(x,1) = (uP (&), vP (&), waarbij & =
x — ct een meebewegend codrdinatenstelsel
beschrijft (met snelheid ¢), en (u?,v?) een
periodieke oplossing is van de gewone dif-
ferentiaalvergelijking (ODE) in & die je uit (1)
krijgt door daarin (U, V) = (u(&), v(§)) te sub-
stitueren. Zie Figuur 3 voor een representa-
tie van (u? (&), v¥P(€)) als functie van x (met
¢ = 0). Omdat deze ODE bestaat uit twee ge-
koppelde tweede-orde-vergelijkingen in & —
één voor u en één voor v — definieert het
een 4-dimensionaal dynamisch systeem; het
periodieke patroon (u?(§), v¥(§)) correspon-
deert daarom met een gesloten kromme in
een 4-dimensionale ruimte. Het aantonen van
de existentie van dit soort banen is in het al-
gemeen zeer moeilijk, maar het singuliere ka-
raktervan (1) geeft een meetkundige structuur
die gebruikt kan worden om het bestaan van
‘vegetatiepatronen’ (u?(§), v¥(€)) in (1) ana-
lytisch aan te tonen [2].
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Figuur 3 Een singulier, ruimtelijk periodiek vegetatie-
patroon als oplossing van (1) mety = 1, A = 0,02,

B =0,14,C =0, 6 = 0,1. Het singuliere karakter van
(1) is duidelijk uit de lokaal piekende V'-component: tussen
twee opeenvolgende vegetatiebanden is er geen of nauwe-
lijks begroeiing.
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Figuur 4 De sideband-instabiliteit

Stabiliteit

Dat een zeker patroon bestaat, betekent niet
dat het ook waargenomen zal worden. Hier-
voor is het noodzakelijk dat het stabiel is als
oplossing van (1). Stabiliteit ‘meet’ of wille-
keurig kleine verstoringen van een patroon al
dan niet de neiging hebben om te groeien. Is
dat laatste het geval, dan noemt men het pa-
troon instabiel, en zal het niet waargenomen
kunnen worden, omdat er zowel in de natuur
als in (numerieke) simulaties altijd verstorin-
gen zijn. Wiskundig bepaalt men stabiliteit als
volgt: men neemt een stationaire oplossing
(U*(&),V*(&) van (1), met € gedefinieerd als
hierboven, en voegt hier een kleine verstoring
aan toe:

Ux, ), Vix,t)=

5 5 o)
(U*E), V*(E) +UE, 1), V(E, 1)),

waarbij 0 < € < 1 ‘asymptotisch klein’ is. Als
(O(E, 1), V(E, 1)) begrensd blijft, of zelfs klei-
ner wordt, noemen we (U*(&), V*()) stabiel
en is het patroon dus waarneembaar: klei-
ne verstoringen blijven klein, en de oplos-
sing (U(x,t),V(x,t)) van (1) blijft dicht bij
(U*(&), V*(&)) als de tijd t evolueert.

Om inzicht te krijgen in het (leidende-
orde-) gedrag van de verstoring (U(E,t),
V(E,t)) substitueert men (2) in (1) en ont-
wikkelt naar e. Omdat de basistoestand
(U*(&),V*(&)) oplossing is van de bijbeho-
rende ODE-reductie, verdwijnen hierbij alle
termen zonder voorfactor €. Men kan dus een
factor € uitdelen en vervolgens de limiete — 0
nemen. Dit geeft het gelineariseerde systeem

U L11 L2 U
at<‘7>=<621 522)(‘7>’ ®

waarin L;; = L£;(0g; U* (&), V*(&)) E-afhanke-
lijke, tweede-orde-operatoren zijn (voor i =
J) die expliciet afhangen van (U*(€), V*(Z)).
Omdat dit systeem lineair is, kan (U(E, 1),
V(E,t)) met behulp van Fourier-theorie ont-
bonden worden in (@(§), i(E))eM, zodat de
vraag naar de stabiliteit van (U*(&), V*(&))
reduceert tot het vinden van ‘eigenwaarden’

A € Cvan het spectrale probleem
ﬂll(d%; &) /J12(d%;§) i
d d _]=A . (4)
521((7525) 522(,75;5) v

Als er A bestaan met R(A) > 0 dan zijn
er exponentieel groeiende verstoringen en is
(U*(&), V*(&)) dus instabiel.

In het algemeen zal het spectrum niet
uit geisoleerde eigenwaarden bestaan. Als
(U*(&),V*()) een homogeen evenwicht is,
kan met behulp van een Fourier-transformatie
(door middel van Lij(%) = Lij(ik) metk € R)
de operatormatrix in (4) vervangen worden
door een gewone (constante coéfficiénten)
2 X 2 matrix. Het spectrum bestaat dan uit
twee expliciet uit te rekenen krommes A =
A (k) in het complexe vlak.

Als (U*(&), V*(&)) een periodiek vegetatie-
patroon is, is het lineaire systeem periodiek
in €. Met behulp van Floquet-Bloch-theorie
kan worden aangetoond dat het spectrum van
(4) bestaat uit een collectie van oneindig veel
niet noodzakelijk gladde beelden van de een-
heidscirkel S'. Ook hier is in het algemeen
moeilijk een vinger achter te krijgen, maar
kan de singuliere structuur van het systeem
worden uitgebuit om tot een expliciete ana-
lytische karakterisering van het spectrum te
komen [12]. Het belangrijkste verschil tussen
spectra van periodieke en homogene patro-
nen is dat er vanwege translatiesymmetrie al-
tijd een spectrale kromme is die door de oor-
sprong (A, k) = (0,0) gaat. Dit betekent dat
periodieke patronen (op R) niet exponenti-
eel stabiel zijn, maar op zijn best ‘diffusief
stabiel’ (verstoringen nemen af als oplossin-
gen van de warmtevergelijking) [17]. Omdat
de spectrale krommen symmetrisch zijn on-
der k — —k is er dus ook een speciale,
robuuste manier waarop een periodiek pa-
troon instabiel kan worden: door verandering
van de kromming van de spectrale kromme
door A = 0. Dit is een zogenaamde sideband-
instabiliteit, die een belangrijke rol speelt in
de dynamica van vegetatiepatronen (zie Fi-
guur 4).

l

(=i

Ontstaan van patronen en Busse-ballon

Uit de hierboven geschetste berekeningen
volgt dat de ‘desert state’ (U, V9) = (1,0)
altijd stabiel is. Het homogene-begroeiings-
evenwicht(U~, V™)isaltijd instabiel, (U*, V")
is stabiel bij voldoende regenval. Als de
regenval-parameter A afneemt dan wordt bij
de bifurcatiewaarde A = Aty ook (U*, V*) in-
stabiel. Voor A = Ay raakt de spectrale tak
R(A=(k)) in de ‘meest kritische golfgetallen’

k = +kty aan de {R(A) = 0}-as; voor A iets
onder A = Aty zijn er twee continue interval-
len van k-waarden waarvoor 2T"-periodieke
verstoringen exponentieel groeien (zie Figuur
5). Omdat A(kty) in het algemeen (puur) ima-
ginairis, zullen deze verstoringen zowel tijds-
als ruimtelijk periodiek zijn: het zijn lopende
golven. Als A(kty) = 0 staan de golven stil en
wordt de bifurcatie een Turing-bifurcatie ge-
noemd — dit is het geval bij een vlak terrein,
ofwel als C = 0 in (1). Op hellende terreinen
is er sprake van een Turing—Hopf-bifurcatie.

De lineaire aanpak suggereert dus dat er
ruimtelijk periodieke patronen met golfgetal-
len dichtbij k = kty zullen ontstaan als A de
waarde Aty passeert. Of dit daadwerkelijk het
geval is wordt bepaald door niet-lineaire ef-
fecten: alleen als de bifurcatie superkritisch
is, is de lineaire ‘intuitie’ correct, bij een sub-
kritische bifurcatie ontstaan dergelijke patro-
nen in het algemeen niet. Met Ginzburg—
Landau-theorie kan het karakter van de bifur-
catie worden bepaald, en tevens welke van de
bifurquerende ‘golftreinen’ stabielis en welke
niet [9]. In [18] is aangetoond dat de Turing—
Hopf-bifurcatie in (1) altijd superkritisch is en
dat er een continue familie van stabiele golf-
treinen ontstaat als A de waarde Aty pas-
seert.

In de woestijncontext betekent de Turing—
Hopf-bifurcatie dat er periodieke vegetatiepa-
tronen ontstaan vanuit een volledig begroeid
terrein. Dichtbij Aty hebben deze nog niet de
typische structuurvan kale grond afgewisseld
met vegetatie, maar moet men eerder denken
aan een begroeiing met periodiek variérende
dichtheid. Met name door de singuliere struc-
tuur van het model neemt de familie van sta-
biele vegetatiepatronen bijafnemende A snel
de vorm aan die men verwacht.

De Busse-ballon is gedefinieerd als het
gebied in (parameter A, golfgetal k)-ruimte
waarvoor (1) stabiele periodieke oplossingen
heeft, de waarneembare vegetatiepatronen.
Zie Figuur 6 voor een schets. Merk hierbij op
dat het ‘niet-lineaire golfgetal’ k conceptueel

-0.30

T T T T T
-20. -15. -10. -5 0. 5. 10. 15. 20.

Figuur 5 De kromme A (k) uit het spectrum van
(U*,V*)in het (k, R(A(k))-vlak voor A > Aty (sta-
biel, groen), A =~ Aty (zwart) en A < Aty (instabiel,
rood); C=B =0,2, 82 =0,001, y = 2.
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Figuur 6 Schets van een typische reactie-diffusie-Busse-ballon

verschilt van het lineaire golfgetal k in boven-
staande stabiliteitsanalyse.

Veruit het grootste deel van de Busse-
ballon kan in het algemeen niet analytisch
worden bepaald. Eris een classificatie moge-
lijk van het karakter van de rand van de Busse-
ballon [14], maar er is nog bijzonder weinig
bekend over de structuur ervan. Zelfs het be-
trouwbaar bepalen van deze rand met nu-
merieke continuatieprogramma’s is een sub-
tiele aangelegenheid, die op zich het onder-
werp van wiskundig onderzoek is [13]. Op-
vallend aan Busse-ballonnen voor reactie-
diffusievergelijkingen van type (1) is dat deze
zich uitstrekken tot de rand k = 0. Met an-
dere woorden, patronen met een geisoleerde
homocliene puls — oases in de ecologische
context — spelen een belangrijke rol bij het
begrijpen van de Busse-ballon. Juist deze pa-
tronen kunnen in het singuliere geval wél
analytisch worden bestudeerd. Onderzoek

X

hieraan heeft tot een intrigerende wiskundige
spin-off geleid: de rand van de Busse-ballon
heeftin de buurt van de homocliene oase een
fijnstructuur van twee om elkaar heen draai-
ende en elkaar aftelbaar vaak doorsnijdende
Hopf-bifurcatiekrommen [3, 18]. En passant
is ook een vermoeden uit de literatuur van Ni
[10] gevalideerd, dat, in ecologische bewoor-
ding, claimt dat oases de stabielste patronen
zijn die dus als laatste zullen destabiliseren.
Dus hoewel de Busse-ballon in het algemeen
zeer moeilijk analytisch te begrijpen is, is er
verrassend genoeg zowel bij het ontstaan van
patronen — de Turing—Hopf-neus —, als bij
het definitief verdwijnen ervan — de homo-
cliene oases — wel degelijk analyse mogelijk.

Biljarten in de Busse-ballon

Nu we het gebied van alle mogelijk waar-
neembare vegetatiepatronen, de Busse-
ballon, kennen, kunnen we proberen te begrij-

Figuur 7 De dynamica van vegetatiepatronen bij langzaam afnemende A (begroeide gebieden zijn donker/groen). In de
simulatie is een kleine (ruimtelijke) stochastische verstoring toegevoegd aan het deterministische systeem (1).

pen hoe (1) reageert op een langzaam veran-
derend klimaat, ofwel, wat er gebeurt als A
langzaam gaat afnemen in de tijd. Zie Figuur
7 voor een numerieke simulatie.

Wat opvalt is dat de verwoestijningsca-
tastrofe voorafgegaan wordt door een aan-
tal ‘mini-catastrofes’ waarbij het vegetatiepa-
troon ‘opeens’ een ander golfgetal aanneemt.
Tevens blijkt het systeem bij simulaties niet
de meest stabiele oase te bereiken: verwoes-
tijning vindt net als in de realiteit al eerder
plaats bij een periodiek patroon. De crucia-
le rol van de Busse-ballon wordt duidelijk als
we de baan van een simulatie door de Busse-
ballon plotten (zie Figuur 8).

De mini-catastrofes vinden plaats als de-
ze baan de rand van de Busse-ballon raakt
of doorsnijdt: het patroon wordt door de rand
naar beneden gekaatst. Dit kaatsen is uitste-
kend te begrijpen, buiten de Busse-ballon zijn
tenslotte geen stabiele vegetatiepatronen.
Een in essentie onbeantwoorde vraag is wélk
patroon (golfgetal) wordt aangenomen na dit
kaatsen. Omdat veruit het grootste deel van
de rand van de Busse-ballon bestaat uit pa-
tronen die door het sideband-mechanisme in-
stabiel worden, komt begrijpen hiervan neer
op inzicht in de dynamica van patronen in
de buurt van een sideband-instabiliteit onder
langzaam veranderende omstandigheden.

Uit computersimulaties blijkt dat het ver-
anderingsproces gevoelig afhangt van de
snelheid waarmee de regenval-parameter A
varieert. Als deze snelheid (relatief) hoog is,
dan neemt de voorspellende waarde van de
Busse-ballon af: in systemen als (1) wordt de
sideband-instabiliteit typisch gevolgd door
een periode-verdubbelingsdestabilisatie die
lineair sterker groeit en dus zal domineren.
Voor nog hogere snelheden is aanpassing he-
lemaal niet meer mogelijk en zal verwoestij-
ning meteen plaatsvinden bij het golfgetal k =
kty van de Turing—Hopf-bifurcatie. Dit wordt
in de realiteit echter niet waargenomen. Ook
de hoeveelheid aan het systeem toegevoegde
ruis heeft een significante invioed op de dy-
namica: grofweg kan gezegd worden dat het
systeem dichter in de buurt van de rand van
de Busse-ballon blijft als de hoeveelheid ruis
toeneemt. Ook dit is wiskundig nog niet be-
grepen. Tot slot is het nog geheel onduidelijk
wat de precieze mechanismen zijn die aanlei-
ding geventot de laatste verwoestijningsstap:
de baan van het periodieke patroon raakt de
rand van de Busse-ballon maar ‘kaatst’ niet
meer. In plaats daarvan verlaat hij de Busse-
ballon definitief om ‘neer te slaan’ in het eni-
ge overgebleven stabiele patroon (U°, V9), de
woestijn. Omdat deze stap plaatsvindt in het
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Figuur 8 Biljarten in de Busse-ballon. De baan geeft het
dominante golfgetal van het bovenstaande evoluerende
vegetatiepatroon aan.

gebied waar asymptotische analyse mogelijk
lijkt, is erhoop dat dit proces binnenkort beter
begrepen zal worden.

Terug naar de woestijn
De belangrijkste vraag is natuurlijk: “Wat kan
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Energy-conserving discretization methods for the incompressible

Navier-Stokes equations
Benjamin Sanderse
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“Onderzoek doen aan de Navier-Stokes-vergelijkingen is extra span-
nend zolang de existentie en uniciteit van hun oplossingen niet bewe-
zen is.” Zo luidt de volgens hemzelf mooiste stelling bij het proefschrift
van Benjamin Sanderse, die op 19 maart cum laude promoveerde aan
de Technische Universiteit Eindhoven. Op het eerste gezicht een ver-
rassend ‘zuiver wiskundige’ stelling voor iemand die werkte aan wind-
molenparksimulaties voor het Energieonderzoek Centrum Nederland
(ECN) in Petten. Een groot deel van zijn onderzoek en zijn belangrijk-
ste resultaten waren echter heel fundamenteel numeriek wiskundig
van aard. “Het werk aan de Navier—Stokes-vergelijkingen, ook al is dat
heel bescheiden en met behulp van numerieke methoden, is juist zo
interessant omdat je een kleine bijdrage kan leveren aan het begrip
van het totale probleem. Misschien vinden we met nauwkeurige nume-
rieke simulaties wel hints die het wiskundige bewijs kunnen helpen”,
aldus Sanderse.

Sanderse schreef zijn proefschrift Energy-conserving discretizati-
on methods for the incompressible Navier—Stokes equations; Applica-
tion to the simulation of wind-turbine wakes onder begeleiding van
prof.dr.ir. Barry Koren en deed een groot deel van het onderzoek aan
het Centrum Wiskunde & Informatica. Hij ontwikkelde numerieke me-
thoden voor de simulatie van turbulente stromingen, beschreven door
de incompressibele Navier—Stokes-vergelijkingen, en gebruikte deze
methoden om de stroming van lucht in windmolenparken uit te reke-
nen.

Windmolenparken en numerieke simulaties
In windmolenparken op zee staan grote aantallen windmolens dichtbij
elkaar opgesteld. Nadeel daarvan is dat de windmolens de luchtstro-
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mingen deels voor elkaar verstoren. De afname in stromingssnelheid
leidt tot een vermogensverlies van gemiddeld zo‘n tien procent, ver-
geleken met individueel opgestelde windmolens, en de toename in
turbulente wervelingen zorgt voor een verhoogde belasting op de tur-
binebladen.

Met kennis over de luchtstromingen in een windmolenpark zouden
het ontwerp van de turbines en de opstelling van windmolens in par-
ken verbeterd kunnen worden. Simulaties van luchtstromingen aan de
hand van rekenmodellen komen echter niet altijd goed overeen met de
werkelijkheid. Turbulente stromingen worden gemodelleerd door de
Navier—Stokes-vergelijkingen, partiéle differentiaalvergelijkingen die
de stroming van lucht en vloeistoffen beschrijven. Om numerieke simu-
laties te doen, worden deze continue vergelijkingen gediscretiseerd.
Dit brengt echter vaak fouten met zich mee, omdat de oplossing van
een gediscretiseerd probleem in het algemeen niet precies overeen-
komt met de oplossing van het continue probleem. Als een eenmaal
ontstane fout niet te hard groeit gedurende de berekening, wordt een
numeriek algoritme stabiel genoemd.

In het geval van de Navier-Stokes-vergelijkingen introduceren veel
standaard discretisatiemethoden kunstmatige diffusie om de oplos-
sing stabiel te houden. Zulke ‘numerieke’ diffusie kan turbulente stro-
mingsfenomenen echter uitdempen. Omdat juist die fenomenen be-
langrijk zijn voor het begrip van de aérodynamica, bestudeerde San-
derse in zijn proefschrift methoden die bepaalde invarianten van de
continue vergelijkingen behouden wanneer oplossingen worden bena-
derd. Dit zorgt voor stabiele simulaties en voor fysisch realistische op-
lossingen. Specifieker, ‘zijn’ methodes introduceren geen kunstmatige
diffusie, maar zijn toch stabiel doordat ze de totale kinetische energie
van de stroming in het niet-viskeuze geval behouden. De kinetische
energie van de stroming is in dit geval een (kwadratische) invariant die
een bovengrens aan de oplossing stelt. Als de discretisatie die ener-
gie behoudt, is de oplossing dus ook begrensd, waardoor stabiliteit
verzekerd is.

Een lastig en groot probleem

In een windmolenpark is er een wisselwerking tussen de lokale stro-
ming rondom individuele turbinebladen en het grote zog dat achter
iedere turbine ontstaat en de stroming rond achterliggende molens
beinvloedt. Het gedetailleerd uitrekenen van de stroming rondom de
turbinebladen vraagt om rekencellen met een typische afmeting in de
orde van millimeters, terwijl de belangrijke zogeffecten over afstan-
den van honderden meters tot kilometers plaatsvinden. Het is daarom
zelfs met enorm krachtige (parallelle) computers onmogelijk om beide
effecten nauwkeurig uit te rekenen. Voor turbinebladsimulaties wordt
daarom het zog versimpeld of maar beperkt uitgerekend. Een stan-
daardaanpak voor zogsimulaties is om niet het turbineblad zelf te mo-
delleren maar wel hun effect: het turbineblad wordt versimpeld door
gebruik te maken van zogenaamde actuator disks (trekkende schijven)
met voorgeschreven krachten op de plek van de turbine. Voor hetimple-
menteren van deze krachten, met hun resulterende discontinuiteiten
in de stromingsvariabelen, heeft Sanderse een nieuwe, scherpe en
niet-diffusieve methode voorgesteld.

Energiebehoud en nauwkeurigheidsanalyses

Voor het zover was construeerde hij eerst energiebehoudende discre-
tisatiemethoden van het continue probleem, in het bijzonder tweede
en vierde-orde nauwkeurige eindige volumemethoden op zogenaamde

staggered cartesische roosters. De variabelen worden hierbij niet alle
op dezelfde roosterpunten gekozen, maar om en om, met als resultaat
een discretisatie die massa, impuls, energie en vorticiteit behoudt.
Sanderse heeft nieuwe randvoorwaarden voor deze methoden afge-
leid, die zodanig zijn dat de bijdragen van de rand aan de discrete
energievergelijking de bijdragen van de continue energievergelijking
nabootsen. Hij analyseerde bovendien de bijdrage van de rand op de
nauwkeurigheid van de methoden.

Als de (incompressibele) Navier—Stokes-vergelijkingen eenmaal
ruimtelijk gediscretiseerd zijn, komt de tijdsintegratie aan bod. Hier-
voor worden standaard Runge—Kutta-methoden (RK-methoden) ge-
bruikt, maar waarom die precies werken voor de Navier—Stokes-
vergelijkingen was nog onbekend. RK-methoden zijn ontworpen voor
gewone differentiaalvergelijkingen ?T’t‘ = f(u,t), maar eenmaal ge-
discretiseerd in de ruimte zijn de Navier—Stokes-vergelijkingen geen
systeem van gewone differentiaalvergelijkingen, maar een systeem
van differentiaal-algebraische vergelijkingen. Het belangrijkste resul-
taat in het proefschrift van Sanderse is zijn nauwkeurigheidsanalyse
van de RK-methoden, toegepast op de Navier-Stokes-vergelijkingen.
Er bestond al wel theorie over hoe RK-methoden op differentiaal-
algebraische vergelijkingen kunnen worden toegepast, maar dat was
nog niet eerder voor Navier-Stokes gedaan. Door die theorie te ge-
bruiken kon Sanderse heel veel bestaande methoden in een bredere
context plaatsen en werd duidelijk waarom deze bestaande methoden
werken.

Fundamentele wiskunde voor praktische doeleinden

De vraag rijst hoe Sanderses fundamentele werk te rijmen is met het
feit dat zijn onderzoek volledig door ECN werd gefinancierd. “Het mooie
is, dat mijn resultaat wel direct toegepast kan worden voor het uitre-
kenen van praktische problemen. Ik heb het ook in mijn code gestopt
voor het simuleren van stromingsproblemen en het was in die zin dus
ook meteen nuttig voor ECN”, aldus Sanderse. Hij roemt de combinatie
van het werken bij het CWI en ECN. Op het CWI heerst een fantastische
onderzoekssfeer, een ideale plek voor concentratie en rust, maar er
was ook altijd wat te doen naast het werk. De absolute onderzoeksvrij-
heid (met dank aan Barry Koren) vond hij een enorm voorrecht. Op het
ECN werd hij altijd bewust gemaakt van de noodzaak om wiskundige
modellen naar de praktijk te brengen en zijn onderzoek toe te passen
op windenergie-problemen.

Sanderse bracht ook twee maanden door bij het National Rene-
wable Energy Laboratory (NREL) in het Amerikaanse Boulder, Colora-
do. Een buitenkans voor Sanderse, die heel erg van wielrennen houdt.
Niet alleen kon hij volledig ongestoord aan zijn onderzoek werken, hij
kon het werk ook afwisselen met wielrennen en wandelen in de Rocky
Mountains.

Ten tijde van het interview combineerde hij wielrennen met zwem-
men en hardlopen om te trainen voor een halve triatlon, die hij inmid-
dels heeft voltooid. Na zijn promotie s hij bij Shellin Amsterdam aan de
slag gegaan. Hij werkt daaraan numerieke methoden voor de simulatie
van meerfase-stromingen (gas, olie en water). Ook hiervoor worden de
Navier—Stokes-vergelijkingen gebruikt. Of hij de diepgang en de lange-
termijnprojecten van het academische onderzoek gaat missen of niet
zal moeten blijken. Voorlopig vindt Sanderse het vooral interessant
om te zien hoe er in het bedrijfsleven wordt gewerkt, en dat wiskun-
dige methoden niet alleen in artikelen voortleven, maar echt worden
gebruikt voor het oplossen van praktische problemen. e



Cornelis Johannes van Duijn, Iuliu Sorin Pop

Shock waves and two phase porous media flows

NAW 5/14 nr. 3 september 2013 207

Cornelis Johannes van Duijn
Executive Board

Eindhoven University of Technology
c.j.v.duijn@tue.nl

Iuliu Sorin Pop
Mathematics and Computer Science
Eindhoven University of Technology
i.pop@tue.nl

Shock waves and two phase

porous media flows

Models for porous media flow with multiple fluids (water and oil, for example) are important
for studying techniques such as geological storage of CO, and water driven oil recovery. These
models consist of conservation laws and often contain nonlinearities that preclude the exis-
tence of classical solutions. Hans van Duijn and Sorin Pop discuss important aspects of the
theory of hyperbolic conservation laws, in particular existence and uniqueness of weak solu-
tions, admissibility conditions and shock solutions. This theory explains saturation overshoots
occurring in porous media flows under non-equilibrium conditions.

Mathematical models and simulation tools
are essential for an optimal exploitation of
geological resources. In many cases, for in-
stance groundwater flow, water driven oil re-
covery, or geological CO, storage [1, 7, 12],
the underlying mathematical models consist
of conservation laws. These are nonlinear
evolution equations having either a hyperbol-
ic or a parabolic character. The nonlinearities
and data appearing in the models allow for
the existence of so-called weak solutions, i.e.
discontinuous solutions. The weak solutions
are defined, based on test functions and par-
tial integration. Natural questions arising in
this context are existence, uniqueness, and
regularity of these solutions. For parabolic
problems, uniqueness generally holds. This
is not the case of hyperbolic problems, where
uniqueness requires additional admissibility
conditions, leading to so-called entropy solu-
tions.

In this paper we discuss two admissibility
concepts. They are based on the observation
that hyperbolic equations arise from evolu-
tion equations involving higher order deriva-
tives, by letting such terms vanish. In porous
media models, this is similar to vanishing
capillarity.

Flows in porous media

In this paper we analyze a model that de-
scribes the flow of two incompressible and
immiscible fluids through a porous medium.
Such models arise in geological CO> stor-
age. We follow the approach in which the
porous medium is considered as a contin-
uum, characterized by averaged properties
such as porosity ¢ and permeability K. The
presence of each fluid is described by a satu-
ration, Sy forwaterand Sy, for CO2. The model
equations arise from a combination of mass
balance and Darcy laws for both fluids [1, 7].
When restricting ourselves to horizontal flows
through homogeneous reservoirs, the follow-
ing one-dimensional description results (with
x € {w,n}):

35 , dva _
5t * 3, =0 (massbalance), ()
UO(Z—KkﬂX% (Darcy). )]
He OX

For each fluid, vy is the averaged velocity,
Ux the dynamic viscosity and p the pres-
sure in fluid . Furthermore, k-« denotes the
relative permeability of fluid «. Experiments

show that it is an increasing function of the
corresponding fluid saturation, i.e.

kTD( = kro((so()- (3)

One caninsert (2) into (1) to reduce the system
to two equations, involving, however, four un-
knowns, two saturations and two pressures.
To close the system one assumes the pores
are occupied completely by the two fluids
(thus no other fluid or void is present), im-

plying
Sw +Sn =1. (4)

The difference of the fluid pressures, called
capillary pressure, depends on the CO; satu-
ration Sp. In standard models it is given by

Pn — Pw = Pc(Sn), (5)

where P is strictly increasing.

From (1) and (4) one concludes that the
sum of the fluid velocities, v = vy +vy, is con-
stantin space. It remains constantin time too
iftheinjection processis at constant flow rate.
Introducing reference quantities the model re-
duces to one scalar equation

Ot + Ox f(u) = S(H(u)axP) ©

forallt > 0and x € Q,

which involves only one dimensionless num-
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ber ¢, the capillary number. This is related
to the ratio of viscous forces and surface ten-
sion acting across the interface between the
two fluids.

In (6) u denotes the CO, saturation, u =
Sn, P is the dimensionless capillary pressure
and Q is the dimensionless interval of inter-
est. Below we consider Q = R. The nonlinear
functions are:

_ ko(u)
FO =+ Mk )

Typically, the function f has a convex-
concave profile.
In view of (5) one has

P =P(u). ®

Common choices in the porous media litera-
ture are

ko) =ul*?, ky(u)=(1 - u)t

and P(u) = (1 — u)"1,

where p,q > 0, A > 1 and M > 0 are model
specific, [1].

Non-equilibrium models
The above-mentioned model is based on per-
meability — saturation and capillary pres-
sure — saturation functions under so-called
‘equilibrium conditions’. In this case, mea-
surements are performed after achieving a
static distribution of the fluids inside the
pores. However, capillary pressure functions
measured under non-equilibrium conditions,
when the fluids do not reach a steady state,
are different from those under equilibrium
ones. Further, unexpected saturation profiles
have been measured in [2] for infiltration in a
thin and long column filled by homogeneous
sand. As shown in Figure 1, the saturation pro-
files for a low flux at the inflow are monotone,
as predicted by equilibrium models (see e.g.
[10]). For higher fluxes, so-called ‘saturation
overshoots’ are observed: at the infiltration
front, the saturation values are higher than
the ones at the influx. As the flux increases,
this profile becomes even more intriguing: a
saturation plateau that is higher than the in-
flow saturation appears between an infiltra-
tion front and a drainage front.

Such non-monotonic saturation profiles
are ruled out by equilibrium models, there-

il TR
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Figure 1 Saturation profiles measured for different fluxes

(courtesy of D.A. DiCarlo); note that these profiles become
non-monotonical with the increase of the flux.
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fore non-equilibrium ones are required. A
model incorporating dynamic effects in the
capillary pressure is proposed in [6], where
(5) becomes

Pc=Pce(Sn)+1A'atSn- (9)

P¢ is the capillary pressure-saturation func-
tion determined under equilibrium. The sec-
ond term accounts for the non-equilibrium ef-
fects. The parameter T is assumed constant
for simplicity; generally it may depend on S,.
In the simplified, dimensionless setting con-
sidered here, the capillary pressure becomes

P =P(u)+&totu, (10)

with the dimensionless dynamic number .
Then (6) reads

Oru + Ox f(u)

(11)
= E(H(u)ax(P(u) + Tsatu)),

forallt > 0and x € R.

Remark. Both dimensionless numbers € and
T depend on the reference quantities, see
[11]. In particular, the dynamic number is pro-
portional to the square of the reference veloc-
ity. In other words, a higher flux at the inflow
results in a higher value for T. This is a key
observation for explaining the occurrence of
saturation overshoots.

Admissible shocks

Formally, when letting € tend to 0, both (6) or
(11) become:

Otu+0xf(u)=0 fort>0,x €R. (12)

This equation is hyperbolic. We consider Rie-

mann initial data,

up ifx <0,
u(0,x) = ug(x) = (13)

uy ifx >0,

with given states uyp,u, € R. We only con-
sider bounded solutions, satisfying

Xlir}lw u(t,x)=uy

, (14)
and ;111010 u(t,x)=u,

forall t > 0. Moreover, since u is the CO»
saturation, we only consider states satisfying
0<up,uy <1.

Having formulated the initial value prob-
lem (12)-(13), a natural question arising is
the existence and uniqueness of solutions.
Without entering into details, we mention that
classical solutions fail to exist. Alternative-
ly, one can multiply the original equation by
a test function @ and integrate the resulting
equation over the time-space domain. After
integration by parts, a weak solution is de-
fined as a bounded, measurable function sat-
isfying

Jm J U@ + f(U)oxp dx dt
0 " (15)
+ J Uup(x)p0,x)dx =0,
R

forall @ € C}([0, ) x R), the space of con-
tinuously differentiable functions that vanish
uniformly for large t and x. Clearly, any clas-
sical solution is also a weak solution, but the
latter class is much wider. In particular, a
weak solution may even be discontinuous.

The existence of a solution can be proved
in the context above. However, uniqueness
remains an open question, as this does not
hold generally. For example, consider the
Burgers equation,

atu+ax(%u2)=0 fort >0, x e R. (16)

Letthe initial condition in (13) with uy = 0 and
uy = 1. One can verify that both functions
given below are weak solutions:

0 ifx=<o,
X .
Ug(t, x) = 7 if0 < x <t,
1 ifx=>t,
0 ifx<%t,
up(t,x) = 1
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Note that u, is a continuous transition from
the left state uy = 0 to the right state u, = 1.
These states are connected by a fan that be-
comeswiderin time; such solutions are called
rarefaction waves. At the same time, uy is a
shock, a jump from uy to u,. This shock is
located at x(t) = %t and travels with a fixed
velocity s = x'(t) = % The shock satisfies the
general Rankine—Hugoniot condition relating
the shock speed to the states at its left and
right sides,

~ flug) = fluy)
= 17)

where f is the flux function in the conser-
vation law (12). In general, one can prove
that functions having discontinuities travel-
ling with a velocity that respects (17), and sat-
isfying the equation in classical sense away
from the shock, are weak solutions (see e.g.
[5]). This rises another question: which so-
lution is relevant? In other words, additional
criteria are required for selecting the weak so-
lution of interest.

A natural approach is to use underlying
physics and to investigate which structure has
been lost by letting € tend to zero in the orig-
inal, regularized model. In particular, since
the shock profiles are constant in time, one
can think of similar solutions to the regu-
larized model, travelling waves (TW). Such
waves connect the same left and right states
asthe shock. In otherwords, one investigates
solutions u¢ to the regularized equation, hav-
ing the structure

ué(t,x)=v(n), withn= (- st)/s, (18)

and satisfying

nlirglmvf(n)=u,g and %ijgovf(n)=uy. (19)

A shock u is called admissible if it is the limit
of a TW solution:

u(t, x) =lin6vf(x — st). (20)
Py

Note that neither (6) nor (11) depend explicitly
ont or x, so any translation of a TW remains
a TW. Therefore we fix the wave by assuming
that v€(0) = (uyp + uy)/2.

In what follows we concentrate on shock
solutions to (12), satisfying (in the sense of
left and right limits)

lim u(t,x)=uy and lim u(t, x) = u,. (21)
x/st xXN\st

Such shocks will be denoted by {1y, uy}.
Following the above, we call the shock
{up, u,} admissible if it is the limit (¢ — 0) of
aTW v€ connecting uy to u,.

Oleinik’s criterion

In the classical theory for hyperbolic conser-
vation laws, a generally accepted admissibil-
ity criterion is due to O.A. Oleinik (see [9],
Chapterll) and is based on the parabolic regu-
larization of (12). In the context of two-phase
flow in porous media, we consider (6) with
the capillary pressure in (8). This deviates
slightly for the standard approach, where the
terms on the right are replaced by 0y, u. We
seek TW solutions u¢ to (6), satisfying (21),
and having the structure stated in (18). We
assume that the waves v are smooth, i.e.,
twice continuously differentiable. Applying
the chain rule, and integrating the resulting
once with respect to n leads to

A-sv+f(v)= H(v)(P(v))/ forn e R,
(22)

nljrglm v(n) =uy and %L“}o v(n) = uy,

with A, s € R to be determined. Note that
the scaling in (18) allows eliminating & from
(22). However, ifa TW solution exists, the pro-
file of the corresponding ué becomes steeper
as ¢ tends to 0. In the limit, this leads to a
shock solution to (12).

The behaviour of v as n — +oco implies
that the term on the right in (22) tends to 0 as
well, yielding

o S - fluy)

wemur (23)
and A = urf(u{,/) - u{,’f(ur).
Up — Uy

Note that the TW speed is the shock
speed introduced in (17). With Bv) =
[ H(v)P'(v)dv, a solution of (22) solves

(Bw) = gw) = A sv+ fw),
(24)
forn e R,

subject to the initial condition v(0) =
(g +uy)/2.

Clearly, (23) is necessary, but not sufficient
for the existence of TW solutions, as the latter
implies that the solution of (24) also has the
asymptotic behaviour (22). This behaviour
can be reinterpreted in terms of phase plane

analysis, where 1y acts as a source-type equi-
librium, and u, as a sink. Moreover, (24)
should have no equilibria between the two
states up and u,. This means that the term
on the right in (24) does not vanish between
the two states, hence g has a constant sign
there. This shows that the waves are mono-
tone. In mathematical terms, this becomes
the celebrated Oleinik entropy condition, say-
ingthat shocks {ug, u, } are admissible ifand
only if for all v between 1y and u,,

f) - fluy) .

V—Uy

f) - fuy)

V- Uy

\%

. (25)

In particular, for (16) this implies that shocks
{ugp,ur} are admissible if and only if up >
u,. Hence uy, is not admissible in the sense
of Oleinik.

For model (6), where f has a convex-
concave profile, this means that, if up > u,,
shocks {ug,u,} are admissible only if the
segment connecting the points (uy, f(uy))
and (uy, f(uy)) is above the graph of f and
has no interior intersection points with the
graph. For example, a shock {1,0} is not ad-
missible in this case. A general feature of ad-
missible shocks (according to this criterion)
is that characteristics from the left and right
sides of a shock converge into the shock (as
time is increasing).

Non-classical shocks

Oleinik’s approach uses a parabolic regu-
larization of the hyperbolic equation (12),
which corresponds to the equilibrium capil-
lary pressure model (5). The TW solutions
discussed before remain monotone. As men-
tioned, there are experimental results contra-
dicting this monotonicity, which justifies non-
equilibrium models as (11).

In this respect, one question is whether
such models can justify non-classical shock
solutions to (12), which violate Oleinik’s ad-
missibility condition (25). We refer to [9],
where ‘connectable’ left and right states,
or admissible shocks {uy,u,}, are defined
based on a predefined kinetic function. Sim-
ilarly, in [4] admissible shocks {uyp,u, } are
defined as the limit ¢ — 0 of TW solutions to
(11), and satisfying (22).

From a physical point of view, such shocks
are obtained in the vanishing capillary pres-
sure limit of two-phase porous media flow
models, when dynamic effects are included
in the capillary pressure. Clearly, such shocks
depend on T; for T = 0 one obtains the clas-
sical shocks in the previous subsection. Al-
though formally the limit equation (12) rem-
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Figure 2 The function fforp =1,g=1and M = 2;
here o is the tangent point.

ains the same forany T, the case T > 0 leads
toimportant differences in the structure of the
TW solutions and consequently in the admis-
sibility of shocks. With (22), we seek v solv-
ing

H(v)(S'rv’ - P(v)), =A-sv+f(v),
forneR, (26)

,71_“5100 v(n) =uy and ,}lgglo v(n) = ur,

with s given by (23). Moreover, A has the
same value, at least if H does not vanish;
the degenerate case, when H(u) = 0 for e.g.
u=0andu =1, isanalyzed in [3].

The existence of TW depends on T. Here
we consider u, < up, and let « be the point
where the tangent line through (u,, f(u,))
touches the graph of f (see Figure 2). In this
context, the following results are proved in [4]:

Theorem. /fu, < « < uy, there exists T4« > 0

such that:

a. If0 < T < T, TW connecting uy < « to
Uy exist and are monotone.

b. If T > T4, there exists a unique i p(T) >
o that can be connected to u, through a
monotone TW.

¢. The w — T dependency is continuous and
increasing for T > Tx.

If T > Ty, with up = (1), let u(t) € (Ur, ®

betheu-coordinate ofthe middle intersection

pointof the graph of f with the chord through

(uy, f(uy)) and (uy, f(uy)). Then

d. Foreachuy € (uy,u(7)], there exists a TW
connecting uy to u,.

e. Foreachu, € (w(t), u(t)), no TW connect-
ing uy to u, exist.

f. Foreach uy € (w(t),u(T)), TW connecting

uy to u(t) are possible.

Given u,, Figure 3 displays the values (T)
and u(t) for different values of T. These
points are computed by a shooting method
(see [3].

Case b of the theorem provides TW solu-
tions connecting uy = (T) > « to u,. Let-
ting ¢ — 0, this TW justifies a shock solu-
tion {uyp, u,} to (12) that violates (25), which
states that shocks {ug,u,} are admissible
only if uy € (uy,]. |If the choice of uy,
uyp and T places us the case f, the solution
of the Riemann problem (12)-(13) combines
two shocks: one upwards {uy, 7(t)} and one
downwards {i(T),u,}. This is again a non-
classical construction, where the solution is
a shock down to u,, possibly preceded by
a rarefaction wave from uy to o« if uy > «.
This behaviour is displayed in Figure 4, pre-
senting two numerical solutions computed for
the regularized models with T > T4, respec-
tively T = 0. The former presents two fronts
corresponding to the shocks mentioned be-
fore, the latter only one front connecting « to
ur =0.

Saturation overshoot

The travelling wave analysis in the previ-
ous section provides the mathematical frame-
work for explaining the occurrence of non-
monotonic saturation profiles during infiltra-
tion. As observed in Figure 1, at low fluxes
the saturation has a monotone profile. In this
case, dynamic effects are negligible. The sit-
uation is changing as the flux is increasing;
as mentioned before in a remark, a higher
flux translates into a higher value of the pa-
rameter T in the dimensionless setting. To
relate the TW construction with the experi-
ments, we mention that the left state u rep-
resents the saturation at the inflow, where-
as the right state u, is nothing but the ini-
tial saturation (clearly, satisfying u, < up).
Then, as follows from the theorem, whenever

Figure 3 The branches 1(T) (right) and u(T) (left) com-
puted for uy = 0. With T > Ty, in case b of the theorem
up =10(T), whilein case fup € (W(t), u(T)).
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Figure 4 Numerical solutions for the full model (12), T >
Tx (solid) and T = O (dotted).

T < Ty, if up < & TW connecting uy to u,
are possible, also providing a monotonic sat-
uration profile.

Increasing the flux at inflow has two impli-
cations in the dimensionless model: an in-
crease of T, as well as of uy. In this case,
the theorem rules out the possibility of TW
connecting uy directly to u,. Instead, two
fronts are encountered: an infiltration front
from (t) down to u, and a drainage front
from i(T) to uy. Between the two fronts, the
saturation has a constant, plateau value ().
These are also the saturation profiles in Figure
1, determined experimentally at high fluxes.

The present discussion is restricted to ho-
mogeneous media in one spatial dimension.
Of course, realistic situations require two-
or three-dimensional models, and heteroge-
neous media. One interesting phenomenon
in the multi-dimensional case appears dur-
ing infiltration in homogeneous media, when
preferential flow is encountered in some parts
ofthe medium. This leads to the development
of fingers, which are thin regions of high sat-
uration embedded into regions of low satu-
ration. Such profiles are again ruled out by
standard, equilibrium models, but permitted
inthe non-equilibrium case. Figure 5 presents
such profiles, computed for the model (12) by
a heterogeneous multiscale scheme (see [8]).

From practical point of view, the occur-
rence of preferential flow paths impacts the
performance of the system. For example, in
water driven oil recovery, when injecting water
to displace oil, a water saturation overshoot
implies that less oil is left in the reservoir.
However, as seen above such overshoots are
associated with the formation of fingers: in-
side fingers a high water saturation is en-
countered, whereas outside the saturation re-
mains low. Water will prefer flowing through
the fingers, leaving much oil unmobilized out-
side fingers. This reduces significantly the oil
production. Similarly, when injecting super-
critical CO2 in the sub-surface, having fingers
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Figure 5 Fingers developed during infiltration in a hetero-
geneous medium (courtesy of F. Kissling). Note that even
along a finger the saturation profile is non-monotone.
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Onweer:

een bron van

broeikasgassen en antimaterie

Bliksemschichten zijn indrukwekkende en wonderbaarlijke natuurverschijnselen. Ze zijn niet
alleen gevaarlijk, maar ook een belangrijke bron van stikstofoxiden in de atmosfeer, een sterk
broeikasgas. Sinds 1990 is bekend dat er naast bliksemschichten tussen en binnen wolken
en naar de grond toe ook nog allerlei ontladingsvormen boven de wolken zijn, zoals sprites,
elves en jets. Verder is waargenomen dat onweer flitsen van gammastraling kan uitzenden,
en daarmee zelfs antimaterie kan produceren. Door hun toevallige optreden zijn rechtstreekse
metingen aan bliksemschichten moeilijk uit te voeren. Ook kunnen ze maar zeer gedeeltelijk
in het laboratorium nagebootst worden. Vandaar dat de wiskundige modellering van onweers-
verschijnselen uiterst belangrijk is. Christoph Kohn, Margreet Nool en Ute Ebert leggen uit hoe
zij ontladingen simuleren met behulp van verschillende modellen waarin een dichtheidsbena-
dering en een deeltjesbeschrijving voor elektronen gecombineerd kunnen worden.

In 2010 werden door de NASA-satelliet Fer-
mi [2] bundels van elektronen en positronen
(hun antideeltjes) waargenomen boven Egyp-
te. Hun bron was in tijd en ruimte gecorre-
leerd met een bliksemschicht boven Zambia,
want geladen deeltjes volgen buiten de at-
mosfeer de lijnen van het aardmagnetisch
veld. Het duidelijke positronensignaal op de
satelliet was een opzienbarende ontdekking,
omdat de rustenergie van een elektron of een
positron 511 keV bedraagt en dientengevol-
ge de productie van zulke paren een energie
van meer dan 1 MeV vereist. Ter vergelijking:
een elektron dat tussen twee plaatelektroden
wordt versneld met een spanning van 1 Volt,
krijgt ten hoogste een energie van een elek-
tronvolt (1 eV). Typische energiewaarden van
elektronen in ontladingen zijn enkele eV, om-
dat de energie die nodig is om een molecuul
in lucht te ioniseren — dat is de energie om
een elektron uit de elektronenschil te stoten
— tenminste 12 eV bedraagt voor zuurstof en
tenminste 15 eV voor stikstof.

Om paren van elektronen en positronen
te genereren, moeten fotonen (dat zijn licht-

deeltjes oftewel quantumpakketjes van elek-
tromagnetische straling) met energieén van
enkele MeV met luchtmoleculen botsen. Foto-
nen in gammastralingsflitsen uit onweerswol-
ken kunnen inderdaad zulke hoge en zelfs ho-
gere energieén bereiken, zoals we sinds 1994
uit studies van terrestrial gamma-ray flashes
(TGFs) [6] uit onweerswolken geleerd hebben.

Onweer is een belangrijk verschijnsel op on-
ze aardbol. Daarvan kunnen we ons in Neder-
land geen goed beeld vormen, want dichter
bij de evenaar kan de bliksemintensiteit wel
meerdan honderd keer zo groot zijn als in ons
land, zie Figuur 1. Ten eerste vormt onweer
in tropische gebieden een sterke bron van
stikstofoxide, dat een belangrijk broeikasgas
is [12]. Ten tweede kunnen bliksemschichten
schade aanrichten aan gebouwen, windmo-
lens of vliegtuigen, en aan onze elektrische
en elektronische apparatuur. Daarnaast kun-
nen zij zelfs dodelijk zijn.

Naast bliksems zijn er ook ontladingen,
zoals sprites (reuzenbliksems, die uit de io-
nosfeer omlaag schieten), elves (uitdijende
gloeiende ringen aan de onderkant van de io-
nosfeer) en jets (bliksems, die uit een wolk
omhoog schieten), zie Figuur 2. Deze vormen
van ontladingen zijn naar figuren uit Een mid-

Figuur 1 De verdeling van bliksems op aarde gemiddeld over een jaar. De zwarte gebieden langs de evenaar zijn gebieden
waar bijzonder vaak bliksems worden gemeten [13].
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Elaltronen
dichtheid

Blauwe jet

Figuur 2 Verschillende soorten ontladingen boven onweerswolken tot een hoogte van 100 km: blauwe jets, rode sprites en
als hoogste elves. Tot ongeveer 16 km komen de gewone bliksemontladingen (CG = cloud to ground = van wolk naar aarde)
voor, die zowel positieve als negatieve ladingen van een wolk naar de aarde transporteren [11].

zomernachtsdroom van William Shakespeare
genoemd. Dit type ontladingen vindt echter
niettussen een wolk en de aarde plaats, maar
boven de wolken. Op een hoogte tussen 20

Figuur 3 Als een elektron door gas beweegt, botst het
vaak met de moleculen. Afhankelijk van de elektronenener-
gie vinden verschillende elastische, inelastische en ionise-
rende botsingen plaats.

en 40 km kunnen blauwe jets worden geob-
serveerd. Tot een hoogte van 80 of 90 km ko-
men er rode sprites voor en daarboven de
zogenaamde elves. Niet alleen worden de-
ze op een veel grotere hoogte dan bliksems
waargenomen, zij zijn ook veel langer. Zo kan
een sprite een lengte van 40 km hebben. Dit
komt doordat de intrinsieke lengteschaal van
een ontlading bepaald wordt door de afstand
die een elektron kan afleggen tussen botsin-
gen met luchtmoleculen, en die is ordes van
grootte hogerin de zeerijle lucht onder de io-
nosfeer. Sprites zijn in feite de eerste atmos-
ferische ontladingen die gedeeltelijk door si-
mulaties verklaard kunnen worden [s, 10].

De beweging van elektronen in lucht

Om een ontlading zoals een bliksem tot stand
te brengen en in beweging te houden, moet er
aan verschillende fysische omstandigheden
voldaan zijn. Ten eerste zijn er vrije elektro-
nen nodig die zich door een achtergrondgas
voortplanten. In het geval van bliksem is dat
lucht, maar in een laboratorium kunnen ook
andere gassen worden gebruikt. Ook kennen
we bliksems op andere planeten [3], bijvoor-
beeld op Jupiter of Saturnus waar de atmos-
feer uit waterstof en helium bestaat. Verder is

ereen elektrisch veld nodig waarin de elektro-
nen worden versneld. Figuur 3 demonstreert
de beweging van elektronen in lucht, die af-
wisselend vrij bewegen en met luchtmolecu-
len botsen.

Tussen twee botsingen volgen vrije elek-
tronen de bewegingsvergelijkingen in een
elektrisch veld:

W e, 5=, @
t V2

waar p de relativistische impuls, v de snel-
heid, m, de massa en e de lading van een
elektron zijn. E(¥) is het elektrische veld waar-
in de elektronen worden versneld en c is de
lichtsnelheid.

Botsingen zijn toevallige processen waar-
van de waarschijnlijkheid wordt gegeven door

P =1 - exp(—on(|V]) - |V] - np(z) - At)
o)

~ on(|U]) - [U] - np(2) - At.

Hierbij is np(z) de dichtheid van het achter-
grondgas op hoogte z en At het tijdsinter-
val waarbinnen de beweging van een elektron
wordt bekeken. oy, (|U]) is de werkzame door-
snede (cross section), dat is het botsingsop-
pervlak van twee deeltjes dat van de snel-
heid ¥ van het elektron afhangt. n is een in-
dexvoorde verschillende types botsingen die
kunnen plaatsvinden. Een botsing kan volle-
dig elastisch zijn, of het molecuul kan in ver-
schillende toestanden aangeslagen worden,
toestanden waarbij het molecuul trilt of ro-
teert, of waarbij een elektron in een molecuul
op een hogere energetische schil zit dan nor-
maal. Hierdoor verliest het botsende elektron
energie. Een heel belangrijk soort botsing is
de ionisatie, waarbij een elektron door een
inkomend elektron uit de elektronenschil van
een molecuul naar buiten gestoten wordt en
een positief ion achterlaat. Op deze manier
groeit de hoeveelheid vrije elektronen. Daar
staat een verliesmechanisme tegenover, waar
een elektron aan een zuurstofmolecuul vast
plakt. Als het elektrische veld hoog genoeg is
(meer dan 3,2 MV/m in lucht op zeeniveau),
neemt het aantal elektronen met detijd toe en
ontstaat er een elektronenwolk die zich door
de lucht beweegt.

Deze beweging van elektronen door de
lucht kan het beste door een Monte Carlo-
deeltjesmodel worden beschreven. Dit model
volgt vrije elektronen volgens (1), die ase-
lect botsen met de luchtmoleculen die als
toevallige achtergrond gemodelleerd worden.
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Figuur 4 De linkerkolom toont de elektronendichtheid, de middelste kolom de negatieve ruimtelading en de rechterkolom
het elektrische veld op de tijdstippen 0,72 ns en 0,90 ns. De resultaten zijn alle verkregen met het hybride model, een com-
binatie van het deeltjes- en dichtheidsmodel. Na ongeveer 0,46 ns is namelijk het aantal elektronen meer dan 2x107 en dan
treedt het dichtheidsmodel in werking binnen de streamer. Aan de randen blijven de elektronen gevolgd worden met het deel-
tjesmodel [9].

Dit kan echter meer elektronen opleveren dan
vandaag de dag gesimuleerd kunnen worden.
Hoe hiermee om te gaan, bespreken we ver-
derop.

Een belangrijk mechanisme is dat overal
evenveel positieve als negatieve deeltjes ont-
staan op grond van het behoud van lading,
maar dat ze — voornamelijk door de beweging
van de snelle en lichte elektronen —in een uit-
wendig elektrisch veld van elkaar gescheiden
worden. Daardoor ontstaat er een ladingsver-

deling o(#, t), die het elektrostatische veld E
verandert volgens de Poisson-vergelijking

o, t)
€0

, E@ t)= -V, t).(3)

Streamers: de solitonen van de ontlading

Door de combinatie van de ionisatiereac-
tie in het uitwendige veld en de Poisson-
vergelijking ontstaan er onmiddellijk niet-
lineaire structuren in een ontlading, die ook

wel streamers genoemd worden. Net als een
soliton bewegen deze door de ruimte zonder
dat hun ruimtelijke structuur veel verandert.
Figuur 4 toont streamers die met behulp van
een hybride model zijn gesimuleerd (zie ver-
derop).

Streamers worden voortgestuwd door een
uitwendig elektrisch veld, maar dat veld kan
wel onder de kritische waarde van 3,2 MV/m
liggen. Omdat het binnenste van de streamer
voldoende sterk geioniseerd is, schermt deze
zich af van het uitwendige elektrische veld.
Dit wordt veroorzaakt door een dunne schil
van ruimtelading aan de buitenkant, die het
veld voor de streamerkop sterk verhoogt. Hier
krijgt het veld waardes tot hoog boven het kri-
tische veld, en vindt botsingsionisatie plaats,
waardoor de streamer groeit. Hierworden ook
de moleculen aangeslagen, waardoor uitein-
delijk broeikasgassen ontstaan zoals eerder
genoemd.

Streamers vormen de allereerste stap van
een gepulste ontlading, en ze effenen de weg
voor een latere bliksemschicht.

Veelschalige ruimtelijke structuur

Een enkele streamer heeft al een veelscha-
lige inwendige structuur, en vaak treden
streamers in sterk vertakte boomstructuren
op. We bespreken hier nog niet de strategie
hoe de boomstructuur aan te pakken, maar
beperken ons tot rekenmodellen voor enkele
streamers.

Het hierboven besproken deeltjesmodel
bootst direct de boven besproken elektro-
nendynamica in lucht na. Wordt het aan-
tal deeltjes echter te groot voor het com-
putergeheugen, dan worden superdeeltjes
geintroduceerd, die uit meer dan één deeltje
bestaan. Het rekenen met deze superdeeltjes
kan echter tot gevolg hebben dat zich niet-
fysische verschijnselen voordoen in de oplos-
sing.

De traditionele aanpak van berekeningen
bestaat uit een dichtheidsbenadering voor de
elektronen, die echter fluctuaties van dicht-
heden en energieén van elektronen niet goed
kan weergeven. Om de rekenefficiéntie van
de dichtheidsbenadering te combineren met
een deeltjesaanpak, hebben we een hybride-
in-ruimte-model ontwikkeld.

Dichtheidsmodel

Dit model is een benadering van het deel-
tjesmodel, maar veel details zoals fluctuaties
kunnen niet goed in dit model opgenomen
worden. Het is bekend dat in een constant
elektrisch veld de elektronenenergie varieert
binnen de elektronenzwerm. Aan de voorkant
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Figuur 5 De wrijvingskracht in lucht als functie van de
elektronenenergie.

van de zwerm hebben de elektronen een ho-
gere energie en zullen eerderioniseren dan de
elektronen aan de achterkant van de zwerm.
Bovendien hebben deze laatste ook een la-
gere snelheid. De klassieke dichtheidsmodel-
len houden hier geen rekening mee en zullen
minder nauwkeurige resultaten leveren. Van-
daar dat wij het klassieke dichtheidsmodel
hebben uitgebreid. Door de eerste term van
de gradiéntexplosie in de elektronendicht-
heid op te nemen in de botsingsionisatiesnel-
heid, worden zowel de locatie van de deeltjes-
zwerm als de planaire ionisatie aan de voor-
zijde van de streamer goed benaderd.

Verder wordt gebruik gemaakt van adap-
tieve roosterverfijning, zodat in die gebieden
waar de oplossing snel fluctueert, zoals aan
de kop van de streamer, op een fijn numeriek
rooster de simulatie berekend wordt, terwijl
elders waar de oplossing glad is, op een veel
grover rooster gerekend kan worden. Dit re-
duceert zowel de simulatietijd als het geheu-
gengebruik ten opzichte van een fijn rooster
in het gehele gebied.

In de nabije toekomst zullen de resulta-
ten van onze collega’s Dujko e.a. [4], die een
hogere-orde-model voor streamers afgeleid
hebben, toegepast gaan worden. Gebruikma-
kend van de impulsoverdrachtstheorie, wor-
den de dichtheidsvergelijkingen verkregen
als snelheidsmomenten van de Boltzmann-
vergelijkingen. In het oude model worden
twee behoudsvergelijkingen opgelost, name-
lijk die van de deeltjes- en de stroomdicht-
heid. In [4] wordt dit systeem uitgebreid naar
vier vergelijkingen, namelijk met die voor
energie en energiestroomdichtheid. Als de
Boltzmann-theorie zonder benaderingen toe-
gepast zou worden, dan zijn er oneindig veel
vergelijkingen nodig. Hier beperkt men zich
tot vier vergelijkingen, die een veel nauwkeu-
rigere oplossing bieden ten opzichte van het
oude model met slechts twee vergelijkingen.

Hybride model

Dit model koppelt het deeltjesmodel aan
het dichtheidsmodel door middel van een
(mee)bewegende modelinterface. Bij een
streamerontlading bevinden de meeste elek-
tronen zich juist in gebieden waar het elek-
trisch veld laag is, in het binnenste van de
streamer. Dit gebied laat zich goed beschrij-
ven door een dichtheidsmodel.

Relatief weinig elektronen bevinden zich
aan de voorkant van de streamer of buiten
de streamer. Precies deze elektronen moe-
ten afzonderlijk gevolgd worden en niet sa-
mengenomen worden in superdeeltjes, zoals
in de deeltjesmethode. Dit hybride-in-ruimte-
model, in plaats van een willekeurige hybri-
de methode, maakt gebruik van een bufferzo-
ne, een overgangsgebied tussen deeltjes en
dichtheden.

Wanneer de elektronenstroom over de in-
terface tussen deeltjes- en dichtheidsmodel
wordt berekend, moet dit fysisch consistent
zijn. Daarom moeten aan beide kanten van
de interface dezelfde coéfficiénten gebruikt
worden. Gebeurt dit niet, dan kan er op de
interface een discontinuiteit optreden in de
elektronendichtheid. Een belangrijk voordeel
van dit hybride-in-ruimte-model is dat het de
beweeglijke deeltjes alleen volgt in de dyna-
misch meest interessante gebieden. De nood-
zaak om over te gaan tot superdeeltjes speelt
dus veel later in de simulatie een rol.

Gamma- en antimaterieflitsen

In 1994 werden de eerste gammaflitsen ge-
meten vanuit een satelliet [6]. Volgens re-
cente metingen kan de energie van enkele
lichtdeeltjes in deze Terrestrial Gamma-ray
Flashes (TGFs) tot 40 MeV of mogelijk zelf
tot 100 MeV oplopen. Veel aardse gammaf-
litsen zijn gecorreleerd met sterke negatie-
ve ontladingen, die binnen de wolk naar bo-
ven gaan. Zoals eerder vermeld, zijn twee jaar
geleden ook bundels van positronen geme-
ten. De verklaring van deze verschijnselen
moet gezocht worden in een uitbreiding van
ontladingsmodellen naar hoge energieén.
We bespreken nu belangrijke elementen
ervan.

Weglopende elektronen

Door inelastische en ioniserende botsingen
verliezen de elektronen voortdurend energie.
De gemiddelde impulsverliezen kunnen door
een wrijvingskracht F,, (&, %) benaderd wor-
den, die van de positie ¥ en de energie £
van de elektronen afhangt. De gemiddelde
bewegingvan een elektron met een gemiddel-
de energie £ wordt dan door de niet-lineaire

Figuur 6 Een elektron met een impuls p; botst met een
molecuul met atoomnummer Z en emitteert een foton met
een impuls 71k zodat het elektron hierna een impuls 7 ¢
heeft. De hoeken ©;, ® ; en ® beschrijven de volledige

geometrie van dit proces [8].

vergelijking

dp _ oo o
i =eE(¥) — Fy(&,7) (4

benaderd, waar eE(#’) de gemiddelde versnel-
lingskracht in het elektrische veld is. Figuur 5
toont de wrijvingskracht in lucht als functie
van de elektronenenergie [7]. Ook is de ver-
snellingskracht in een veld van 3,2 MV/m als
horizontale lijn aangeduid.

Bij elektronenenergieén onder 0,01 eV ko-
men alleen elastische botsingen voor; dan
is er geen wrijving en de elektronen kunnen
alleen maar versneld worden. Boven 0,1 eV
neemt de wrijving snel toe door de verschil-
lende types inelastische botsingen, tot aan
een maximum bij 200 eV. Als de elektronen-
energie verder groeit, nemen de botsings-
doorsnedes en dus de wrijving af (want de
elektronen zijn bij wijze van spreken te snel
voor een intensieve wisselwerking). De wrij-
ving stijgt weer boven 1 MeV, waar relativis-
tische effecten belangrijk worden, zoals de
emissie van gammastralen.

Als de elektronen tegelijkertijd versneld
worden dooreenveldvan 3,2 MV/m, danisde
totale kracht (4) positief voor elektronen met
energieén £ < 10 eV en £ >10 keV en nega-
tief daartussen. Dit betekent dat elektronen
met £ < 10 eV gemiddeld versneld worden en
dat elektronen met 10 eV< & < 10 keV ge-
remd worden, tot ze een energie van gemid-
deld 10 eV bereikt hebben. Elektronen met
een energie groter dan 10 keV daarentegen
worden verder en verder versneld en lopen
weg. Ze heten daarom run-away elektronen.

Ontladingsmodellen proberen dus te ont-
rafelen of elektronen tot in het wegloop-
gebied versneld kunnen worden en welke
elektronen welke energieén kunnen bereiken.

Remstraling, gammaflitsen en antimaterie
De weglopende energetische elektronen zijn
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ook nuweer de oorzaak van de gammaflitsen.
Als de elektronen met moleculen botsen, kun-
nen ze een deel van hun energie uitstralen,
de zogenaamde remstraling. Remstraling be-
staat uit fotonen, en als de elektronen ener-
gieén boven 1 MeV hebben, kunnen enkele
fotonen zich ook binnen het energiegebied
van gammastraling bevinden.

De effectieve doorsnede voor remstraling
in lucht werd in 1934 berekend door Bethe en
Heitler [1]. Zij leidden een uitdrukking af voor

d*o
W

= m@km,i, w,0;,07,),(5)

die zowel van de energie van het inkomende
elektron en van het uitlopende foton alsme-
de van de volledige geometrie afhangt (Figuur
6), waar de ruimtehoeken gedefinieerd wor-
den door dQ; s = sin®; rdO; ¢. De volledige
expressie is echter te lang om hier uit te schrij-
ven.

Door H te integreren over de hoeken die
het uitlopende elektron parametriseren,
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De wiskunde van
reflectieseismiek

Voor de bestudering van de aardkorst wordt veelvuldig gebruik gemaakt van reflectieseismiek.
Aan het aardoppervlak worden met behulp van akoestische bronnen golven opgewekt die zich
voortplanten en gereflecteerd worden in de aardbodem. Trillingen ten gevolge van de gereflec-
teerde golven worden aan het oppervlak gemeten en geven informatie over de bodemstructuur.
Het construeren van die structuur uit de gemeten reflecties kan beschouwd worden als een in-
vers probleem. Chris Stolk gaat in op de wiskundige theorie en oplossingsmethodiek van dit

inverse probleem.

Reflectieseismiek is de belangrijkste metho-
de in de olie- en gasindustrie om fossiele
brandstoffen op te sporen in de ondergrond.
Varianten van de methode worden gebruikt
in bodemonderzoek voor engineering toepas-
singen en in de academische geofysica voor
de bestudering van de aardkorst en de man-
tel. Reflectieseismiek werkt met akoestische
(seismische) golven. Deze planten zich over
grote afstanden voort in de aarde en met de
informatie die ze bevatten kunnen vaak beel-
den met hoge resolutie worden gemaakt. De

acoustic source

geophones

Xr<—>

geschiedenis van het vakgebied gaat terug
tot de jaren twintig van de vorige eeuw. De
eerste olievondst mogelijk gemaakt door re-
flectieseismiek was in 1928 in de Verenigde
Staten.

De opzet van een experiment is schema-
tisch weergegeven in Figuur 1. Bronnen aan
het aard- of zeeoppervlak genereren golven
die zich in de aarde voortplanten en reflec-
teren. Aan het oppervlak worden de trillingen
gemeten met een groot aantal speciale micro-
foons, geofoons of hydrofoons genaamd. Dit

L

<

subsurface

v

Figuur 1 Schematische weergave van een seismisch experiment op land

experiment wordt vele malen herhaald, met
bronnen op verschillende locaties.

Golfvoortplanting wordt beschreven door
tijdsafhankelijke partiéle differentiaalverge-
lijkingen die lineair zijn aangezien de trillin-
gen in de bodem een kleine uitslag hebben
(behalve in de directe omgeving van de bron).
De mechanische eigenschappen van het ge-
steente, zoals de dichtheid en compressibili-
teit, vormen positieafhankelijke coéfficiénten
in dit stelsel van partiéle differentiaalverge-
lijkingen. De verwerking van reflectieseismi-
sche data kan dus worden gezien als een
invers probleem. De data van dit inverse
probleem zijn de metingen van oplossingen
van partiéle differentiaalvergelijkingen aan
het oppervlak. De oplossing is een collectie
van coéfficiéntfuncties, en de impliciete rela-
tie tussen data en oplossing wordt gegeven
door een stelsel partiéle differentiaalvergelij-
kingen.

Een voorbeeld van seismische data en het
resultaat van de dataverwerking zijn weerge-
geven in Figuur 2 (op de data is een filter toe-
gepast om de gereflecteerde golven beter te
laten zien). De volgende stap na de recon-
structie van de coéfficiéntfuncties is seismi-
sche interpretatie, waarbij het doel is om de
geologische structuur zo goed mogelijk te be-
grijpen.

In dit artikel bespreken we twee aspec-
ten van het probleem. Het belangrijkste on-
derwerp is de wiskundige theorie voor ima-
ging van enkelvoudig gereflecteerde golven.
De theorie hiervan is grotendeels ontwikkeld
in de laatste dertig jaar. Deze heeft geleid tot
een veel beter begrip van (de prestaties van)
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Figuur 2 Voorbeeld van seismische data, ingezoomd op
een deel van de data van één experiment (boven); seismi-
sche afbeelding van de ondergrond ergens in de Golf van
Mexico (onder). (Met dank aan The Rice Inversion Project).

de methodes, tot algoritmes om voorheen on-
toegankelijke informatie uit de data te ver-
krijgen en tot nieuwe benaderingen van het
probleem. Voordat we zover zijn, bespreken
we de partiéle differentiaalvergelijkingen met
discontinue coéfficiénten die het voorwaart-
se probleem vormen. Goede referenties zijn
het review artikel van Symes [14] voor de wis-
kundige aspecten, en boeken van Sheriff en
Geldart [10] en Yilmaz [16].

Voorwaarts model

We zullen niet lang stilstaan bij de keuze van
een modelvoorseismische golfvoortplanting,
hoewel hier wel degelijk veel over te zeggen
valt. Lineaire elastodynamica wordt algemeen
beschouwd als een goed model. In tweede-
orde-vorm zijn de vergelijkingen

0%u; 0 0
P52 _j%laj@uklafxluk) =fi. (@)

Hierin is u;(x) een vectorveld dat de uitwij-
king (richting en grootte) van het medium be-
schrijft, p(x) de dichtheid, C;jki(x) de elas-
tische tensor en f;(x) een vectorveld dat de
krachtverdeling beschrijft die op het medium
werkt [4].

Vergelijking (1) beschrijft golfvoortplanting
in vaste stoffen, en is daarmee op het eerste
gezicht het meest voor de hand liggende mo-
del. In de praktijk is ook de scalaire akoesti

sche golfvergelijking van groot belang, gege-
ven door

1 2%u 1
WW—VEV'M,:‘Q (2)

Hierin is u(x) de akoestische druk, p(x) de
massadichtheid, c(x) de golfsnelheid en g(x)
een combinatie van brontermen. Net als (1)
wordt deze vergelijking aangevuld met ge-
schikte begin- en randvoorwaarden. Strikt ge-
nomen beschrijft (2) de voortplanting van
akoestische golven in een vloeistof en niet
in een vaste stof zoals de ondergrond van de
aarde. Dat deze toch wordt gebruikt, komt om-
dat het essentiéle gedrag van voortplantende
golven al bevat is in de vergelijking en deze
vaak een redelijke beschrijving van de longi-
tudinale golven in een vaste stof geeft. Vanuit
het oogpunt van inversie is het een logische
keuze omdat het moeilijk is om meer para-
meters dan de functies ¢ en p bevat in (2) te
reconstrueren. Voor de verdere discussie be-
perken we ons daarom tot de scalaire akoesti-
sche vergelijking. Voor constante p en ¢ heeft
(2) de bekende uitgaande golfoplossingen

(t—-7r/c)

w
ux,t) = P r=Ix-xs5. 3)

Uit metingen blijkt dat de eigenschappen
van het aardmateriaal sterk variéren, zowel
over korte als langere lengteschalen. De car-
toonachtige afbeeldingin Figuur1is niet juist:
ook binnen de afgebeelde lagen treden bij-
voorbeeld veel variaties op terwijl de laag-
overgangen vaak veel minder duidelijk zijn.
De vraag is daarom hoe de golfvergelijking
geinterpreteerd moet worden in het geval
van sterk variérende, bijvoorbeeld disconti-
nue coéfficiénten.

In de klassieke, sterke formulering zijn bei-
de kanten van de partiéle differentiaalverge-
lijking continue functies, en geldt de vergelij-
king voor alle (x,t) in het domein, noem dit
Qx[0, TI met Q c R3. Ditis niet mogelijk met
discontinue coéfficiénten. De oplossing is om
de vergelijking in de zwakke vorm te schrijven.
We eisen dat

1 2%u 1
JJ [mﬁ -V EV“‘g] @
-v(x,t)dxdt =0

vooralle v € Cy°(Q x [0, T]). Na partiéle inte-
gratie wordt dit

1 ouov 1
JI [Faﬁ X,t)— ;VU . Vu+gv} (5)

dxdt =0,

voor alle v in C7(Q x [0, T]). Deze vergelij-
king heeft zin als u, Vu, aa—”t‘ en g kwadratisch
integreerbaar zijn, en p en ¢ meetbaar en be-
grensd. Voor p en ¢ eisen we bovendien dat
ze van 0 weg begrensd zijn, dus

p,ceL®(Q), 0<ax<px)<§B
(6)

en 0<ax<c(x)<B.

De goedgesteldheid van het probleem is
behandeld in [7], met verdere ontwikkelingen
in [3, 11], met als resultaten onder andere:

— Existentie en eenduidigheid van oplossin-
gen en continue afhankelijkheid van de
coéfficiénten.

— Differentieerbare afhankelijkheid van de
coéfficiénten met een verlies van Sobolev-
regulariteit van een orde. Deze informatie
is van belang voor de keuze van optimali-
satiemethodes in het inverse probleem.

Het hierboven geschetste kaderis nog niet di-

rect toepasbaar. We nemen namelijk aan dat

de bron g van de vorm

g(x,t) = 6(x — xs)w(t) @

is, waarin 6 de Dirac-deltafunctie is, xs de
positie van de bron en w(t) een korte, smal-
le puls, zonder zeer lage frequenties. Dit is
geen kwadratisch integreerbare functie. Ook
geldt dat de oplossingen bevat zijn in ruim-
tes van kwadratisch integreerbare functies en
dus nietzondermeer continu zijn in x, wat no-
digis om puntmetingen te doen. Met de extra
aanname dat ¢ en p extra regulariteit hebben
rond de positie van de bron en de ontvangers,
bijvoorbeeld lokaal constant zijn, kan ook dit
geval worden behandeld [14].

De verzameling van paren van bron- en
ontvangerposities (xs,x,) waarvoor metin-
gen worden gedaan, noteren we met Y. De-
ze liggen aan het oppervlak, zodat Y ¢ R? x
R2. Metingen worden gedaan gedurende een
tijdsinterval [0, T]. De voorwaartse afbeelding
is dan de afbeelding van de functies c en p
naar de waardes van de oplossing u van (2)
in de meetpunten, genoteerd met

Fle, plixr, t; x5) = ulxy, t; Xs),

(xXr,x5)€Y, O0<t<T.

()
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Lineaire inverse verstrooiing

De huidige techniek van imaging van seismi-
sche data is bijna uitsluitend gebaseerd op
het gebruik van de linearisatie van de ope-
rator Fin c. Een fysische omschrijving is dat
gebruik gemaakt wordt van enkelvoudig ge-
reflecteerde golven. De betekenis van ‘enkel-
voudig gereflecteerd’ is in dit geval echter niet
zo duidelijk: We kennen allemaal het principe
van reflectie van licht in bijvoorbeeld een ruit.
Daarbij is het duidelijk wat de gereflecteer-
de golf is, en dat de reflectie precies aan de
overgangtussen lucht en glas optreedt. In een
variabel medium kunnen reflectie en refractie
echter overal optreden.

Zoals gezegd lineariseren we Fin c, waar-
bij we aannemen dat p een gegeven constan-
te is. Dat betekent dat we een kleine versto-
ring 6c(x)toevoegen aan de snelheid c(x), en
vervolgens een vergelijking voor de resulte-
rende verstoring du van u afleiden. Het blijkt
eenvoudigte zijn om te werken met de relatie-
ve verstoring ¥ = dc/c, het achtergrondmo-
del ¢ noteren we ook wel met v. Dit resulteert
in de volgende vergelijking voor de perturba-
tie du:

1 02 ) 2r 0%u
(ﬁﬁ -V )5“— DERTERN
ou=0 voort <0.
Dezevergelijkingis lineairin+ en de gelineari-

seerde voorwaartse afbeelding wordt gedefi-
nieerd door

Flvlr = dulyxo,11- (10)

De reconstructie van » gegeven du wordt het
gelineariseerde inverse probleem genoemd.
Daarbij is de functie v, het zogenaamde snel-
heidsmodel, gegeven. Uiteindelijk moet ook
v bepaald worden. Ook wordt ervan uitge-
gaan dat u en du kunnen worden geschei-
den in de gemeten data. In de praktijk zijn de
niet-gereflecteerde golven te herkennen aan
de hoek waaronder ze aankomen aan het op-
pervlak en aan de aankomsttijd.

Een belangrijke aanname in het model (9)
is dat v enr verschillende delen van het snel-
heidsveld c beschrijven: v is een gladde func-
tie en bevat alleen laag-frequente componen-
ten, enr bevatalleen hoog-frequente, oscille-
rende componenten (scheiding van schalen).
Met de scheiding van schalen geeft de line-
arisatie een beschrijving van de data die op-
vallend veel beter is dan wanneer » ook een
laag-frequent deel heeft, zo blijkt uit nume-
rieke berekeningen [14].

Vergelijking (9) voor du kunnen we inter-
preteren met het principe van Huygens. Aan
derechterkant staat een bronterm die het pro-
ductvanr en BBZT’{ bevat. Een bron van golven

ontstaat dus voor (x, t) waar v en %ZT'Z‘ allebei
‘groot’ zijn. Ditis in overeenstemming met het
principe van Huygens, dat zegt dat een secon-
daire bron van golven ontstaat wanneer het
golffront u een reflector bereikt. (Inderdaad
is 7(x) groot waar de variatie in het medium
groot is en het is bekend dat met name daar
de reflecties optreden.)

0
1
L
0.6
. N A N D

Figuur 3 Lichtstralen uit de oorsprong in een medium met een een lage-snelheidszone rond (0, 1). Buiging van de stra-
len leidt tot focusseren van de stralen rond (0, 1.3) en tot meerdere golffronten daaronder. Hiermee wordt de geometrische

optica-aanname geschonden.

Wiskundigen legden de link tussen seis-
mische imaging algoritmes en het gelineari-
seerde inverse probleem eind jaren zeventig
en in de jaren tachtig. Een belangrijk artikel
was dat van G. Beylkin [1], met bijdragen op
twee vlakken:

— De precisering in welke zin een inverse af-
beelding van F wordt geconstrueerd, ge-
geven het feit dat het geen exacte inverse
is.

— De constructie van een dergelijke inver-
se in de vorm van een gegeneraliseerde
Radon-transformatie.

Het blijkt dat de geconstrueerde inverse een

reconstructie geeft van de discontinuiteiten in

v,

We geven de belangrijkste ingrediénten
van dit resultaat. De afleiding van de voor-
waartse afbeelding maakt gebruik van de fun-
ctie van Green, de oplossing G(x, t; xs) van

1 9°
(Wﬁ - V2> G(X,t,XS)

=0(t)o(x — x5).

(11)

Met een geometrische optica-aanname geldt

Gx,t;x5) = alx; x5)0(t — T(x,x5)). (12)

Hierin is T(x, x;) de reistijdfunctie. Voor con-
stante v wordt deze gegeven door "‘;—"5‘, in
het algemene geval door een oplossing van
de eikonaalvergelijking. De amplitude a vol-
doet aan de zogenaamde transportvergelij-
king. Beide zijn gladde functies weg van x; en
kunnen op diverse manieren numeriek wor-
den bepaald. Het symbool ~ in (12) betekent
‘modulo een gladdere fout’ en de vergelijking
is geldig voor kleine tijd, waarbij de aanname
is dat er voor elk paar (x, x;) er precies één
‘lichtstraal’ is die de twee punten verbindt. De
situatie dat de gekromde stralen focusseren,
en dat meerdere golffronten ontstaan, zie Fi-
guur 3, wordt daarmee uitgesloten.
Gebruikmakend van (12) vinden we

Flvlr(x, t; xs)

02 de 27 (x)

= ﬁ v(x)Z a(X,x,,)a(x_xS) (13)

<Ot — T(x, xy) — T(xX, X5)).

Dit is de zogenaamde gegeneraliseerde Ra-
don-transformatie: een integraal over ge-
kromde oppervlakken (of tweedimensiona-
le krommes) gegeven door de vergelijking
T(x,xy) + T(x,xs) = t, de zogenaamde iso-
chronen, zie Figuur 4.
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T (XS’y)+T(X I”Y) =t y

Figuur 4 Isochronen: Integratie-oppervlakken in de gege-
neraliseerde Radon-transformatie.

In [1] werd een inverse van (13) gegeven.
De precieze beschrijving in welke zin de ge-
construeerde operator een inverse is, vereist
kennis van de microlokale analyse, een ver-
zameling technieken die voortbouwt op dis-
tributietheorie en wordt gebruikt in de stu-
die van lineaire partiéle differentiaaloperato-
ren [5—-6]. Belangrijk hierbij is dat singulari-
teiten een positie en een richting hebben.
Voor een discontinuiteit die optreedt langs
een oppervlak wordt de ermee geassocieer-
de richting gegeven door de normaal op het
oppervlak. In het algemeen kan deze bepaald
worden door te bestuderen in welke richtin-
gen de Fourier-getransformeerde al dan niet
snel afneemt. Voor een distributie u wordt
de verzameling van paren (positie, richting)
in R™ x R™ waar singulariteiten optreden, de
golffrontverzameling WF (1) genoemd.

Singulariteiten in 7 leiden tot singuliere
bijdrages in het gereflecteerde golfveld du.
Echter, niet alle gereflecteerde golven worden
waargenomen aan het oppervlak. Alleen het
deel van de singulariteiten in » waarvan de
reflecties worden waargenomen, kan worden
gereconstrueerd. Dit leidt tot een microlokale
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This Problem Section is open to everyone; everybody is encouraged to send in solutions and
propose problems. Group contributions are welcome.

For each problem, the most elegant correct solution will be rewarded with a book token worth
€20. At times there will be a Star Problem, to which the proposer does not know any solution.
For the first correct solution sent in within one year there is a prize of €100.

When proposing a problem, please either include a complete solution or indicate that it is
intended as a Star Problem. Electronic submissions of problems and solutions are preferred
(problems@nieuwarchief.nl).

The deadline for solutions to the problems in this edition is 1 December 2013.

Problem A (proposed by Hendrik Lenstra)

Let a,b € C. Show that if there exists an irreducible polynomial f € Q[X] such that f(a) =
fla+b)=fla+2b)=0,then b =0.

Problem B (The attribution will appear in the March issue of 2014)

Let n be a positive integer, and let ¢;; be an integer forall 1 < j < i < n. Show that there
exists an n x n-matrix with integer entries such that the eigenvalues of the top left i x i-minor
are ey, ..., e;; (with multiplicity).

Problem C (proposed by Bart de Smit and Hendrik Lenstra)

Let A be a finite commutative unital ring. Does there exist a pair (B, f) with B a finite com-
mutative unital ring in which every ideal is principal, and f an injective ring homomorphism
A - B?

Edition 2013-1  We received solutions from Wouter Cames van Batenburg (Leiden), Hao Chen
(Seattle), Charles Delorme (Paris), Florian Eisele (Brussels), Alex Heinis (Hoofddorp), Pieter
de Groen (Brussels), Thijmen Krebs (Nootdorp), Guido Senden (Groningen), Sep Thijssen (Ni-
jmegen) and Traian Viteam (Punta Arenas).

Problem 2013-1/A Consider a regular n-gon P, P> ... Py, and draw n — 3 diagonals such that
there are no intersection points in the interior. The polygon is now divided into n — 2 triangles.
Let t; be the number of such triangles that have a vertex at P;. Show that

Solution We received solutions from Charles Delorme, Alex Heinis, Pieter de Groen, Guido
Senden, Sep Thijssen, Traian Viteam and Thijmen Krebs. The book token goes to Sep Thijssen.
All solutions followed the same general strategy. The following solution is most similar to that
of Charles Delorme, Pieter de Groen and Sep Thijssen.

We use [t1,...,tn—1] to denote the continued fraction from the problem statement, and we will
prove the identity by induction for all convex (not necessarily regular) n-gons with n > 3. Note
that the base case n = 3 is trivialas 1 — % =0.

Now assume n > 4 and assume that the identity holds for n — 1. The induction step works
by finding a triangle with two exterior edges, that is, a triangle Px_1 PxPx+1 With tx = 1, and by
removing that triangle from the n-gon, which yields an (n — 1)-gon.
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Lemma 1. Ifn > 4, then there exists an integer k with2 <k <n —1and ty = 1.

Proof. We prove first that there are at least two integers k with 1 < k < n with £y = 1. Suppose
that there is at most one such integer, that is, suppose that there is at most one triangle with two
exterior edges. The total number of exterior edges n then is at most 2 + (#triangles—1)=n -1,
which is a contradiction.

Now note that no two such integers k can correspond to adjacent vertices, so that at least one
of them satisfies2 <k <n - 1. |
Now let k be as in the lemma and assume for now k # n — 1. Consider the (n — 1)-gon with the
vertex Py and the edges Pyx_1 Py and PxPy,1 removed. Forthat (n — 1)-gon, the triangle count
ty is omitted, and the adjacent numbers t;_; and ty.; are lowered by 1. In other words, the
induction hypothesis yields

[t1,. .y tk—2,tk-1 = 1, tka1 — 1, Etxs2, ..., tn-11=0.
In particular, the proof of the case k # n — 1 is finished once we prove the following key identity.

Lemma 2. We have

[t1, .otk tke-1 Ltk Stk oo, tno1]
=[ty, .t teer — 1, bk — L tke2, ey Enole

Proof. From the definition, we directly get

lai,...,am,[b1,...,bpll=la1,...,am, b1,...,byl. ®

Moreover, it is a simple matter of writing things out to see

[a,1,bl=la—-1,b-1]. (2

Indeed, we have

The result follows by taking a = tx—1 and b = [tgs1, tks2,---,tn—1] in (2) and applying (1)
repeatedly. |

This leaves only the case k = n — 1, for which we use the identity

[tl! ey tk—z; tk—ly ]-] = [tly ey tk—Zl tk—l - 1]!
which is obvious as the tail reads t3_1 — % =ty_1 — 1.

Remark. One might worry about division by zero. However, if one takes 1/0 = 0 and 1/00 =0,
then all the identities in the proof above continue to make sense even with divisions by zero.
Alternatively, it is possible to prove that division by zero does not occur. This can be done by
showing in the induction [t;,...,tn—1] = 0 fori=1,...,n — 1 with equality ifand only if i = 1,
which requires a few extra case distinctions in the induction step.

Remark. If one does the induction with k = 1 or k = n, then the induction step becomes more
complicated. Fortunately we did not need to do this thanks to Lemma 1. For example, with

k =1, one needs to prove the implication

[to —1,t3,...,tp-11=0 = [1,t2,13,...,tn-1]=0.
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Let b = [to,t3,...,tn-1], thenthisreads b —1=0 =1 - 1/b = 0, which is true, but cannot be
proved by an identity as in the cases 2 < k < n — 1, because generallyb — 1 #1 - 1/b.

Problem 2013-1/B You are allowed to transform positive integers n in the following way. Write
n in base 2. Write plus signs between the bits at will (at most one per position), and then
perform the indicated additions of binary numbers. For example, 12319 = 1111011 can get +
signs after the second, third and fifth bits to become 11 +1+10+11 = 9;¢; orit can get + signs
between all the bits to become1+1+1+1+0+1+1=610; and so on.

Prove that it is possible to reduce arbitrary positive integers to 1 in a bounded number of steps.
Thatis, thereis a constant C such that forany n there is a sequence of at most C transformations
that starts with n and ends at 1.

Solution This problem appeared originally in the Fall 2011 edition of the MSRI Emissary. We
received solutions from Wouter Cames van Batenburg, Hao Chen, Pieter de Groen, Thijmen Krebs
and Guido Senden. The book token goes to Guido Senden. The following solution contains
ideas from various solutions.

For a positive integer n, let I(n) denote the number of 1’s in its binary expansion. For two
positive integers a, b, we denote by (ab), the positive integer obtained by concatenating the
binary expansions of a and b. We remark that if a, b can be transformed into x, v, respectively,
then (ab); can be transformed into x + 7, by placing a + between a and b.

Lemma 3. Every positive integer n can be transformed into every integer x with I(n) < x <
%I(n).

Proof. One transforms n into I(n) by placing + at every position. Omitting a + after a 1 that has
a + before it raises the sum by 1,as 2 =(1+0)+ 1 and 3 =(1 + 1) + 1. This can be done at least
[%I(n)J times, by omitting the plus after every other 1. d

Corollary 4. Any positive integer n such that 52110821001 < [(n) < 21108211 can be transformed
into 2Mog2 I(V1,

The following proposition, in combination with Corollary 4 now shows that we only need to
consider the cases where I(n) € {4,5,8,9,10}.

Proposition 5. Suppose that all positive integers n with 8 < I(n) < 16 can be transformed into
16. Letk > 4, and let n be a positive integer with 2¥~1 < I(n) < 2X. Then n can be transformed
into 2K,

Proof. We proceed by induction. For k = 4, this is exactly our assumption. Suppose that
the proposition is true for k = i, and let n be a positive integer with 2¢ < I(n) < 2L, Write
n = (ab), with I(a) = | }1(n)| and I1(b) = [ 31m)|. Then 21 < I(a) < I(b) < 2%, s0 a, b can
both be transformed into 2¢, hence n can be transformed into 2i*1, as desired. d

We will now first treat the easiest of the remaining cases, i.e. I(n) € {4,8,10}.

Lemma 6. Any positive integer n such that I(n) = 4 can be transformed into 8.

Proof. Write n = (ab); with a consisting of the first three bits of n. If a starts with (11),, then
a = 8 — I(b), and b can be transformed into I(b) by Lemma 3, so n can be transformed into 8.
If a starts with (10),, then a = 7 — I(b), and b can be transformed into I(b) + 1 by Lemma 3, as
I(b) = 2. We deduce that n can be transformed into 8. d

Corollary 7. Any positive integer n such that I(n) € {8,10} can be transformed into 16.
Proof. Write n = (ab);, with I(a) = 4. Then both a and b can be transformed into 8 by Lemma 6
and Corollary 4, so n can be transformed into 16. O

Finally, we do the case I(n) € {5, 9}, which requires considering more cases.

Lemma 8. Any positive integer n such that I(n) = 5 can be transformed into a power of 2. If n
does not start with (11),, then n can be transformed into 8.
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Proof. First suppose that n starts with (11)2. Then write n = (ab),, where a consists of the first
four bits of n. If a starts with (111),, then a = 16 — I(b), and b can be transformed into I(b) by
Lemma 3, so n can be transformed into 16. If a starts with (110)2, then a = 15 — I(b), and b
can be transformed into I(b) + 1 by Lemma 3, as I(b) > 2. Hence n can be transformed into 16.
Otherwise n starts with (10)2. In this case, write n = (ab)», where a = (10)» consists of the
first two bits of n. Now I(b) = 4, which can be transformed into 6 by Lemma 3, so n can be
transformed into 8. |

Lemma 9. Any positive integer n such that I(n) = 9 can be transformed into 16.

Proof. First suppose that n starts with (11),. Write n = (ab), with a consisting of the first
three bits of n. Then a = 4 + I(a) = 13 — I(b). As I(b) = 6, we have 3 < 1I(b). Hence
I(b) < I(b) +3 < 3I(b), so b can be transformed into I(b) + 3. We deduce that n can be
transformed into 16.

Otherwise n starts with (10)2. Write n = (ab)» in this case, with a containing the first 5 ones of
n, and b containing the last 4 ones. Then by Lemmas 6 and 8, a and b can both be transformed
into 8, so n can be transformed into 16. |

Remark. As Pieter de Groen and Guido Senden remarked, one can prove very quickly that any
positive integer can be reduced to 1 in at most 3 steps, once one has Corollary 4. For this, note
that the remaining cases are those for which 2/182/W1-1 < () < 22[l0821001, The smallest
such case is I(n) = 5. Then one can transform n into 3 - 2M082/M1-1 instead by Lemma 3, as

3 4
§>§,SO

In) < % . pllogz I(n)] =% . plloga Im)1-1 % . plloga Im)1-1 %I(n).

The number 3 - 2/10821001-1 can then be transformed into 2 as I(n) = 5, which can then be
transformed into 1, showing that any positive integer can be reduced to 1 in at most three steps.

Problem 2013-1/C Let R be a commutative ring with 1. Consider the set
S={G,j)eR?:i%=1,7% = j,ij=0}.

Show that the cardinality of S is a power of 3 if S is finite.

Solution We received solutions from Florian Eisele, Thijmen Krebs and Guido Senden. The book
token goes to Florian Eisele. The following solution is partly based on that of Florian Eisele and
Thijmen Krebs.

Let us write S(R) for the set S corresponding to a (commutative unital) ring R. First note that for
all idempotents i € R (i.e. elements i € R with i2 = i) we have (i,0) € S(R). Hence the set of
idempotents I(R) of R is finite if S is finite, so we can proceed by induction on the number of
idempotents n(R) of R. Note that 0,1 € R both are idempotents for all rings R, so n(R) > 1,
and if n(R) = 1, then R is the zero ring, for which S(R) = {(0, 0)}, hence #S(R) = 3°. If n(R) = 2,
then I(R) = {0, 1}, therefore S(R) = {(0, 0),(1,0),(0, 1)}, and #S(R) = 31.

Now let k > 2, and suppose that for all rings R with n(R) < k, the set S(R) has cardinality a
power of 3. Let R be a ring with n(R) = k. As n(R) > 2, there exists an i € I(R) with i & {0,1}.
Letj=1-1,thenj € I(R),andij = 0. Thenthemap ¢: R — R/iRXR/jR,x — (x+iR,x+jR)
is an isomorphism of rings by the Chinese Remainder Theorem. Note that ¢ induces a bijection
I(R) — I(R/iR) x I(R/jR), therefore also a bijection S(R) — S(R/iR) X S(R/jR).

As jisnon-zero, itinduces anon-zero idempotentin (R/iR)x(R/jR). It follows that j+iR # 0, so
n(R/iR) > 1 and similarly (using i+jR) also n(R/jR) > 1, hence n(R/iR), n(R/jR) < n(R) = k.
It follows that #S(R/iR), #S(R/jR) are powers of 3, hence so is #S(R) = #S(R/iR)#S(R/jR).



