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Verbindingen in de

wiskunde

Het decembernummer van het Nieuw Archief voor Wiskunde
maakt goede sier met de wiskunde in de artikelen van Van de
Craats en Hogendijk; beiden tonen ze onder meer de rol van
meetkundige inspiratie voor kunstvormen. Interessant zijn ook
de reflecties van Roos bij zijn afscheid en van Lenstra die zich
bij zijn afscheid van het CWI innemend openhartig toont. Over
het onderwerp didactiek van het universitaire onderwijs is buiten
het anekdotische niet veel bekend. Het leek de redactie goed om
van Jaworski en haar collega’s te horen over een Engels onder-
zoek in dit verband. Misschien zit die onbekendheid wel in de
aard van het universitaire onderwijs: voor massaproductie van
gediplomeerden heb je goede didactiek nodig, maar meeslepen-
de, inspirerende docenten hoeven geen goede didactici te zijn,
ze kunnen dat zelfs beter niet zijn. Een universiteit is tenslotte
geen hbo-instelling. Didactici kunnen daar echter niet veel mee,
bovendien hebben ze meestal niet het niveau om universitair
onderwijs te kunnen beoordelen.

Ons vak kent bijzondere mensen, in binnen- en buitenland.
Een aantal malen had ik het voorrecht en genoegen om Jack Hale
te ontmoeten. Hij overleed in 2009 en was een excellent (Ameri-
kaans) wiskundige die op zeldzame wijze concrete en abstracte
wiskunde wist te combineren. Die combinatie komt helaas niet
veel voor. Zijn boeken en artikelen zijn niet altijd even toegan-
kelijk, maar een studie meer dan waard. Bij een van onze ont-
moetingen mopperde ik tegen hem dat ik bij al mijn onderzoek
het gevoel had dat ik in wiskundekennis tekort schoot, dat ik
altijd veel meer zou moeten weten. Hij keek me peinzend aan
en merkte toen op dat hij het idee had dat ik mijn wiskunde-
kennis optimaal gebruikte. Niet eerder kreeg ik een compliment
dat tegelijk zo verhelderend was. Men moet bij wiskunde onder-
zoek al zijn kennis gebruiken en het is toch nooit genoeg. Het

klinkt als een paradox, maar het heeft te maken met het feit dat er
geen grenzen zijn aan de wiskunde. Het is niet een land dat ont-
dekt wordt, maar een universum dat geschapen wordt met ook
nog parallelle universa. Dat is de reden dat een goed mathema-
tisch instituut herkend wordt aan een bloeiend en goed bezocht
algemeen mathematisch colloquium en de interactie tussen haar
wiskundigen. Ook bibliotheekgebruik zou je daarbij kunnen noe-
men, hoewel dat langzamerhand voor een groot deel wordt ver-
vangen door het raadplegen van teksten op het internet. Merk-
waardig genoeg schijnt onderzoek aan te geven dat er de laatste
jaren kortere referentielijsten bij artikelen verschijnen.

Die opvatting over de noodzaak van brede kennis heeft wel
consequenties. De verbinding tussen de vele onderdelen van de
wiskunde moet in een breed bachelorprogramma vorm krijgen,
zowel abstract als concreet, zowel algebra als analyse als meet-
kunde. Zowel routinetechniek als diepzinnigheid. En eigenlijk
zou die breedheid zich zelfs moeten uitstrekken tot de verbin-
ding met natuurwetenschappelijke en technische vakken. Maar
misschien vinden de lezers van het NAW dat laatste al te nostal-
gisch, zowas hetimmers vijftig jaar geleden. In elk geval probeert
de redactie van het NAW, met hulp van de lezers, de verbindingen
binnen de wiskunde tot stand te houden en te belichten.

Ditdecembernummeris ook een afscheid van Wil Schilders als
mede-hoofdredacteur. De redactie is hem zeer erkentelijk voor
zijn enorme inzet, gezond verstand en ideeén. Hij zal hopelijk in
verschillende andere functies wiskundig Nederland op zijn eige

creatieve wijze blijven steunen. o

Ferdinand Verhulst, hoofdredacteur naw
Mathematisch Instituut, Universiteit van Utrecht
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| Upcoming Events

Suggesties voor deze agenda zijn welkom.
Redacteur: Martijn Zaal

agenda@nieuwarchief.nl

december 2011

8 — 11 januari 2012

[] Free Boundary Problems in Fluid Mechanics
Conferentie overvrije-rand-problemen in vloeistof-
mechanica

plaats University of Nottingham

info www.nottingham.ac.uk/mathematics/research
/conferences/conferencefluidmechanics.aspx

1 -2 december 2011

[] WCNT 2011

Workshop over computationele getaltheorie ter
gelegenheid van het afscheid van Herman te Riele
bij het CWI

plaats CWI, Amsterdam

info event.cwi.nl/wcnt2011

17 — 19 januari 2012

[] 37ste Lunteren Conferentie Mathematische Be-
sliskunde

Jaarlijkse conferentie van het LNMB, met sprekers
Kurt Anstreicher (lowa), Nikhil Bansal (TUE), Benny
Moldovanu (Bonn) en Assaf Zeevi (New York)
plaats Congrescentrum De Werelt, Lunteren

info www.lnmb.nl/conferences/2012

12 — 15 december 2011

[ 13th IMA International Conference of Crypto-
graphy and Coding

Jaarlijkse conferentie over cryptografie

plaats University of Oxford

info www.ima.org.uk/conferences/conferences_ca-
lendar/cryptography.and_coding.cfm

18 — 20 januari 2012

[] Panamaconferentie

Conferentie gericht op de ontwikkeling van reken-
en wiskundeonderwijs in Nederland

plaats NH Leeuwenhorst, Noordwijkerhout

info www.fi.uu.nl/panama/conferentie

19 — 23 december 2011

(] Workshop Dynamical Gibbs—non-Gibbs transi-
tions

Workshop voor het STAR onderzoekscluster, geor-
ganiseerd doorA.C.D.van Enter (RUG), R. Fernandez
(UU), F. den Hollander (UL), F. Redig (RU)

plaats Eurandom, Eindhoven

info www.eurandom.nl/STAR/events/workshops

23 — 25 januari 2012

[] 11th Winter school on Mathematical Finance
Winterschool over het modelleren van risico en vo-
latiliteit in stochastische systemen met lezingen
door Tom Hurd en Alexander Lipton

plaats Congrescentrum De Werelt, Lunteren

info staff.science.uva.nl/ spreij/winterschool/win-
terschool.html

20 december 2011

L] Afscheid prof. dr. Jan van Leeuwen
Afscheidsrede en symposium ‘From the World of
Algorithms to Algorithms for the World’

plaats Academiegebouw, Utrecht

info www.cs.uu.nl/wiki/AfscheidjanVanLeeuwen

27 januari 2012

[] Eerste ronde Nederlandse Wiskunde Olympia-
de

De eerste ronde van de Nederlandse Wiskunde
Olympiade 2012 wordt op middelbare scholen ge-
houden

plaats Deelnemende scholen

info www.wiskundeolympiade.nl

januari 2012

30 januari — 3 februari 2012

] SWI 2012

Jaarlijkse Studiegroep Wiskunde met de Industrie
waarin wiskundigen werken aan open problemen
uit de industrie

plaats Eurandom, Eindhoven

info  www.eurandom.nl/events/workshops/2012
/SWI_2012

7 januari 2012

[] Wintersymposium KWG

Het symposium staat in het teken van grootschalig
rekenen en rekenen in onze gezondheidszorg, met
sprekers Herman te Riele (CWI), Richard Boucherie
(UT) en Natasha Maurits (UMC Groningen)

plaats Academiegebouw, Utrecht

info www.wiskgenoot.nl

februari 2012
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1 februari 2012

(] Winterschool WKRU Nijmegen

Studiedag voor (aankomende) docenten over we-
tenschap en techniek in het onderwijs

plaats Radboud Universiteit Nijmegen

info  www.ru.nl/wetenschapsknooppunt/actueel
/agenda/agenda-items/winterschool-2012

15 maart 2012

[] Kangoeroewedstrijd

Reken- en wiskundewedstrijd voor leerlingen vanaf
groep 5

plaats Deelnemende scholen

info wskangoeroe.nl

mei 2012

3 — 4 februari 2012

[] Nationale Wiskundedagen

Conferentie voor wiskundeleraren met presenta-
ties, workshops en demonstraties uit binnen- en
buitenland

plaats NH Leeuwenhorst, Noordwijkerhout

info www.fi.uu.nl/nwd

19 — 23 maart 2012

[] Noncommutative Algebraic Geometry and its
Applications to Physics

Workshop over de interactie tussen niet-commu-
tatieve algebra en theoretische natuurkunde
plaats Lorentz Center, Leiden

info www.lorentzcenter.nl/lc/web/2012/485/info.
php3?wsid=485

31 mei—1juni 2012

L] DIAMANT symposium

Halfjaarlijks symposium van het onderzoeksclus-
ter DIAMANT, met sprekers Christiane Frougny (LI-
AFA, Jussieu, Paris) en Sam Payne (Yale University)
plaats Nog te bepalen

info websites.math.leidenuniv.nl/diamant/
?pid=calendar&nid=176

20 — 24 februari 2012

[J Modeling Strategic Reasoning

Workshop over strategisch gedrag en het modelle-
ren ervan

plaats Lorentz Center, Leiden

info www.lorentzcenter.nl/Ilc/web/2012/484/info.
php3?wsid=484

29 maart 2012

L] Nationale Rekendag

Conferentie voor leerkrachten basisonderwijs
plaats Nog te bepalen

info www.rekenweb.nl/rekendagen

juni 2012

27 februari — 2 maart 2012

(] Nonlocal PDEs, Variational Problems and their
Applications

Workshop over variationele vergelijkingen en hun
toepassingen

plaats UCLA, Los Angeles

info www.ipam.ucla.edu/programs/pde2012

april 2012

13 — 16 juni 2012

[] SIAM conference on Nonlinear Waves and Co-
herent Structures

Conferentie over golven en coherente structuren
en hun toepassing in verschillende vakgebieden
plaats University of Washington, Seattle

info www.siam.org/meetings/nwi2

28 februari — 2 maart 2012

L] YEP IX: Two-dimensional statistical mechanics
Workshop voor jonge Europese kansrekenaars in
het kader van de Stochastic Activity Month met
thema ‘scaling limits in spatial probability’
plaats Eurandom, Eindhoven

info www.eurandom.tue.nl/events/workshops/
2012/YEPIX 2012

2 — 4 april 2012

L] SIAM Conference on Uncertainty Quantification
Conferentie voor wiskundigen en andere weten-
schappers met een interesse voor het kwantifice-
ren van risico en onzekere gebeurtenissen

plaats Raileigh, North Carolina

info www.siam.org/meetings/uq12

juli 2012

maart 2012

13 april 2012

[] Leve de Wiskunde! 2012

Congres waarop vooraanstaande wetenschappers
over hun bevindingen in en rondom de wiskunde
vertellen

plaats CWI, Amsterdam

info www.science.uva.nl/actueel/levedewiskunde

14 maart 2012

(] W&T Academie

Studiedag voor leraren basisonderwijs en pabo-
studenten over wetenschap en techniek in het ba-
sisonderwijs

plaats Nog te bepalen

info www.fisme.uu.nl/wtacademie/archief/2012

12 april 2012

(] NMC 2012

Jaarlijks congres voor de wiskundige gemeen-
schap van Nederland

plaats TU/e, Eindhoven

info www.win.tue.nl/nmc2012

23 - 27 juli 2012

] Summer School Poisson Geometry

Jaarlijkse zomerschool, dit jaar over Poisson Meet-
kunde

plaats Universiteit Utrecht

info www.math.uu.nl
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Deze rubriek is een kroniek van wiskundige activiteiten in Nederland.
Toekomstige activiteiten worden aangekondigd en van voorbije
activiteiten wordt verslag gedaan. Wilt u uw aankondiging of verslag
in deze rubriek geplaatst zien? Stuur ons dan uw bijdrage van

+ 350 woorden, zo mogelijk met illustratie. De redactie behoudt
zich het recht voor berichten te weigeren of in te korten.

Redacteur: Martijn Zaal

nieuws@nieuwarchief.nl

142 finalisten Nederlandse Wiskunde Olympiade

Op vrijdag 16 september werd de finale van de Nederlandse Wiskun-
de Olympiade gehouden op de Technische Universiteit Eindhoven. De
finale sloot een reeks van drie wedstrijdmomenten af. Aan de eerste
ronde, die in februari werd gehouden, deden ruim 5200 leerlingen mee.
De 800 beste deelnemers gingen door naar de regionale tweede ron-
de, die werd gehouden op tien Nederlandse universiteiten. Voor de
landelijke finale werden 149 deelnemers uitgenodigd. Uiteindelijk bo-
gen 142 wiskundetalenten zich over de vijf uitdagende finaleopgaven.
Voor deze groep gaf Johan van Leeuwaarden, onderzoeker en docent
aan de TU/e, een workshop met als titel ‘Kansrekening, simulatie en
schaalvoordelen’.

De vijf bestpresterende deelnemers in iedere deelnemerscatego-
rie worden uitgenodigd voor de prijsuitreiking in november. Samen
met nog tien hoogscorende deelnemers komen zij in een trainings-
programma voor de International Mathematical Olympiad (IMO) die in
Argentinié wordt gehouden. Uiteindelijk wordt uit de trainingsgroep
van 25 deelnemers de zeskoppige Nederlandse IMO-afvaardiging ge-
selecteerd. Afgelopen zomer was Nederland gastland van de IMO.
Het thuisteam deed het goed: met twee zilveren en drie bronzen
medailles hebben ze de lat voor de volgende afvaardiging hoog ge-
legd. Bron: Jorn van der Pol

Eiwit-puzzel blijkt eitje voor online gamers

Online gamers hebben de oplossing gevonden van een raadsel dat
onderzoekers van de University of Washington (UW) al ruim tien jaar
bezighield: de ruimtelijke structuur van het enzym genaamd ‘retrovial
protease’. Omdat dit enzym een belangrijke rol speelt bij de groei en
verspreiding van het AIDS-virus, kan kennis over dit enzym helpen
bij de bestrijding ervan. De zoektocht naar medicijnen die dit enzym
blokkeren werd erg gehinderd doordat de onderzoekers niet wisten
hoe het molecuul er precies uitziet.

Om de meetkundige puzzel op te lossen hebben de onderzoe-
kers het onlinespel ‘Fold-it’ bedacht waarin spelers ruimtelijke puzzels
moesten oplossen. Over meerdere spelniveaus liep de moeilijkheids-
graad van de puzzels geleidelijk op van kleine puzzels tot het complexe
probleem waarin de onderzoekers geinteresseerd zijn. De resultaten
waren verbluffend: binnen een paar dagen waren gamers erin geslaagd
een werkbaar model voor het enzym te vinden. Bovendien werden er
plekken in het molecuul aangewezen die misschien gebruikt kunnen
worden om het enzym uit te schakelen.

Volgens de makers van het spel combineert deze aanpak het beste

Foto: Josse van Dobben de Bruyn
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van menselijke en kunstmatige intelligentie. Hoewel computers (nog)
niet in staat zijn meetkundige problemen als deze op te lossen, bieden
ze wel de mogelijkheid om grote groepen mensen met heel verschil-
lende achtergrond tegelijk aan hetzelfde probleem te laten werken.
De makers verwachten dat de combinatie van wetenschap en com-
puterspellen in de toekomst voor verrassende ontdekkingen kan zor-
gen. www.fold.it

Schermafdruk van het spel

Wiskundeknobbel of rekenmeester?

Bestaat er zoiets als een aangeboren ‘wiskundeknobbel’ of heeft wis-
kunde met talent niets te maken? Nieuw onderzoek van de Johns Hop-
kins University (Baltimore) bij schoolgaande kinderen licht een tipje
van de sluier op.

Mensen en dieren hebben een natuurlijk mechanisme om aantallen
te beoordelen en vergelijken. Omdat dit gevoel voor aantallen zelfs bij
baby’s kan worden vastgesteld, gaat men ervan uit dat het aangeboren
is. Kinderen met een goed gevoel voor aantallen blijken vanaf het begin
al beter te presteren bij het rekenonderwijs. Dit lijkt te suggereren dat
talent voor wiskunde aangeboren is. Toch moeten we voorzichtig zijn
met het trekken van conclusies, vinden de onderzoekers. Kinderen
met een minder gevoel voor aantallen vermijden misschien instinctief
zo veel mogelijk activiteiten die met aantallen en rekenen te maken
hebben, waardoor ze bij het begin van het rekenonderwijs simpelweg
minder ervaring hebben. www.sciencedaily.com

Stieltjes Prijs voor Peter Bruin
De Stieltjes Prijs 2010 voor het beste proefschrift in de wiskunde is
toegekend aan Peter Bruin. De Stieltjes Prijs wordt sinds 1996 jaarlijks
toegekend. Tot 2009 werd dit door het Thomas Stieltjes Institute for
Mathematics gedaan. Vanaf 2010 verzorgt WONDER, de nieuwe Neder-
landse onderzoeksschool voorwiskunde, de toekenning. De prijs wordt
door de Stichting Compositio Mathematica ter beschikking gesteld.
Bruin kreeg de prijs voor zijn proefschrift Modular curves, Ara-
kelov theory, algorithmic applications, dat hij op 1 september 2010
in Leiden verdedigde. Zijn promotor was prof. dr. S.J. Edixho-
ven. web.science.uu.nl/WONDER

Dan Roozemond wint eerste Schoonschip Prijs

De eerste Schoonschip Prijs is toegekend aan Dan Roozemond. De-
ze prijs zal jaarlijks worden toegekend voor het beste proefschrift dat
gebruik maakt van of bijdraagt aan de ontwikkeling van de computer-

algebra, en is vernoemd naar het programma ‘Schoonschip’ van Mar-
tinus Veltman, een van de eerste algebraprogramma’s. De Stichting
Computer Algebra Nederland stelt de prijs ter beschikking.
Roozemond kreeg de Schoonschip Prijs voor zijn proefschrift Al-
gorithms for Lie algebras of algebraic groups, verdedigd op 18
maart 2010 in Eindhoven. Prof. dr. A.M. Cohen was zijn promo-
tor. web.science.uu.nl/WONDER

Eén vogel in de hand...

Wie wel eens een zwerm vogels of een school vissen heeft gezien,
kent het fenomeen: de vogels (of vissen) lijken vooraf afgesproken
routes te volgen waardoor een bewegende ‘vlek’ ontstaat. De groep
van theoretisch biologe prof. dr. Charlotte Hemelrijk van de Rijksuni-
versiteit Groningen heeft ontdekt dat deze opvallende patronen niet
worden veroorzaakt door telepathie tussen de vogels of buitengewone
intelligentie, maar door enkele eenvoudige principes.

Zo kan de vorm van een school vissen verklaard worden door aan
te nemen dat vissen achter hun voorganger aan zwemmen en een bot-
sing proberen te voorkomen. Doordat elke vis een beetje afstand zal
houden, zullen de vissen ernaast naar binnen schuiven. Als de vissen
aan één kant van de school iets langzamer gaan zwemmen, en aan
de andere kant iets sneller, maakt de school een bocht. Op deze ma-
nier wordt een school vissen vanzelf smal en langgerekt, zonder dat er
coodrdinatie nodig is. Dit principe heet ook wel zelforganisatie.

Een zwerm vogels blijkt ook zelforganiserend te zijn. De basisprin-
cipes bij een zwerm vogels lijken verrassend veel op de principes die
in een school vissen gelden: vogels proberen in een groep te blijven,
maar niet te botsen. Het verschil zit hem in hoe een zwerm vogels
draait: elke vogel in de zwerm draait om zijn eigen as. Waarschijnlijk
is dit de reden dat de vorm van een zwerm vogels veel meer variaties

heeft dan die van een school vissen. www.kennislink.nl

Kritiek op monopoliepositie academische uitgevers
In een artikel in The Guardian uit George Monbiot stevige kritiek op de
academische uitgevers. George Monbiot is naast auteur en journalist
ook tijdelijk hoogleraar aan de Oxford Brookes University, en heeft
verscheidene eredoctoraten aan Britse universiteiten.

Monbiot betoogt dat de academische uitgevers een monopoliepo-
sitie hebben die de wetenschap bedreigt, allereerst doordat de prijzen
zo hoog zijn geworden dat bibliotheken gedwongen zijn hun aanbod in
te perken. Hoewel de uitgevers beweren dat de hoge prijzen nodig zijn
om kwaliteit en verspreiding op peil te houden, lopen de winstmarges
van enkele grote uitgevers op tot zo’n 40%. Daarnaast worden auteurs
zelden betaald door de uitgever, maar eerder met publiek geld zoals
onderzoeksbeurzen. Ondertussen zijn de lange doorlooptijden, vaak
een jaar of meer, eerder een bedreiging dan een hulpmiddel voor de
verspreiding van kennis. Monbiot claimt zelfs dat deze situatie in strijd
is met het recht om te delen in de resultaten van wetenschap, zoals
vastgelegd in de Rechten van de Mens.

Volgens Monbiot blijft deze situatie bestaan doordat de grote uitge-
vers vrijwel alle belangrijke tijdschriften in handen hebben. Om fond-
sen te werven, zijn onderzoekers gedwongen in juist deze tijdschriften
te publiceren. De oplossing die Monbiot voorstelt, is dat in beurzen
standaard de voorwaarde wordt opgenomen dat de resultaten in een
publiektoegankelijk tijdschrift gepubliceerd worden. Daarnaast sugge-
reert hij dat regeringen de uitgevers onder de loep laten nemen door
de mededingingsautoriteiten. Op lange termijn betoogt Monbiot dat
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wetenschappelijke artikelen worden opgenomen in een universele da-
tabase. De kwaliteit van deze database moet dan bewaakt worden door
een onafhankelijke autoriteit, betaald uit de astronomische bedragen
die nu worden neergeteld voor abonnementen op wetenschappelijke

tijdschriften. www.guardian.co.uk

HBO bedrijfswiskunde populair

Het aantal eerstejaars bedrijfswiskunde aan het HBO blijft stijgen. Met
193 eerstejaars zijn er ook dit jaar weer meer studenten begonnen:
vorig jaar startten er 175 studenten, in 2009 waren dat er 163. De op-
leiding bedrijfswiskunde wordt aangeboden aan de Hogeschool van
Amsterdam, Fontys Hogeschool Tilburg, de Delftse vestiging van de
Haagse Hogeschool, Hogeschool Inholland vestiging Diemen en de
NHL Hogeschool in Leeuwarden. Met 74 nieuwe studenten heeft de
Hogeschool van Amsterdam net als eerdere jaren de meeste eerste-
jaars. www.wiskundepersdienst.nl

Fibonacci maakte het MCMXCIX keer makkelijker

Het westelijke deel van het keizerlijke Rome kwam in de vijfde eeuw
aan zijn einde, maar de Romeinse getalnotatie heeft het keizerrijk zo’n
zeven eeuwen overleefd. Hoewel de Arabische getallen aan wiskundi-
gen al langer bekend waren, blijkt dat Leonardo da Pisa, beter bekend
als Fibonacci, de Arabische getalnotatie in West-Europa populair heeft
gemaakt met zijn boek Liber Abbaci. Schrijver Keith Devlin beschrijft
in zijn boek The Man of Numbers: Fibonacci’s Arithmetics Revolution
hoe het werk van Fibonacci de getalnotatie en rekenkunde die nu nog
wordt gebruikt, heeft ingevoerd in West-Europa. Zoals de opkomst van
de computer onlosmakelijk is verbonden met de namen Steve Jobs en
Bill Gates, zo hoort de naam Fibonacci bij de opkomst van de moderne

rekenkunde, claimt Devlin. www.charlotteobserver.com

Hans-Peter Postel

Standbeeld van Fibonacci in Pisa

Verrassingen voorspellen

Onderzoekers van de Ruhr-Universiteit Bochum (Duitsland) hebben
een methode ontwikkeld die helpt bij het voorspellen van extreme ge-
beurtenissen. Een voorbeeld hiervan is de recente economische crisis,
die door de meeste statistische modellen niet voorspeld kon worden.
De moeilijkheid is dat statistici in sommige gevallen alleen de extre-
me gebeurtenissen moeten analyseren en in sommige gevallen juist

alle gebeurtenissen. Dit komt doordat een extreme gebeurtenis ver-
oorzaakt kan worden door één andere extreme gebeurtenis, zoals een
natuurramp of aanslag, maar ook door veel kleine, onopvallende ge-
beurtenissen, in dit geval het geven van kredieten met een veel te hoog
risico.

De onderzoekers hebben een handleiding geschreven die helpt bij
de beslissing om alle data, of juist een gedeelte te bestuderen. Hier-
mee kunnen betere modellen ontwikkeld worden die betere voorspel-
lingen geven. De resultaten zijn gepubliceerd in het toonaangevende

tijdschrift The Annals of Statistics. www.eurekalert.org

Math-bridge.org gelanceerd

Negen Europese universiteiten hebben samen de website math-
bridge.org opgezet, waarop leerlingen en studenten hun zwakke pun-
ten op wiskundegebied kunnen bijspijkeren. Op de website worden in
zeven talen cursussen aangeboden over een groot aantal onderwerpen
uit de wiskunde . Bovendien kunnen gebruikers zelf cursussen toevoe-
gen of bestaande cursussen vertalen. Naast tekst bevat de website ook
interactieve opgaven, waardoor de website ook gebruikt kan worden

bij aansluitingscursussen wiskunde. www.math-bridge.org

Rekenen met post-its

Uitgeverij Zwijsen, het APS en het Freudenthal Instituut hebben sa-
men de online wedstrijd ‘#postitwarrekenen’ opgezet. Elke vijf we-
ken wordt een opdracht op Facebook gezet, waarna leerkrachten
een week de tijd hebben om aan de hand van deze opdracht een
mooie figuur in post-its op het raam te plakken. De opdrachten gaan
steeds over een rekenkundig begrip, een van de opdrachten was bij-
voorbeeld om een zich herhalend patroon of een reeks te maken.
De inzendingen worden op de Facebook-pagina van de website ge-
plaatst. Een jury kiest uit de inzendingen het meest creatieve kunst-
werk. www.facebook.com/postitwarrekenen

Vaste grond dankzij wiskunde

Het afstudeerproject van studente toegepaste wiskunde Miranda van
Wijngaarden aan de TU Delft heeft een belangrijke bijdrage geleverd
aan de ontwikkeling van een proces om zand te verstevigen.

In 2007 kwam Van Wijngaarden in contact met het Deltares, een
Nederlands kennisinstituut gericht op deltatechnologie. Deltares was
op dat moment voor het project BioGrout juist op zoek naar een re-
keninstrument. BioGrout is een Australische vinding waarbij los zand
met behulp van een enzym genaamd urease kan worden verstevigd tot
zandsteen. Door het enzym samen met de juiste stoffen in de bodem te
injecteren, slaat er kalk neer, waardoor de bodem steviger wordt. Het
gebruikte enzym wordt geproduceerd door de bacterie Sporosarcina
pasteurii.

Doordat er fysische, biologische en chemische processen een rol
spelen, is het lastig te voorspellen wat precies het effect is als het en-
zym en de bijbehorende stoffen in de bodem worden geinjecteerd. Van
Wijngaarden heeft hiervoor een simulatieprogramma ontwikkeld, ge-
baseerd op een stelsel partiéle differentiaalvergelijkingen. Met behulp
van numerieke methoden wordt het verloop van het verstevigingspro-
ces voorspeld. Hiermee kunnen verstevigingsprocedures voor specifie-
ke projecten van tevoren worden getest.

De proef op de som volgde dit jaar bij de aanleg van een gaspijp-
leiding onder de Waal bij Beuningen. Met behulp van het simulatie-
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programma werd de procedure voor het verstevigen van de bodem van
tevoren uitgekiend. De resultaten van de simulatie hebben bovendien
geholpen bij het verkrijgen van een bouwvergunning.

Inmiddels werkt Deltares aan een tweede generatie BioGrout, een
variant die goedkoper moet worden en bovendien milieuvriendelij-
ker stoffen gebruikt. Miranda van Wijngaarden is inmiddels werk-
zaam als promovenda bij Deltares. Met haar collega’s van geotech-
niek en biotechnologie werkt ze mee aan de ontwikkeling van Bio-

Grout2. www.ewi.tudelft.nl

Jan Karel Lenstra geridderd
Op 4 november is Jan Karel Lenstra, oud-directeur en onderzoeker van
het Centrum Wiskunde & Informatica, onderscheiden als Ridder in de
Orde van de Nederlandse Leeuw. Wethouder Eric Wiebes van de ge-
meente Amsterdam speldde de versierselen op tijdens het symposium
ter gelegenheid van Lenstra’s terugtreden als directeur van het CWI.
Lenstra begon zijn wetenschappelijke loopbaan op het CWI. Van
1969 tot 1989 was hij een prominent onderzoeker op het instituut.
Hij werd hoogleraar Combinatorische Optimalisering en decaan van de
Faculteit Wiskunde en Informatica van de Technische Universiteit Eind-
hoven. Vervolgens vertrok hij naar het Georgia Institute of Technology
in Atlanta. Van 2003 tot 2011 was Lenstra algemeen directeur van het
CWI. Lenstra blijft aan het CWI verbonden en gaat zijn tijd besteden

aan onderzoek en bestuurlijke taken. www.cwi.nl

Nederlands succes bij IMO 2011

Deze zomer was, voor het eerst in de geschiedenis, de Internationale
Wiskunde Olympiade in Nederland. In deze 52ste editie namen 564
deelnemers uit 101 landen het tegen elkaar op.

Na de officiéle opening op zaterdag 16 juli begonnen de wedstrij-
den op maandag 18 en dinsdag 19 juli. Op beide dagen hadden de
deelnemers vierenhalf uur om aan drie problemen te werken. Na deze
twee vermoeiende dagen was het tijd voor ontspanning. De deelne-
mers hadden keuze uit allerhande excursies in Nederland: naast een
zeiltocht over het IJsselmeer en een bezoek aan Volendam konden
deelnemers ook kiezen voor een bezoek aan Den Haag, een fietstocht
of een sporttournooi onder leiding van Nederlandse atleten. Voor de
echte enthousiastelingen waren er in de avond nog lezingen door Ne-
derlandse wiskundigen en een workshop ‘speed cubing’: het supersnel
oplossen van een Rubiks kubus. Op vrijdag bezochten de deelnemers
de Amsterdam Arena, waar spontaan een voetbaltournooi ontstond.

Op vrijdagmiddag kwam dan de langverwachte uitslag. Het Neder-
landse team is erin geslaagd om twee zilveren en drie bronzen me-
dailles in de wacht te slepen. De beste deelnemer was de Duitse Lisa
Sauermann: ze wist alle opgaven op te lossen. Samen met haar re-
sultaten bij eerdere edities van de IMO zorgde dit ervoor dat ze de

toppositie in het klassement overnam van haar landgenoot en trainer
Christian Reiher die in 2003 voor het laatst meedeed. De IMO werd op
zaterdag 23 juli afgesloten met de officiéle sluitingsceremonie in het
RAIl-theater in Amsterdam en een feest voor alle deelnemers, gasten en

vrijwilligers. www.imo2011.nl

Wiskundetournooi Nijmegen 2011 groot succes
Op 23 september vond dit jaar de twintigste editie van het Wiskunde-
toernooi plaats in Nijmegen. Het Wiskundetoernooi is een wedstrijd
voor teams van vier of vijf middelbare scholieren uit de bovenbouw.’s
Ochtends vindt een estafette van korte opgaven plaats en’s middags is
erde Sum of Us, die ieder jaar over een toepassing van wiskunde gaat.
Dit jaar was het onderwerp van de Sum of Us cryptografie en moesten
de teams geheime informatie over de moordenaar Zodiac ontcijferen.
De twee winnende teams kwamen van het Barlaeus Gymnasium in
Amsterdam en het Gomarus College in Groningen. Met deze fantasti-
sche prestatie hebben ze een reis naar Boston gewonnen. Het was ook
dit jaar weer een erg leuke dag! Bron: Saskia Chambille

Bollebozen te gast bij VU

De 86 beste wiskundeleerlingen uit 1, 2 en 3 havo en vwo hebben het op
vrijdag 14 oktober tegen elkaar opgenomen tijdens de Junior Wiskunde
Olympiade (JWO). Kwalificatie voor de JWO is een enorme prestatie op
zich: circa 80.000 Nederlandse wiskundeleerlingen deden eerder mee
aan de landelijke Kangoeroewedstrijd, waarvan slechts de beste 86
zijn overgebleven en hebben gestreden om de prijzen. De vierde editie
van de JWO is, evenals de vorige edities, georganiseerd door de Vrije
Universiteit Amsterdam.

Tijdens de JWO zijn door de deelnemers creatieve en uitdagende
wiskundesommen opgelost. In het eerste wedstrijddeel hebben de
deelnemers de tanden gezet in vijftien meerkeuzeopgaven. Tijdens
het tweede wedstrijddeel zijn de deelnemers aan de slag gegaan met
tien open opgaven. Vervolgens was het tijd voor de deelnemers om de
zinnen wat te verzetten en hebben ze zich mogen uitleven in een, door
de Stichting Vierkant voor Wiskunde georganiseerde, workshop.

Rond de klok van 16.15 uur was voor de deelnemers het langver-
wachte moment van de prijsuitreiking aangebroken. Wim Berkelmans
(mede-organisator van de Internationale Wiskunde Olympiade 2011 in
Amsterdam) had de eer om de prijzen te mogen uitreiken. De winnaar
van klas 1 was Nick van Riet van de Goudse Scholengemeenschap, bij
klas 2 heeft Marco Rietjens van de Scholengemeenschap St. Ursula in
Horn gewonnen en in klas 3 won Bob Zwetsloot van het Teylingen Colle-

ge Leeuwenhorstin Noordwijkerhout.  www.wiskundeolympiade.nl/junior

==

Foto: Josse van Dobben de Bruyn



234 naw 5/12 nr. 4 december 2011

Indagationes Mathematicae

Henk Broer

Henk Broer

Johan Bernoulli Instituut voor Wiskunde en Informatica

Rijksuniversiteit Groningen
Postbus 407

9700 AK Groningen
h.w.broer@rug.nl

Nieuws Koninklijk Wiskundig Genootschap

Indagationes Mathematicae

Het tijdschrift Indagationes Mathematicae is in 1939 opgericht door de KNAW. Rond 1990 ging
een nieuwe serie van dit tijdschrift van start waarvan inmiddels volume 22 is bereikt. Onlangs
is het tijdschrift overgegaan naar het KWG. Bij die overgang zijn de nodige veranderingen
doorgevoerd. De nieuwe hoofdredacteur Henk Broer licht de wijzigingen toe.

Het wiskundetijdschrift Indagationes Mathe-
maticae heeft een aantal ingrijpende veran-
deringen ondergaan. Het was decennialang
eigendom van de KNAW, ooit gelieerd aan
de inmiddels verdwenen Proceedings van de
KNAW. Sinds dit jaar, Volume 21, is Indagatio-
nes Mathematicae in eigendom van het KWG,
dat de sectie Wiskunde van de KNAW gemach-
tigd heeft de redactionele politiek te voeren.
Naast mijzelf als hoofdredacteur zijn erinmid-
dels negentien redacteuren aangesteld via de
KNAW: Erik van den Ban, Jan Bouwe van den
Berg, Frits Beukers, Marius Crainic, Bas Edix-

L S S LI Tl R L L

HHaw
mathematicae

mathematicas
mathematicas

mathematicase

indagationes mathematicae
mathematicase

mathematicae
mathematicae

mathematicae
mathematicae

mathematicae

ok W

M. 3. HT1
AN

hoven, Frank den Hollander, Rien Kaashoek,
Jan Willem Klop, Tom Koornwinder, leke Moer-
dijk, Ben de Pagter, Bert Peletier, Robert Rous-
sarie, Sebastian van Strien, Rob Tijdeman,
Jaap Top, Aart van der Vaart, Robbert van der
Vorst en Jan Wiegerinck. De opbrengsten van
het tijdschrift komen ten goede aan de Neder-
landse wiskunde, onder meer aan het Plat-
form Wiskunde Nederland.

Indienen artikelen
Als vanouds verricht Elsevier de distributie
en inmiddels wordt het tijdschrift elektro-
nisch ondersteund door het Elsevier Edito-
rial System (http://ees.elsevier.com/indag),
waar geinteresseerde auteurs ook hun artike-
len kunnen indienen. Verder staat hier infor-
matie over de beoordelingsprocedure en over
de redactionele politiek; van dit laatste zijn
de volgende twee zinnen vermeldenswaard:
— Although the journal aims at general ma-
thematical subjects, there is some prefe-
rence forarticles with afocus on analysisin

a broad sense, including areas like dyna-

mical systems, differential geometry and

stochastics.
— The journal welcomes the submission of
review papers of high quality.

Ten slotte is nog op te merken dat In-
dagationes Mathematicae ook de mogelijk-
heid heeft langere artikelen van voldoend ho-
ge kwaliteit op te nemen.

Special issues
Een van de nieuwe initiatieven is het opzetten
van een reeks special issues. Op dit moment

is binnen volume 22 een issue beschikbaar

ter gedachtenis aan Floris Takens, die in ju-

ni 2010 overleed; hiervan was Sebastian van

Strien de guest editor. De inhoud bevat de

volgende bijdragen:

— Henk Broer and Sebastian van Strien: Flo-
ris Takens (1940-2010)

— Jean-René Chazottes, Frank Redig, Florian
Véllering: Poincaré inequality for Markov
random fields via disagreement percolati-
on

— Peter de Maesschalck, Freddy Dumortier
and Robert Roussarie, Cyclicity of common
slow-fast cycles

— Cees Diks and Florian Wagener: Phenome-
nological and ratio bifurcations of a class
of discrete time stochastic

— Eusebius ). Doedel, Bernd Krauskopf and
Hinke M. Osinga: Global invariant mani-
folds in the transition to preturbulence in
the Lorenz system

— Heinz Hanssman: Non-degeneracy condi-
tions in KAM theory

— VYulijllyachenko: Thick attractors of bounda-

ry preserving diffeomorphisms
— Jacob Palis: On Floris Takens and our joint
mathematical work
— David Ruelle: Floris Takens
— Eveny Verbitskiy: On factors of g-measures
Dit special issue zal als hardcover-editie
verkrijgbaar zijn bij de Elsevier webshop
(http://webshop.elsevier.com). Ook voor Is-
rael Gohberg (guest editor Rien Kaashoek) en
Hans Duistermaat (guest editor Erik van den
Ban) zijn zulke special issues in voorberei-
ding. Verder kunnen dergelijke issues gewijd
worden aan bepaalde workshops, of bijvoor-
beeld aan het feit dat Zaanen te gelegener
tijd honderd jaar geleden geboren werd, en-
zovoorts. e
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Interview Jan Karel Lenstra

“Eer 1s niet meer waard
dan een schep kerkhofzand”

Jan Karel Lenstra neemt op 4 november 2011 na acht jaar afscheid als directeur van het Centrum
Wiskunde & Informatica (CWI). In dit interview kijkt lonica Smeets met hem terug op zijn
loopbaan en de ontwikkeling van het CWI. Over boodschappen doen, zuivere problemen en

onbezorgd onderzoek.

Je werd geboren in 1947, wat voor kind was je?

“lk was nummertwee in een groot gezin en
ik was een braaf kereltje. Het was de tijd van
de wederopbouw met rust, reinheid en regel-
maat. |k gedijde daar goed bij. Mijn vader was
wiskundeleraar en we verhuisden van Zaan-
dam naar Drachten toen mijn vader daar di-
recteur van de hbs werd. Later werd hij rector
aan een lyceum in Groningen en verhuisden
we daarheen.”

Deed je vader thuis ook aan wiskunde?

“Hij gaf altijd wiskundesommetjes bij het
eten, hij was heel handig met rekentrucs. Hij
leerde ons bijvoorbeeld dat je 982 snel kunt
berekenen door te gebruiken dat a2 — b? =
(a + b)(a — b). Dus je neemt 100 maal 96 en
telt daar 4 bij op. Je ziet dan in één keer dat
982 gelijk is aan 9604.

Ik merkte dat mijn broers bij die sommen
sneller waren dan ik. Ook hier op het CWI zit
ik tussen mensen die Spinoza’s en eredocto-
raten hebben, die Veni’s, Vidi’s en Vici’s bin-
nenhalen. Ik denk niet dat mij dat ooit gelukt
was.”

Waar was jij dan goed in?

“Als kind deed ik de boodschappen voor
mijn moeder. Mijn broers waren slim, maar ik
zorgde voor structuur. Dat lijkt een rode draad
in mijn leven. Als ik dingen regelde, dan had
iedereen daar plezier van. Dat deed ik niet
bewust, het ging vanzelf zo.”

Wat wilde je worden in die tijd?

“Mijn vader vond dat ik accountant moest

worden. Hij gaf me een brochure: ‘Accoun-
tant, een beroep dat boeit’. (lacht hartelijk)
Later dacht hij dat ik wel burgemeester van
een middelgrote gemeente kon worden. Hij
zag in mij geen wiskundige, dat was iets voor
hemzelf en mijn broers. Hij dacht dat ik beter
leiding kon geven en zorgen voor een goede
context. Misschien zag hij dat wel goed.

Toen ik later hoogleraar in Tilburg werd,
vroeg mijn vader in welk vak ik hoogleraar

werd. Hij was verontwaardigd toen ik ‘in wis-
kunde’ antwoordde. Hij zei eerst even niets
en zat daarna te sputteren. Dit was tegen de
orde der dingen, ik was helemaal geen wis-
kundige.”

Hoe vond je dat?

“lk lachte erom. De rest van de wereld ziet
mij als wiskundige, maarthuis zien ze dat niet
zo. En ik denk dat thuis gelijk heeft.”

Koos je daarom bewust voor econometrie
als studie?

“lk had geen zin in wis- en natuurkunde.
Ik dacht, achteraf gezien ten onrechte, dat dit
voor slimmere mensen was. lk koos voor eco-
nometrie aan de Universiteit van Amsterdam.
Binnen mijn studie ging ik de kant op van
operations research en daarbinnen de opti-

Foto: CWI, Jan Schipper
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malisering. Toch wiskunde dus. Halverwege
mijn doctoraalfase kwam ik binnen bij het
Mathematisch Centrum [MC, de voorlopervan
het CWI]. Dat was een openbaring.”

Wat was er anders dan op de universiteit?

“Op de universiteit was het chaotisch. Er
werd onderwijs gegeven en je had niet door
dat de hoogleraren achter de deur van hun
kamer ook nog onderzoek deden. Het MC was
een oase van rust en intellect, een kweekvij-
ver van talent en ideeén. Er liepen uitvinders
rond die computers en programmeertalen be-
dachten.”

Waar werkte je zelf aan?

“Aan sequencing en scheduling, proble-
men waarbij taken aan machines moeten wor-
den toegekend. Ik zocht naar relaties tussen
die problemen. Ik liep eens tegen een arti-
kel met een raar clusteringsprobleem aan en
ik zag gelijk dat dit een handelsreizigerspro-
bleem was. Dat soort dingen vond ik leuk. Een
bezoeker suggereerde dat ik eens moest kij-
ken naar hetin 1972 verschenen artikel ‘Redu-
cibility among combinatorial problems’ van
Karp. Dat was een buitengewoon baanbre-
kend artikel waarin P en NP werden gedefi-
nieerd met probleemreducties. Karp liet zien
dat sommige problemen polynomiaal equiva-
lent waren.

Het artikel ging er bij mij in als Gods woord
in een ouderling. Dit was precies wat ik nodig
had. Erwaren problemen die makkelijk waren
op te lossen voor twee machines, maar heel
moeilijk voor drie machines. In de besliskun-
de was dat volstrekt normaal. Voor het ene
probleem had je een truc, maar bij het andere
moest je aanklooien en niemand vroeg zich af
hoe dat kwam.

Met deze theorie kon je orde aanbrengen
in de chaos. In 1971 werd Alexander Rinnooy
Kan op me afgestuurd om iets nuttigs te doen
met wiskunde. Samen hebben we een paar
jaar besteed aan het trekken van de lijn tus-
sen makkelijke en moeilijke problemen in se-
quencing en scheduling. Voor problemen die
niet in polynomiale tijd waren op te lossen,
keken we hoe dicht bij de optimale oplossing
je dan wel kon komen.

In 1979 schreven we met Ron Graham
en Gene Lawler een overzichtsartikel met de
structuur van het vakgebied (‘Optimization
and approximation in deterministic sequen-
cing and scheduling: a survey’). Het was een
dienstverlening aan anderen, wij boden als
eersten een helder overzicht. Dit artikel is in-
middels meerdan duizend keer geciteerd, ter-
wijl er geen origineel idee of eigen onderzoek
in staat.”

Hoe werkte je samen met anderen?

“Gene Lawler werkte bijvoorbeeld totaal
anders dan ik: hij was brille en chaos. Hij
werkte een nacht door, rookte twee dozen si-
garen weg en kwam met een krankzinnigidee.
Alexander Rinnooy Kan draaide soms in een
middag een artikel in elkaar. Ik was meer de
man van de saaie structuren, ik was maanden
bezig om de zaak uit te werken en te polijs-
ten. Uiteindelijk stond er geen letter meer op
zijn plaats, waren alle schroefjes en bouten
aangedraaid en zat het stevig in elkaar. Zon-
der een globale visie was het dat nooit ge-
worden, maar zonder mijn gedetailleerd mi-
cromanagement ook niet.”

Heb je ooit getwijfeld om naar het bedrijfs-
leven te gaan?

“Ik houd van zuivere problemen. Een han-
delsreizigersprobleem is heel zuiver, maar in
de praktijk heb je vijf reizigers in plaats van
één en ze moeten stoppen om te slapen. Je
krijgt allemaal smerige randvoorwaarden. In
de praktijk kom je allerlei dingen tegen waar
andere mensen gewoon beter in zijn.”

In 1983 werd je deeltijdhoogleraar in Til-
burg. Hoe beviel het daar?

“Ik gaf alleen colleges en had geen aan-
sluiting bij de economen die daar werkten.
Na vier jaar haalde Rinnooy Kan me naar Rot-
terdam, maar daar zat ik weer tussen de eco-
nomen. Collega’s werkten voor de havens en
zagen niet in waarom je artikelen in internati-
onale wetenschappelijke tijdschriften zou pu-
bliceren.

Eind jaren tachtig werd ik onrustig, ik ken-
de het CWI inmiddels van haver tot gort. Toen
ik deeltijdhoogleraar in Tilburg werd, wilde
directeur Cor Baayen me niet laten gaan en
maakte me afdelingschef. In zijn plaats had
ik dat nooit gedaan. Ik stuur veel meer aan op
doorstroming, er zijn maar weinig mensen die
op het CWI hun pensioen moeten halen.

Ik heb er zelf de eerste keer misschien wel
te lang gezeten, twintig jaar. Ik wilde weg,
maar wel naar een faculteit wiskunde en infor-
matica, waar de waarheid op de eerste plaats
staat en geld op de tweede. Daarom ging ik
naar de Technische Universiteit Eindhoven. In
Rotterdam snapten ze niet dat ik naar zo’n
provinciale plaats ging, maar voor mij scheen
in Eindhoven de zon.”

In Eindhoven werd je uiteindelijk decaan,
hoe kwam je in die functie terecht?

“Het was een klus die min of meer au-
tomatisch op me afkwam. Ik was al voorzit-
ter van een wetenschappelijke vereniging ge-
weest en vond het normaal dat ik moest gaan
besturen. Zo kon ik anderen de kans geven
hun wetenschap te beoefenen. Ik heb mijn
carriére nooit gepland, ik liet me door toeval
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leiden en rolde van het ene in het andere. Dat
begon alop mijn middelbare schoolin Gronin-
gen toen de vereniging voor welsprekendheid
een nieuwe voorzitter nodig had. Ik was hele-
maal niet welsprekend, ik was juist heel ver-
legen. Maar er was gedoe en niemand wilde
voorzitter worden. Anderen toonden vertrou-
wen in mij en dus waagde ik de sprong in het
diepe. En dat bleek goed te werken, ik vond
het zelfs leuk.”

In 2002 vertrok je naar Georgia Tech, heb
je nooit eerder overwogen om naar het bui-
tenland te gaan?

“lk reis graag en bracht veel zomers doorin
Berkeley, op Cornell of MIT. Ik vond de combi-
natie met mijn baan op het CWI altijd ideaal.
Daar kwam ook bij dat ik een dochtertje had.
Ik was rond 1980 gescheiden en ze woonde
gedeeltelijk bij mij. Ik had veel contact met
haar en daarom wilde ik niet permanent weg.

In 2002 was die dochter inmiddels 25, en
goed terechtgekomen, en ik was hertrouwd.
Mijn vrouw wilde graag naar Georgia Tech.
Hun besliskundeschool is de grootste en
beste op zijn gebied. Voor mij was er een in-
teressante vacature als school chair. Tot mijn
stomme verbazing kreeg ik de baan niet. Bij
mijn tweede sollicitatiegesprek had ik mijn
dag niet en heb ik het verknald. Ik kreeg wel
een aanbieding om hoogleraarte worden, een
eervolle plek met veel geld. Maar ik kon er
niets regelen en dat is wat ik het liefste doe.
Ik mocht er niet de boodschappen doen.

Toen ik even terug was in Nederland om-
dat het Wiskundig Genootschap het predicaat
‘Koninklijk’ kreeg, werd ik gevraagd te sollici-
teren naarde baan van CWI-directeur. Dat was
mijn droombaan, maar mijn vrouw had haar
droombaan op Georgia Tech. Dat was lastigen
mijn vrouw heeft een offer gebracht door mee
terug te gaan naar Nederland. Het is gelukkig
goed uitgepakt, ze is inmiddels hoogleraar in
Delft. En achteraf gezien is het, ook voor onze

Drachten (1953)

kinderen, beter dat we zijn teruggekomen.”

Geefjeje eigen kinderen net als jouw vader
sommetjes?

“Af en toe leg ik iets eenvoudigs uit, liefst
iets meetkundigs. Bijvoorbeeld dat het ver-
schil tussen (x +1)2 en x2 gelijkis aan 2x +1.
Dat kun je eenvoudig zien door vierkanten
neer te leggen. Zo kun je kinderen heel mak-
kelijk bijbrengen wat een bewijs is.

Ik herinner me dat mijn oudste dochter
mij een keer belde omdat haar wiskundele-
raar had beweerd dat iets waar was en zij niet
wist waarom ze dat zou moeten geloven. Ik
gaf haar het bewijs in één zin. Het was even
stil en daarna zei ze dat ze haar vriendinnen
ging bellen om het uit te leggen. Het is toch
onzin dat zo’n bewijs op school uit de wiskun-
de is verdwenen, dat is juist het wezen van de
wiskunde.”

Is het CWI veranderd in de tijd dat je weg
was?

“Nadat ik in 1989 naar Eindhoven vertrok,
ging het CWI door een moeilijke periode. Het
Informaticastimuleringsplan hield op en er
liepen te veel mensen in vaste dienst rond.
Het instituut is daar goed uitgekomen. In de
jaren negentig was er de angst dat het insti-
tuut zou veranderen van onderzoek doen en
toepassingen waar dat kan in een instituut
dat toepassingen doet - en onderzoek als dat
aan de orde is. Dat is nooit gebeurd, het on-
derzoek is altijd op de eerste plaats blijven
staan.

In de jaren negentig legde directeur Gerard
van Oortmerssen meer verantwoordelijkheid
bij de onderzoekers zelf. Groepen moesten
voortaan hun eigen broek ophouden. Zijn mo-
del gebruiken we nog steeds: als er twee euro
van NWO komen gaat er een euro in de orga-
nisatie en een euro in het salaris van de vas-
te onderzoekers. De groep moet zelf voor die
ene euro nog een euro genereren voor PhD-
studenten en postdocs.”

Als student (1968)

Wat heb jij als directeur toegevoegd aan
het instituut?

“In 2009 kwam de nieuwe vleugel gereed.
Dat was een belangrijke mijlpaal. In het hele
gebouw is een open sfeer ontstaan, op ont-
moetingsplekken wordt veel gediscussieerd.
Dat is mooi om te zien.

Ik heb extra geld van NWO gebruikt voor
interactie tussen groepen die elkaar nog niet
goed genoeg kenden. Doorbraken gebeuren
op grensvlakken. Als een bioloog met een
probleem komt, heeft een wiskundige de nei-
ging om die bioloog zijn wiskundige gereed-
schapskist te geven en hem dan zo snel mo-
gelijk de deur uit te werken. Hij denkt dat hij
niets leert van het toepassen van zijn metho-
den op andere problemen. Dat is misschien
in eerste instantie zo, maar binnen een week
komt die bioloog met een probleem dat de
bestaande wiskundige gereedschapskist niet
aankan. Dan moet je nieuwe gereedschappen
gaan ontwikkelen. Zo gaat het altijd, ook in de
ict. Er komen altijd nieuwe problemen die de
ict veranderen.

Ik ben trots op de nieuwe groepen waar-
op je geen wiskunde- of informaticastempel
kunt drukken, zoals cryptologie van Ronald
Cramer en life sciences van Gunnar Klau. Ze
zorgen met hun januskop van wiskunde en
informatica voor een hechter instituut.”

Wat is er niet gelukt tijdens je directeur-
schap?

“De organisatie van het CWI bestaat uit
vier clusters met zestien groepen. Ik wilde dat
versimpelen en probeerde de clusterlaag in-
eens te elimineren. Er waren grote voor- en
tegenstanders en dat gaf spanningen in het
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instituut. Dus het was beter om het niet te
doen.”

Vond je het vervelend om je plan af te bla-

zen?
“Ik vond het lastig in de tijd dat het niet lukte
om het plan er doorheen te krijgen. De span-
ningen in het instituut zaten me dwars. Maar
om het af te blazen, vond ik een uitstekend
idee. Er zijn altijd dingen die niet lukken.

Ik heb gemerkt dat dit een instituut van
kleine stapjes is, dus nu grijp ik steeds als het
kan de kans om groepen samen te voegen.
Er komt vast nog eens een moment dat de
clusterlaag verdwenen is.”

Hoe zie je de toekomst van het CWI?

“We zoeken nu geld via wetenschappe-
lijke projecten, maar we zijn genereus naar
universiteiten en bedrijfsleven. We zijn een
open-source instituut, we geven dingen weg.
De luxe van onbekommerd onderzoek van de
20ste eeuw is aan het verdampen en we moe-
ten van contacten en generositeit naar con-
tracten enverdienen. De grote uitdaging is om
ervoor te zorgen dat de autonome onderzoe-
kers hiernog onbezorgd fundamenteel onder-
zoek kunnen doen.

We moeten verder meer samenwerken bin-
nen Europa. Het CWI werkt nu samen met het
Franse INRIA. Waarom zou er niet één Euro-
pees instituut kunnen zijn met vestigingen in
verschillende landen? Dat is alleen maar goed
voor de interactie en kwaliteit. In de Verenig-
de Staten werkt een heel continent samen.
Het geld van conservatieve belastingbetalers

in het Midwesten wordt aan de kust door de-
mocraten besteed. Als Europa mee wildoenin
de wereld, dan moeten we naar Europa-brede
samenwerking en competitie. Dan kunnen wij
Pools belastinggeld besteden aan goed on-
derzoek.”

Wat is het leukste aan je baan als direc-
teur?

“Ditsoort veranderingen, de dynamiek van
het onderzoek. Dat je de gelegenheid krijgt
om, naast alle dingen die goed gaan, veran-
deringen aan te brengen. Ik zit ook in aller-
lei commissies en organen om mee te pra-
ten over beleidsontwikkeling op het gebied
van wiskunde en informatica, bijvoorbeeld de
commissie rekenonderwijs van de Koninklijke
Nederlandse Akademie van Wetenschappen
(KNAW).

Die commissie kwam op een vreemde ma-
nier tot stand. Alexander Rinnooy Kan merkte
in zijn omgeving dat mensen niet meer kon-
den rekenen. Hij vond dat de discussie in de
krant tussen traditionalisten en realisten ner-
gens toe leidde. Toen mailde hij Robbert Dijk-
graaf en mij dat wij er, namens de KNAW en
het CWI, iets aan moesten doen.

In eerste instantie dacht ik dat dit wel erg
ver van een instituut voor fundamenteel on-
derzoek afstond. Later bedacht ik dat het juist
ook een taak van het CWI is om bij dit soort
dingen te kijken wat er aan de hand is en orde
op zaken te stellen. Ik wist er geen snars van,
maar vond dat iemand dit moest aanpakken.
Dus deed ik de boodschappen weer en werd
voorzitter van die commissie. Het was hart-
stikke moeilijk, maar ook heel erg leuk. Uit
ons rapport blijkt dat er qua effect geen ver-
schil is aangetoond tussen de realistische en
traditionele didactiek. Binnen één didactiek
zijn er grotere verschillen dan tussen die di-
dactieken. Eindelijk konden we het hebben
over waar het wel over gaat: dat de leraar
zelf niet meer kan rekenen. Dat ligt niet aan
de leraar, maar aan zijn opleiding en het ge-
reedschap dat hij meekrijgt. Op de pabo is er

Vargya, Noorwegen (1997)

te veel aandacht voor de tere kinderziel, ten
koste van vakkennis. Terwijl je het allebei zou
moeten doen. We zijn teveel doorgeschoten.

Op mijn basisschool in Drachten was er
helemaal geen didactiek. Met pijn in mijn
hart denk ik terug aan de rekencompetitie die
mijn onderwijzer hield. Hij zette twee kinde-
ren voor de klas en gaf ze een som als 87+15.
Wie het eerst het goede antwoord gaf had ge-
wonnen en mocht blijven staan. Aan het eind
had hij alle kinderen op het bord geordend in
twee kolommen, ‘dommen’ en ‘knappen’. De
knapste van de dommen werd als beloning de
domste van de knappen, ik zou zelf trouwens
liever de knapste van de dommen zijn.”

Wat voor mensen bewonder je?

“lemand als Aldus Manutius uit Venetié
rond 1500. Die man stelde zich ten doel, net
na de uitvinding van de boekdrukkunst, om
de klassieken uit te geven. Hij was een van de
eerste uitgevers.”

Maar zoiets klinkt als regelwerk, dat was
ook wel iets voor jou geweest toch?

“Het werk wat hij deed had me wel gele-
gen, maar de grodtsheid van zijn visie is iets
anders. Hij moest een enorm apparaat opzet-
ten metauteurs, letterontwerpers, apparatuur
en papier. Hij heeft de cursieve letter uitge-
vonden, want daarmee paste meer tekst op
een bladzijde, zo kon hij pocketboekjes ma-
ken. Die man heeft invloed gehad.

lets dat altijd is blijven hangen is wat mijn
oudoom Jan tegen me zei in 1976. Alexander
[Rinnooy Kan] en ik waren net gepromoveerd
en gingen na een conferentie in Pittsburg op
bezoek bij de kwekerij van mijn oudtante in
Albany. Ik was genoemd naar haar broer en
deze oom Jan was daar toen ook op bezoek.
Hij moet tachtig geweest zijn.’s Avonds liepen
we over de kwekerij. Hij schopte tegen wat
steentjes en zei toen: “Eer, mijn jongen, is
niet meerwaard dan een schep kerkhofzand”.
Dat vond ik zo’n ontzettend mooi citaat, het
relativerende dat erin zat. Doe nou maar je
werk.” s
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Het onderstaande is een reactie op het artikel ‘Wiskundige Verpoozingen’ door
Wieb Bosma uit het NAW-maartnummer van 2009.

Tower of Hanoi

Wieb Bosma claims (in my interpretation of his Dutch) that a state-
ment in my article [1] was ‘nonsense’. It might be true that “generati-
ons of students of mathematics and computer science are nowadays
taught algorithmic and recursive thinking” with the Tower of Hanoi, but
obviously not mathematical thinking, “in particular for the question
how many moves of discs are necessary” to transpose a complete to-
wer. Although Schoute’s mathematical analysis of the puzzle is one
of the most valuable among the early papers on the subject, he, like
almost all modern authors, fails to avoid in his ‘bewijs’ the unjusti-
fied use of an hypothesis, namely that the largest disc moves directly
from the initial to the goal position in an optimal solution. This as-
sumption, although provable for the classical task, is even false for
the general problem to find a shortest solution when the initial and
final states of the puzzle, i.e. legal distributions of the discs among
the pegs, are prescribed arbitrarily. If Bosma had read further in my
article, he would have found this discussion [1, p. 295] and a complete
proof of minimality [1, p. 296] and thus could have avoided to write
‘onzin’. Andreas M. Hinz, Munich, Germany

Reference
1 Andreas M. Hinz, The Tower of Hanoi, Enseign. Math. (2) 35 (1989), 289—321.

The Popular science monthly (1884)
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Het onderstaande is een reactie op het artikel ‘Hydrodynamische limieten en de
pijl van de tijd’ door Frank Redig uit het NAW-juninummer van 2011.

Boltzmann

Het artikel van Frank Redig heeft betrekking op de aloude vraag: Hoe
kunnen de bewegingsvergelijkingen van moleculen van een gas tot
toename van de entropie leiden? De bewegingsvergelijkingen zijn in-
variant voor tijdomkeer; om daaruit een niet-omkeerbaar verschijnsel
af te leiden, moet eriets in gestopt worden. Dat heeft Boltzmann op de
volgende manier gedaan.

Laat x staan voor de driedimensionale positie van een molecuul
en p zijn snelheid. Laat f1(x, p; t) de verdeling van plaats en snelheid
van de moleculen van een gas zijn ten tijde t. Laat de verdeling van
de tweetallen moleculen f>(x, p;x’, p’;t) zijn. Boltzmann stelde een
vergelijking op die beschreef hoe f1 met de tijd verandert ten gevolge
van twee-deeltjes botsingen. Daarin treedt uiteraard f> op. Hij maakte
de cruciale veronderstelling dat die vervangen kon worden door het
product fi1(x, p;).f1(x", p’; O).

Deze veronderstelling (‘Stosszahlansatz’) zegt dat twee botsende
moleculen voor de botsing statistisch ongecorreleerd zijn. Na de bot-
sing zijn ze uiteraard niet meerongecorreleerd; dus de veronderstelling
verbreekt de tijdsymmetrie. Dat opende de mogelijkheid om af te lei-
den dat de entropie in de tijd toeneemt.

Anderzijds is het duidelijk dat deze veronderstelling niet gelden
kan als de deeltjes onderling een wisselwerking met lange afstand
hebben. Inderdaad kan men met een eenvoudige berekening aantonen
dat voor deeltjes met onderlinge zwaartekracht de uniforme verdeling
niet stabiel is. Derhalve kan de entropiewet niet gelden voor deeltjes
in de ruimte. De ‘entropie van het heelal’ is dus een zinloos begrip.

Het natuurkundige probleem is om deze cruciale Stosszahlansatz
precies te formuleren en te begrijpen, zodat je weet wanneer en
waarom die geldt. Dat is vereist als men de toename van de entro-
pie als natuurkundig fenomeen wil verklaren. In het artikel van Re-
dig wordt een stel voorbeelden van mathematisch vernuftig gecon-
strueerde stochastische processen gegeven, maar het is niet dui-
delijk wat daarmee aan het natuurkundige begrijpen bijgedragen
wordt. N.G. van Kampen, Utrecht

Reactie Frank Redig

De afleiding die Boltzmann zelf geeft van zijn vergelijking berust

op de ‘Stosszahlansatz’. Een wiskundig volledige afleiding van de

Boltzmann-vergelijking zal dus ook het bewijs moeten geven van deze

Stosszahlansatz. Helaas beschikken we slechts in beperkte mate over

een dergelijke afleiding. De door Lanford gegeven afleiding is welis-

waar rigoureus en bewijst de Stosszahlansatz, maar geldt enkel voor
korte tijden of voor alle tijden in een lage dichtheidslimiet.

Een afleiding van de Boltzmann-vergelijking geeft bovendien nog
niet noodzakelijk een afleiding van irreversibele hydrodynamische ver-
gelijkingen zoals de diffusievergelijking. Hiervoor is een extra limiet
nodig, of een aanname zoals lokaal evenwicht. Vervolgens is het niet
meer duidelijk of men dan vertrekkend van de microdynamica recht-
streeks de diffusievergelijking kan afleiden.

Op de vraag wat vereenvoudigde stochastische modellen bijdragen
aan natuurkundig begrijpen kan ik het volgende antwoorden:

— In de context van deze modellen kunnen we rigoureuze afleidingen
geven van irreversibele macroscopische vergelijkingen zoals de dif-
fusievergelijking. In het bijzonder wordt daarmee aangetoond dat
microscopische reversibiliteit verenigbaar is met macroscopische
irreversibiliteit. Er is dus geen fundamentele paradox (inderdaad

wist Boltzmann dit reeds). Cruciaal hierbij is het nemen van een

macroscopische limiet. Zolang deze limiet niet genomen is, blijven

we de effecten van reversibele microdynamica (zoals Poincaré re-
currenties) zien.

— De afleiding van de macroscopische vergelijking is controleerbaar.
Bijvoorbeeld kan men de kans uitrekenen van trajecten die afwijken
van de oplossing van de macrovergelijking. De entropiefunctie van
dit principe van grote afwijkingen kan vervolgens gebruikt worden in
niet-evenwichts-statistische mechanica (van dergelijke modellen).

— Recente resultaten voor coupled map lattices laten zien dat het sto-
chastische karakter van de (karikaturale) microdynamica niet nood-
zakelijk is en kan vervangen worden door ‘ruimte-tijd chaos’.

De stochastische dynamica’s of modellen van coupled map lattices
geven dus een ‘eenvoudigere context’ of ‘karikatuur’ (van de fysische
werkelijkheid) waarin het probleem van de afleiding van irreversibele
macrovergelijkingen is opgelost. We mogen hopen dat de ontwikkelde
technieken op dit ‘oefenterrein’ nuttig zijn voor afleidingen van ma-
crovergelijkingen in een fysisch realistische context. De scepticus mag
blijven opmerken dat dit nog te bezien valt.
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Recreatieve wiskunde

Symmetrie op de bol
en in het vlak

In het dagelijkse leven komen we allerlei symmetrische voorwerpen tegen. Soms heeft zo’n
symmetrisch voorwerp een speciaal patroon, denk bijvoorbeeld aan een voetbal. In dit artikel
gaat Jan van de Craats dieperin op die patronen, waarbij hij een onderscheid maakt tussen bol-
patronen, rozetpatronen, strookpatronen en behangpatronen. Hij gebruikt hierbij een nieuwe
notatie om de verschillende symmetriegroepen te beschrijven.

In dit artikel beschrijf ik de discrete sym-
metriegroepen van bolpatronen en patronen
in het vlak. In mijn behandeling, die steunt
op ideeén van Coxeter [2] en Fejes Toth [3],
gebruik ik alleen eenvoudige resultaten uit
de euclidische meetkunde en de groepenthe-
orie. Ik presenteer daarbij ook een aange-
paste versie van de ‘signature notation’ van
John H. Conway. Als bonus verkrijg ik Conways
‘magic theorems’ voor bolpatronen en vlakke
periodieke patronen.

Bolpatronen

Veel alledaagse voorwerpen zijn symme-
trisch, vaak op meerdere manieren. Biljartbal-
len, ronde schalen, schotels en bekers (zon-
der oor) hebben zelfs oneindig veel spiege-
lingen en rotaties als symmetrieén, althans
als ze glad en effen gekleurd zijn. Andere
voorwerpen hebben maar eindig veel symme-
trieén, zoals een rechthoekige tafel, een stoel,
een kast of, in meer wiskundige terminolo-

gie, een kubus, een prisma of een piramide.
Of ballen met een speciaal patroon zoals een
voetbal, een volleybal, een basketbal of een
tennisbal.

De symmetrieén van een voorwerp kunnen
in wiskundige termen worden opgevat als iso-
metrieén van de ruimte, dat wil zeggen trans-
formaties die afstanden behouden. Na zo’n
transformatie ziet het voorwerp er precies het-
zelfde uit als ervoor. De symmetrieén vormen
een groep, de symmetriegroep van het voor-
werp. Het is interessant om alle mogelijke ein-
dige symmetriegroepen van voorwerpen in de
ruimte te beschrijven. Dat is in het verleden
al door veel wiskundigen gedaan, op aller-
lei verschillende manieren. Het blijkt dat er
precies veertien verschillende typen van ein-
dige symmetriegroepen zijn (zie bijvoorbeeld
[2, p.270] of [3, p.59)).

In de literatuur worden verschillende na-
men voor deze groepen gebruikt, maar een
van de helderste is de ‘signature notation’,

die ruim twintig jaar geleden bedacht is door
John H. Conway. Ze wordt door Conway en
zijn mede-auteurs Heidi Burgiel en Chaim
Goodman-Strauss gebruikt in hun inspireren-
de en schitterend geillustreerde boek The
Symmetries of Things uit 2008 [1]. Deel | van
dat boek gaat over de symmetrieén van bol-
patronen en patronen in het vlak. Conways
handtekeningnotatie, ook wel ‘orbifold sig-
nature notation’ genoemd, heeft het voordeel
datje erdirect alle symmetrie-eigenschappen
van een patroon uit kunt aflezen. Conway ont-
wikkelde die notatie met behulp van ideeén
van William Thurston. In dit artikel gebruik ik
deze notatie in een licht aangepaste vorm.

Symmetrische voorwerpen en bolpatronen
Elke eindige groep G van isometrieén heeft
minstens &én vast punt, een punt dat bij alle
isometrieén van G op zijn plaats blijft. Neem
om dit te bewijzen een willekeurig punt P sa-
men met alle beelden van P onder de iso-
metrieén van G. Dat is een eindige puntver-
zameling, de baan (Engels: orbit) van P. Elke
isometrie uit G permuteert de punten van die
baan, maar de baan als geheel blijft hetzelf-
de. Hetzwaartepunt O ervan blijft dus bij elke
isometrie van G op zijn plaats.
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Q0

[g@7)] [s@7)]

[g(7,2,2)]

(R

(g(?) s g7 x]

@ O

[g(2) s(7)]

[s(7,2,2)]

Figuur 1 Parametrische patronen

[£(3,3,2)]

[s(4,3,2)]

(8(4,3,2)]

» O

[g(3) s(2)]

[s(3,3,2)]

[s(5,3,2)]

(8(5,3,2)]

Figuur 2 Platonische patronen

Maar omdat G uit isometrieén bestaat, dat
wil zeggen uit transformaties die afstanden
behouden, gaat het oppervlak van elke bol
met middelpunt O door alle isometrieén van
Gookin zichzelf over. Het beschrijven van alle
eindige isometriegroepen in de ruimte is dus
hetzelfde als het beschrijven van alle eindi-
ge groepen van isometrieén op het oppervlak
van een bol. Slordig gezegd kun je elk sym-
metrisch voorwerp identificeren met het sym-
metrische bolpatroon dat ontstaat als je het
vanuit zo’n vast punt O op het oppervlak van
een omvattende bol met middelpunt O pro-
jecteert. Het classificeren van symmetrische
patronen op het boloppervlak (dat tweedi-
mensionaal is) lijkt eenvoudiger te zijn dan
het classificeren van driedimensionale voor-
werpen in de ruimte. Bovendien verbindt de-
ze benadering de studie van bolpatronen met

4 r < \ \

de studie van symmetrische patronen in het
vlak.

Voorbeelden van bolpatronen

In deze paragraaf geefik voorbeelden van bol-
patronen, voor elk type één, elk voorzien van
zijn handtekening. Nu is die handtekening al-
leen nog maar een naam, maar later zal ik
uitleggen hoe die in elkaar zit en hoe je zelf
gemakkelijk de handtekening van een sym-
metrisch bolpatroon kunt vinden.

In elk voorbeeldpatroon zijn de eventuele
vlakspiegelingen aangegeven door de grote
cirkels (zwart getekend) waarin het spiegel-
vlak de bol snijdt. Rotaties zijn aangegeven
door stippen in verschillende kleuren die de
punten aangeven waar de rotatieas het bolop-
pervlak snijdt. Later geef ik meer uitleg, maar
nu al merk ik op dat de kleuringen essentieel

Figuur 3 De tetraéder, de kubus, de octaéder, de dodecaéder en de icosaéder

zijn: symmetrieén van het patroon moeten de
kleuren onveranderd laten.

De zeven patronen in Figuur 1 heten pa-
rametrisch omdat ze afthangen van een para-
meter, in dit geval een geheel getal N > 1.
Elke keuze van N geeft een ander patroon.
In de voorbeelden heb ik steeds N = 7 ge-
nomen, maar het is duidelijk hoe zo’n pa-
troon er bij een andere keuze van N uitziet.
De zeven patronen in Figuur 2 worden plato-
nisch genoemd omdat ze horen bij bepaalde
symmetriegroepen van de platonische licha-
men: de tetraéder (regelmatig viervlak), de
kubus, de octaéder (regelmatig achtvlak), de
dodecaéder (regelmatig twaalfvlak) en de ico-
saéder (regelmatig twintigvlak), zie Figuur 3.

Eindige groepen van isometrieén op de bol
Elke isometrie op de bol is 6f een rotatie rond
een as door het middelpunt, 6f een spiege-
ling in een vlak door het middelpunt, 6f een
draaispiegeling, dat wil zeggen een vlakspie-
geling gevolgd door een rotatie om een as
die loodrecht op het spiegelvlak staat (is de
draaiingshoek nul, dan is de draaispiegeling
dus een vlakspiegeling.) Rotaties zijn directe
isometrieén, vlakspiegelingen en draaispie-
gelingen zijn indirecte isometrieén. Indirecte
isometrieén draaien de oriéntatie om, directe
isometrieén laten de oriéntatie intact.

Bij een vlakspiegeling snijdt het spiegel-
vlak de bol in een grote cirkel. Het is daarbij
handig om te spreken van een spiegeling in
die cirkel in plaats van een spiegeling in dat
vlak. Ik noem die cirkel dan de spiegelcirkel.

Stel dat G een eindige groep van isome-
trieén op de bol is van orde n, dat wil zeg-
gen dat G uit n isometrieén bestaat, inclusief
de identiteit. Omdat het product van twee ro-
taties weer een rotatie is en het product van
twee vlak- of draaispiegelingen ook, bestaat G
of uitsluitend uit rotaties (inclusief de identi-
teit) 6f de rotaties in Gvormen een ondergroep
‘H van orde n/2.

De asvan een niet-triviale rotatie snijdt het
boloppervlak in twee diametrale punten, de
polen van die rotatie. (Een niet-triviale rota-
tie is een rotatie waarbij de rotatiehoek niet
0 is.) De rotaties in G met een gemeenschap-
pelijke as vormen een cyclische ondergroep
van G. Als p de orde is van die ondergroep,
heten de twee polen p-voudige rotatiecentra
of, kortweg, p-polen. De kleinste positieve ro-
tatiehoek van een rotatie in die ondergroep is
21t/p radialen.

Twee polen heten equivalent in G als er
een isometrie in G is die de een in de an-
der transformeert. In de voorbeelden in Fi-
guur 1 en 2 hebben equivalente polen dezelf-
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de kleur. Merk op dat antipodale polen altijd
dezelfde orde hebben, maar niet equivalent
hoeven te zijn.

Chirale patronen

Een bolpatroon, of een voorwerp in de driedi-
mensionale ruimte, heet chiraal als de eni-
ge symmetrieén ervan directe isometrieén
zijn. In dat geval verschilt het patroon van
zijn spiegelbeeld net zoals een linkerhand
van een rechterhand verschilt (het Griekse
woord ‘cheir betekent hand). Als de sym-
metriegroep minstens één indirecte isometrie
bevat, is het spiegelbeeld niet van het origi-
neel te onderscheiden. Het patroon heet dan
achiraal. Met een spiegel kun je de chiraliteit
van een patroon gemakkelijk vaststellen.

In deze paragraaf behandel ik de chirale
bolpatronen. De symmetriegroep G van zo’n
patroon bestaat dan uitsluitend uit rotaties,
inclusief de identiteit. De volgende afleiding
heb ik ontleend aan [2, pp. 274—275].

Laat n de orde van G zijn en laat P een
p-voudige pool zijn op de bol. Dan is het aan-
tal polen dat equivalent is met P (inclusief
P zelf) gelijk aan n/p. Om dit te bewijzen
neem ik een punt Q op de bol dat dichtbij
P ligt. De rotaties met centrum P transforme-
ren Q in een kleine regelmatige p-hoek op
de bol met P als middelpunt. De andere iso-
metrieén in G transformeren deze p-hoek in
p-hoeken rond de polen die equivalent zijn
met P. In totaal vormen de hoekpunten van
deze p-hoeken een verzameling van precies
n punten op de bol, verdeeld in congruente
regelmatige p-hoeken. Dat zijn erdus n/p, en
bijgevolg zijn er ook net zo veel equivalente
p-polen.

Ik zal nu de n — 1 niet-triviale rotaties in G
op een speciale manier tellen door ze samen
te nemen in klassen van equivalente polen.
Bij elke p-pool zijn er p — 1 niet-triviale rota-
ties dus bij een klasse van n/p equivalente
p-polen zijn er (p — 1)n/p niet-triviale rota-
ties. Dit geeft in totaal

> -1n/p

niet-triviale rotaties, waarbij gesommeerd
wordt over alle klassen van equivalente po-
len, elk met zijn eigen waarde voor p. Maar
bij antipodale polen horen dezelfde rotaties,
dus elke rotatie wordt op deze manier twee-
maal geteld. Daarom geldt de volgende ver-
gelijking:

2(n—1)=anT_l,

die ook als volgt kan worden geschreven:
2 1
2—%—Z<1—E> (1)

Alsn =1, danis de groep Gtriviaal: ze bestaat
alleen maar uit de identiteit. Er zijn dan geen
polen en de som is leeg. Als n > 2, dan geldt

2

1<2- < 2.
n

Uit p > 2 volgt dat % <1-1/p <1,duser
kunnen alleen maar twee of drie equivalen-
tieklassen van polen zijn.
Als het er twee zijn, geldt
2 1 1

2- S -1 —+1-—,
n p1 p2

dat wil zeggen

+
pr p2

Maar de beide termen links zijn positieve ge-
hele getallen, dus beide moeten 1 zijn, zodat

pr=p2=n.

Elk van de beide equivalentieklassen bestaat
dan uit slechts één n-voudige pool en G is
de cyclische groep met een n-pool aan elk
uiteinde van zijn rotatieas. De handtekening
van deze groep is [g(n,n)]. Zie Figuur 1 voor
een voorbeeld met n = 7. Verderop wordt de-
ze notatie tot in detail uitgelegd, maar nu al
zeg ik er het volgende over. Om het lezen te
vergemakkelijken zet ik handtekeningen al-
tijd tussen rechte haken. De letter ‘g’ komt van
de term ‘gyration point’ die Conway gebruikt
om rotatiecentra aan te geven die niet op een
spiegelcirkel liggen. (Het Griekse woord ‘gy-
ros’ betekent rond of ronde, denk aan ‘gyro-
scoop’.)

Als er drie equivalentieklassen van polen
zijn, geldt

o2 Ly 1, L
n p1 p2 p3
zodat
L+L+L:1+g>1.
pP1 P2 P3 n

Daaruit volgt dat niet alle p; groter dan of ge-
lijk aan 3 kunnen zijn, en dus is er minstens

pi P2 P3 n handtekening

- 14 [g(p,p)]

2p | I[g(p,2,2)]
12 | [g(3,3,2)]
24 | [g(4,3,2)]
60 | [g(5,3,2)]

Tabel 1 De mogelijkheden voor eindige rotatiegroepen op
de bol

v o w3
w W w N3
NN N

één, zeg p3, gelijk aan 2, dus

1 1 1

p1 p2 2

Dit kan worden geschreven als 2p; + 2p> >
p1p2, of ook als

(p1 - 2)(p2 —2) < 4.

Stel, zonder beperking van de algemeen-
heid, dat p; > p2, dan zijn de oplossingen
(p1,p2) = (p,2) voor willekeurige p > 2,
(p1,p2)=(3,3), (p1,p2) = 4,3) en (p1,p2) =
(5,3).

In Tabel 1 vatten we samen welke mogelijk-
heden we voor eindige rotatiegroepen op de
bol kunnen vinden. Elk van deze mogelijkhe-
den kan gerealiseerd worden als symmetrie-
groep van een chiraal bolpatroon (zie de voor-
beeldeninFiguurien 2),waarmee bewezenis
dat er precies vijf typen chirale symmetriepa-
tronen op de bol zijn: twee parametrische ty-
pen, met handtekening [g(p,p)] en [g(p,2,2)]
voor willekeurige p > 2, en drie platoni-
sche patronen, met handtekening [g(3,3,2)],
[g(4,3,2)] en [g(5,3,2)]. De laatste drie worden
platonisch genoemd omdat hun symmetrie-
groepen de rotatiegroepen zijn van de plato-
nische lichamen: de tetraéder ([g(3,3,2)]), de
kubus en de octaéder ([g(4,3,2)]) en de dode-
caéder en de icosaeder ([g(s,3,2)]).

Achirale patronen

Ik neem nu aan dat het bolpatroon achiraal
is, dat wil zeggen dat de symmetriegroep G
minstens één vlakspiegeling of draaispiege-
ling bevat. Stel dat n > 1 de orde van de G is.
De rotaties in G vormen dan een ondergroep
‘H van orde n/2.

Ik bekijk weer de niet-triviale rotaties in G.
Dat zijn er nu n/2 — 1. Er kunnen dan op de
bol twee soorten rotatiecentra voorkomen: ze
kunnen al dan niet op een spiegelcirkel lig-
gen. Als een g-voudig rotatiecentrum Q op
een spiegelcirkel ligt, gaan erin totaal g spie-
gelcirkels door Q die elkaar daaronder gelijke
hoeken van 1r/q snijden.
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Bij een willekeurig punt T dichtbij Q maar
niet op een van die spiegelcirkels, voeren alle
rotaties om Q en spiegelingen in cirkels door
Q het punt T over in de hoekpunten van een
2g-hoek. De andere isometrieén van G voeren
die 2g-hoek over in congruente 2g-hoeken
rond de met Q equivalente rotatiecentra. In
totaal hebben die 2g-hoeken precies n hoek-
punten, en dus zijn er precies n/(2q) van die
veelhoeken, en net zoveel rotatiecentra die
met Q equivalent zijn. Bij elke g-pool zijn er
q — 1 niet-triviale rotaties, dus in totaal zijn
erin de klasse van met Q equivalente polen
(g — 1)n/(2q) niet-triviale rotaties.

Net als in de vorige paragraaf tellen we
voor elke p-pool P die niet op een spiegel-
cirkel ligt, in de klasse van met P equivalente
polen in totaal (p — 1)n/p niet-triviale rota-
ties.

Wanneer we op deze manier alle niet-
triviale rotaties bij elkaar optellen, tellen we
elke rotatie twee maal aangezien bij antipo-
dale polen dezelfde rotaties horen. We krijgen
nu dus de volgende vergelijking:

n_\_ a-1 p-1
2(2 1)—112 5 +ny —

waarin de eerste sommatie gaat over alle
equivalentieklassen van polen die op spiegel-
cirkels liggen, en de tweede over alle equiva-
lentieklassen van polen die niet op spiegelcir-
kels liggen. Na delen door n ontstaat hieruit
de vergelijking

vaeS(ioa) () e

Als n = 2 dan is het linkerlid 0 en dus zijn bei-
de sommen rechts dan ook 0. Er zijn dan geen
niet-triviale rotaties. De groep G bestaat dan
uit de identiteit en hetzij één enkele vlakspie-
geling, hetzij een draaispiegeling met een ro-
tatiehoek van 1r. Die laatste is de centrale in-
versie, de puntspiegeling in het centrum van
de bol waarbij elk punt overgaat in zijn an-
tipode, het punt dat er diametraal tegenover
ligt.

Het eerste geval, waarbij G dus naast de
identiteit alleen maar één spiegeling bevat,
krijgt als handtekening [s], terwijl het twee-
de geval, waarin G de centrale inversie bevat,
als handtekening [x] krijgt. Conway gebruikt
hiervoor respectievelijk een ster (%) en een
maalteken (x), maar ik geef de voorkeur aan
de letters ‘s’ en ‘X’. Zie ook mijn opmerking
over notaties aan het einde.

Tabel 2 De vijf typen spiegelingsgroepen

Stelnudatn > 2. Danis

Voorp > 1geldt1-1/p > % en daarom
bevat de tweede som hoogstens één term. Ik
onderscheid nu twee gevallen.

Geval 1: alle rotatiecentra liggen op spiegel-
cirkels. Als alle rotatiecentra op spiegelcir-
kels liggen, heet G een spiegelingsgroep. De
groep G wordt dan voortgebracht door cirkel-
spiegelingen. Als Q een g-voudig rotatiecen-
trum is, gaan er q spiegelcirkels door Q. Twee
aangrenzende cirkels snijden elkaarin Q on-
der een hoek van 1m/q.
Vergelijking (2) luidt nu

ierld)

Maar als we n’ = n/2 stellen (bedenk dat n
even is!) kan dit geschreven worden als

2
2= =

2o ()

en dat is precies dezelfde vergelijking als (1),
devergelijking die alle mogelijke eindige rota-
tiegroepen beschrijft. Hier beschrijft die ver-
gelijking alle mogelijkheden voor de onder-
groep H van orde n’ = n/2 van alle rotaties
in G. In de vorige paragraaf hebben we gezien
dat er precies vijf typen rotatiegroepen zijn,
zie Tabel 1. De voorbeelden in Figuur1en 2 la-
tenziendathetin elkvan deze gevallen moge-
lijk is om de rotatiecentra door spiegelcirkels
te verbinden op zo’n manier dat er door elke
g-pool precies g spiegelcirkels gaan. De aldus
uitgebreide rotatiegroepen zijn de vijf typen
spiegelingsgroepen. Tabel 2 geeft een over-
zicht van hun eigenschappen en hun handte-
kening.

Geval 2: niet alle rotatiecentra liggen op spie-
gelcirkels. Steldatdetweede som invergelij-
king (2) niet leeg is, met andere woorden, dat
erminstens één p-poolis (met p > 1) die niet

a Q@ a3 n handtekening p q n handtekening
a 4 - 2q [s(g,2)] 14 - 2p [s(p) x]

a 2 2 4q [s(q,2,2)] p 1 2p [s(p) s

3 3 2 24 [s(3,3,2)] 2 a 4q (g(2) s@]

4 3 2 48 [s(4,3,2)] 3 2 24 g3 s(2)]

> 3 2 120 [5(5’3’2)] Tabel 3 De gemengde groepen

op een spiegelcirkel ligt. De symmetriegroep
heet dan een gemengde groep.

Zoals we gezien hebben bevat de tweede
som in vergelijking (2) dan slechts één term,
dus alle p-polen zijn equivalent en vergelij-
king (2) kan geschreven worden als

1 2 1 1

bon (i)
Als n = 2p, dan zijn het linkerlid en het rech-
terlid beide nul. Omdat n/p het aantal equi-
valente p-polen geeft, zijn ern/p = 2 van die
polen. Ze zijn dus antipodaal en ze horen bij
de p = n/2 rotaties in G (inclusief de identi-
teit).

Als er geen spiegelcirkels zijn, dan moet
G ook nog p draaispiegelingen bevatten. Het
kwadraat van een draaispiegeling is een ro-
tatie, dus elk van die draaispiegelingen moet
de beide p-polen verwisselen. Daarmee is de
hele groep beschreven. De handtekening is
[g(®) x].

Als er wel een spiegelcirkel is, moet de
spiegeling in die cirkel de beide p-polen ver-
wisselen want die polen liggen niet op een
spiegelcirkel. De groep G bestaat dus uit p ro-
taties (waaronder de identiteit), een spiege-
ling en p — 1 draaispiegelingen. Deze groep
heeft handtekening [g(p) s].

Stel nu dat n > 2p. Dan is er minstens
één g-pool op een spiegelcirkel met g > 2.

Dan geldt % - i > % en omdat p > 2, volgt
hieruit dat
1 1 1 1 2 1 1
Si5X(3m) 5w

Dit betekent dat er maar één klasse van equi-
valente g-polen kan zijn en dat bovendien p
alleen maar 2 of 3 kan zijn.

Als p = 2, dan geeft vergelijking (2)

endusisn =4q. Erzijn dan n/(2q) = 2 nood-
zakelijkerwijs antipodale g-polen, met g spie-
gelcirkels erdoorheen. Die cirkels begrenzen
2q ‘maantjes’ (tweehoeken op de bol) met
hoeken 11/q. De centra van die maantjes zijn
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Rotatiegroepen Gemengde groepen Spiegelingsgroepen

(chirale patronen) (achirale patronen) (achirale patronen)
Parametrische [g(p,p)] [g(p) )] [s(@,)]

groepen [g(p) X]

[g(p,2,2)] [5(2) s(@)] [s(q,2,2)]
Platonische [2(3,3,2)] [g(3) s(2)] [5(3,3,2)]
groepen (5(4,3,2)] [5(4,3,2)]
[8(5,3,2)] [5(5,3,2)]

Tabel 4 De veertien typen eindige symmetriegroepen op de bol

de 2-polen. Ze liggen op de evenaar. Het zijn
er2q en ze zijn allemaal equivalent. De hand-

tekening is [g(2) s(q)].
Als p = 3 is, dan geldt wegens § — 5. =
1_2 % = 1, datalleen g = 2 mogelijk is.

1
Vergelijking (2) geeft dan

1 2
1- —Z+§,

S

dus n = 24. Hieruit volgt dat er dan n/p = 8
polen P van orde 3 zijn die niet op spiegelcir-
kels liggen, en n/(2q) = 6 polen Q van orde
2 die wél op spiegelcirkels liggen. Deze spie-
gelcirkels snijden elkaar onder rechte hoeken
in de zes punten Q. Dat betekent dat er pre-
cies drie spiegelcirkels zijn. Ze verdelen de
bol in acht octanten, dat wil zeggen boldrie-
hoeken met drie rechte hoeken (in de punten
Q). De acht 3-polen P zijn de centra van deze
driehoeken. Deze groep heeft handtekening
[g(3) s(2)].

Merk op dat de groepen van orde 2 met
de handtekeningen [s] en [x] kunnen worden
opgevat als speciale gevallen van respectie-
velijk de groepen met handtekening [g(p) s]
en [g(p) x] voor p = 1, want een 1-voudige
rotatie (rotatiehoek 21r/1 = 271) is hetzelfde
als de identiteit.

Ik vat de resultaten samen in Tabel 3. Daar-
mee is de lijst van alle eindige symmetrie-
groepen bij bolpatronen compleet. We heb-
ben bewezen dat er precies 14 typen van ein-
dige symmetriegroepen zijn. Hun handteke-
ningen staan in Tabel 4, waarbij p > 1 en
q > 1 willekeurige parameters zijn. Merk op
dat [g(1,1)] de triviale groep is die uitsluitend
uit de identiteit bestaat, dat de handtekenin-
gen [g(1) s] en [s(1,1)] allebei kunnen worden
vereenvoudigd tot [s], dat [g(1) x] vereenvou-
digd kan worden tot [x] en dat [s(1,2,2)] de-
zelfde groep is als [s(2,2)].

Voorbeelden en handtekeningen verklaard

Van elk type symmetriepatroon heb ik in Fi-
guur 1 of 2 een voorbeeld gegeven. Bij de pa-
rametrische patronen heb ik p =7 of g =7

genomen. Bij elk patroon zijn de spiegelcir-
kels zwart getekend en de rotatiecentra met
stippen in verschillende kleuren gemarkeerd.
Equivalente centra hebben dezelfde kleur ge-
kregen.

Op die manier is de opbouw van de hand-
tekening bijna vanzelfsprekend geworden. Al-
le equivalentieklassen van rotatiecentra die
niet op spiegelcirkels liggen worden opge-
somd tussen de haakjes na de letter ‘g’, en
alle rotatiecentra die wel op spiegelcirkels lig-
gen na de letter ‘s’. Bij de rotatiecentra wordt
elke kleur dus maar één keer in de handteke-
ning vermeld. De volgorde van de getallen tus-
sen de haakjes is daarbij niet van belang; als
regel heb ik ze in dalende volgorde vermeld.
Ik heb g(...) steeds voor s(...) gezet. En, ten
slotte, als er in het patroon een draaispiege-
ling voorkomt die niet kan worden samenge-
steld uit een spiegeling en een draaiing in de
symmetriegroep, dan heb ik dat aangegeven
door de letter ‘X’ toe te voegen.

Je kunt nu zelf alle spiegelcirkels en alle ro-
tatiecentrain de gegeven voorbeelden contro-
leren, en op die manier nagaan dat de vermel-
de handtekeningen inderdaad correct zijn. Ga
daarbij ook na dat equivalente centra inder-
daad dezelfde kleur hebben gekregen (maar
niet alle centra zijn zichtbaar in de tekenin-
gen). Let op: de kleuren zijn essentieel: sym-
metrieén van het patroon moeten de kleuren
in stand houden.

Het is nu ook heel gemakkelijk om zelf de
handtekening van een willekeurig bolpatroon
te vinden: bepaal (met een spiegel) eerst of
het chiraal is of niet. Teken dan alle spiegel-
cirkels. Markeer vervolgens de rotatiecentra
en geef equivalente centra daarbij dezelfde
kleur. De handtekening kan dan direct worden
afgelezen, waarbij het enige subtiele punt is
dat het patroon achiraal kan zijn terwijl er
toch geen spiegelcirkels zijn. Dan moet er
een draaispiegeling zijn, en het patroon heeft
dan als handtekening [g(p) x] voor een zeke-
re waarde van p. Let op: p kan 1 zijn. Dat is
het geval als er ook geen rotatiecentra zijn.
De handtekening kan dan worden vereenvou-

digd tot [x], en de enige niet-triviale symme-
trie is de centrale inversie.

Merk op dat steeds aan de vergelijkin-
gen (1) of (2) voldaanis. De orde n van de sym-
metriegroep volgt uit deze vergelijkingen. Be-
denk ook dat het aantal equivalente p-polen
gelijk is aan n/p terwijl het aantal equivalen-
te g-polen gelijk is aan n/(2q). Dat geeft extra
controlemogelijkheden.

De vergelijkingen (1) en (2) maakten het
mogelijk om de 14 typen symmetriepatronen
op een vrij eenvoudige manier af te leiden en
te bewijzen dat er geen andere mogelijkhe-
den zijn. In feite zijn die twee vergelijkingen
gelijkwaardig aan Conways ‘Magic Theorem’
voor bolpatronen [1, p. 53]. Onze afleiding,
die voor chirale patronen gebaseerd was op
[2, pp. 274—275], is echter meer elementair
omdat die geen gebruik maakt van topologi-
sche hulpmiddelen.

Rozetpatronen en strookpatronen

Ik stap nu over naar patronen in het euclidi-
sche vlak. Eerst bekijk ik patronen met een
eindig aantal symmetrieén. Om redenen die
zo dadelijk duidelijk zullen worden, heten zul-
ke patronen rozetpatronen. Daarna bekijk ik
strookpatronen, vlakke patronen waarin een
motief telkens herhaald wordt in een rij.

Rozetpatronen

Eenrozetpatroon kan allerlei vormen van sym-
metrie hebben, maar er moet altijd minstens
één vast punt zijn, een punt dat bij alle iso-
metrieén uit de symmetriegroep G van het pa-
troon op zijn plaats blijft. Inmers, omdat de
baan van elk punt P een eindige puntverza-
meling is, blijft het zwaartepunt O ervan bij
alle isometrieén uit G op zijn plaats.

Als er twee verschillende vaste punten O;
en O zijn, moet de gehele lijn £ door O; en
0> uit vaste punten bestaan want een iso-
metrie die twee punten op hun plaats houdt,
laat alle punten van de lijn door die twee pun-
ten op hun plaats. Als er daarnaast nog een
vast punt Os is dat niet op £ ligt, dan blijft
elk punt van het vlak onder alle isometrieén
van G op zijn plaats, dus dan bestaat G alleen

[g(11)] [s(11)]

Figuur 4 Twee rozetpatronen, links een chiraal patroon en
rechts een achiraal patroon
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[g@7)] [s@7)]

[g(7,2,2)]

maar uit de identiteit. Het patroon heeft dan
helemaal geen symmetrie. Als alleen de pun-
ten van een lijn £ vaste punten zijn, bestaat
G slechts uit twee isometrieén: de identiteit
en de spiegeling in £. Het patroon heeft dan
£ als symmetrieas, maar verder geen andere
symmetrie.

In alle andere gevallen is er precies één
punt O dat onder alle isometrieén van g op
zijn plaats blijft. De symmetrieén kunnen dan
alleen maar rotaties zijn met centrum O en
spiegelingen in lijnen door O.

Als het patroon chiraal is, zijn er alleen
maar rotaties. De groep G is dan cyclisch. Als
p de orde van de groep is, dan is de kleinste
positieve rotatiehoek 21/p en dan zijn alle
banen regelmatige p-hoeken met middelpunt
0. Als handtekening neem ik dan [g(p)].

Als het patroon achiraal is, moet er een
eindig aantal, zeg g, spiegellijnen door O zijn.
Elk tweetal naburige lijnen snijdt elkaar in Q
ondereen hoekvan 1t/q. De groep Gis dan de
zogenaamde dihedrale groep die bestaat uit
q lijnspiegelingen en g rotaties (waaronder

i

[g(2) s(7)]

Figuur 5 De parametrische bolpatronen uit Figuur 1 gereduceerd tot een schijf rond de evenaar

(g(?) s g7 x]

[s(7,2,2)]

de identiteit). De orde van de groep is 2g en
als handtekening neem ik [s(q)]. In Figuur 4
staan twee voorbeelden van rozetpatronen
met hun handtekening, een chiraal patroon
en een achiraal patroon.

Je kunt een rozetpatroon altijd op een gro-
te bol plakken, zeg op de noordpool, waar-
door er een parametrisch bolpatroon ontstaat
met handtekening [g(p, p)] bij de cyclische
groep en [s(p, p)] bij de dihedrale groep. Ro-
zetpatronen kun je dus identificeren met bol-
patronen met ‘dezelfde’ symmetriegroep. Als
bolpatroon bestaan de symmetrieén dan uit
rotaties om de poolas en spiegelingen in viak-
ken door de beide antipodale polen, enin het
vlakke geval bestaan de symmetrieén uit ro-
taties rond het middelpunt en spiegelingen in
lijnen door het middelpunt.

Strookpatronen

Strookpatronen (ze worden ook wel friespa-
tronen genoemd) zijn vlakke patronen waarin
een motief telkens herhaald wordt in een rij,
zeg een horizontale rij. Hoewel strookpatro-

[g(c0,00)]

[s(c0,00)]

[g(c0) 5]

[g(eo) x]

[g(c0,2,2)]

[g(2) s(c0)]

[s(c0,2,2)]

Figuur 6 De bolpatronen uit Figuur 5 afgewikkeld in het vlak

nen in werkelijkheid altijd eindig zijn, denken
we ons in dat ze naar beide kanten onbeperkt
voortgezet zijn, zodat er translaties onder de
symmetrieén zijn. Als T de translatie is die
elk motief in zijn rechterbuur overvoert, kan
elke andere translatie in de symmetriegroep
G van het patroon worden geschreven als T"
voor zekere gehele n. Maar erkunnen ook nog
andere symmetrieén zijn.

Het is welbekend dat er precies zeven ver-
schillende typen strookpatronen bestaan, en
in feite kennen we ze al omdat ze kunnen wor-
den opgevat als limietgevallen van de zeven
parametrische bolpatronen. Zoals Conway al
opmerkte: neem een eindig segment uit een
strookpatroon dat bestaat uit N kopieén van
het motief en wikkel dat om de evenaar van
een bol met de juiste straal zodat het er goed
aansluitend omheen past. Dan krijg je een pa-
rametrisch bolpatroon met een van de zeven
handtekeningen [g(N,N)], [s(N,N)], [g(N) s],
(8(\) x], [8(N,2,2)], [8(2) s(N)] en [s(N,2,2)].

Omgekeerd kan elk parametrisch bolpa-
troon in het vlak worden afgewikkeld waar-
doorereen N-segmentontstaatvan het bijbe-
horende strookpatroon. In Figuur 5 zijn voor-
beelden van parametrische bolpatronen gete-
kend met N = 7, waarbij de bol gereduceerd
is tot een schijf rond de evenaar.

Als je die bolpatronen in het vlak afwik-
kelt, krijg je segmenten van lengte 7 van de
bijbehorende oneindige strookpatronen. Het
ligt voor de hand (laat N naar oneindig gaan)
om als handtekening voor die strookpatronen
respectievelijk [g(co,0)], [s(c0,00)], [g(c0) ],
[g(c0) x], [g(e0,2,2)], [g(2) s(c0)] en [s(,2,2)]
te nemen. Zo krijg je de strookpatronen die in
Figuur 6 getekend zijn.

Aangezien de symmetriegroep van elk
strookpatroon oneindig is, geven de vergelij-
kingen (1) en (2) vian — oo,

S

voor chirale strookpatronen en

voor achirale strookpatronen, waarbij de p-
sommaties in (3) en (4) zich uitstrekken over
alle equivalentieklassen van rotatiecentra die
niet op spiegellijnen liggen, terwijl de g-
sommatie in (4) gaat over alle equivalen-
tieklassen van rotatiecentra op spiegellijnen.

Merk op dat de ‘noordpool’ en de ‘zuid-
pool’ naar oneindig zijn verdwenen in de ver-
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ticale richting en dat de rotaties rond de po-
len daarmee horizontale translaties zijn ge-
worden met ‘rotatiehoek’ 0 en ‘centrum’ plus
of min oneindig in de verticale richting. Voor
deze centra ‘op oneindig’ moet je respectie-
velijk p = « of g = o nemen, zodat 1/p =
1/(2q) = 0. Dit levert bijdragen van 1 of 3 in
de bovenstaande sommaties. Op die manier
kun je de vergelijkingen (3) en (4) gemakkelijk
verifiéren voor alle strookpatronen.

Draaispiegelingen op de bol worden glij-
spiegelingen van de strookpatronen in het
vlak, waarbij een glijspiegeling de combina-
tie is van een lijnspiegeling en een translatie
langs de spiegelas. Tweemaal achter elkaar
toepassen van een glijspiegeling geeft een
translatie langs de as. Zie hierboven strook-
patroon [g(e0) x] voor een voorbeeld van een
horizontale glijspiegelas die geen spiegellijn
van het patroon is. In dit voorbeeld heb ik de
glijspiegelas aangegeven door een onderbro-
ken lijn met alternerende halve pijlen.

Patroon [g(c0) s] heeft ook horizontale glij-
spiegelingen, maar die zijn samengesteld
uit lijnspiegelingen en translaties die al in
de symmetriegroep van het patroon zitten.
Daarom worden ze niet in de handtekening
vermeld. Conways handtekening bevat nooit
overbodige informatie. Dat is ook de reden
waarom equivalente rotatiecentra slechts &én
vermelding krijgen.

Een horizontale glijspiegeling krijg je ook
wanneer je een verticale lijnspiegeling com-
bineert met een 2-voudige rotatie (een halve
draai) rond een centrum dat niet op de ver-
ticale spiegelas ligt. De glijspiegelas is dan
de horizontale lijn door het centrum van de
halve draai. Omgekeerd geeft de combina-
tie van een horizontale glijspiegeling met een
halve draai op de glijspiegelas een vertica-
le lijnspiegeling. In de patronen [g(2) s(c0)]
en [s(«,2,2)] komen verticale lijnspiegelin-
gen en halve draaiingen op een horizontale
lijn voor. Maar omdat die symmetrieén zelf
al in de symmetriegroep voorkomen, worden
de bijbehorende glijspiegelingen niet in de
handtekening vermeld.

Hiermee is de behandeling van de strook-
patronen voltooid.

Behangpatronen

Terwijl er bij rozetpatronen geen translaties
zijn en bij strookpatronen alleen translaties
in &én richting, treden bij de zogenaamde
behangpatronen (Engels: wallpaper patterns)
translaties op in meerdere richtingen. Ik zal
aannemen dat de symmetriegroep G van zo’n
patroon discreet is, dat wil zeggen dat er bij
elk punt P een cirkeltje met middelpunt P is
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Figuur 7 Zeventien typen van behangpatronen met hun handtekeningen
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dat buiten P zelf geen andere punten van de
baan van P bevat. Dat betekent dat er een be-
grensd motiefis datvia detranslatiesin Gover
het gehele vlak onbeperkt herhaald wordt.

Merk op dat ik bij bolpatronen, rozetpatro-
nen en strookpatronen ook steeds stilzwij-
gend heb aangenomen dat de symmetrie-
groep discreet is. Bij bolpatronen en rozet-
patronen was dat het geval omdat ik heb
geéist dat de symmetriegroep eindig is. Dat
sloot bijvoorbeeld het geval uit waarin het
patroon alleen maar uit een (ongemarkeerde)
cirkel bestaat. Die heeftimmers oneindig veel
rotaties en spiegelingen als symmetrieén.

Omdat de symmetriegroep G van een be-
hangpatroon discreet is, is er een translatie
T1 met een minimale positieve translatieaf-
stand d; en een tweede translatie T», in een
andere richting, met een minimale positieve
translatieafstand d, > d;. Door de richting
van T»> zo nodig om te keren, kun je ervoor
zorgen dat de hoek o tussen T; en T» niet
stomp is. Als « < 11/3 zou zijn, zou de trans-
latieafstand van de translatie T; — T> kleiner
zijn dan d> op grond van de sinusregel, in te-
genspraak met de keuze van T». Er geldt dus
/3 < x<1/2.

Het is eenvoudig om te bewijzen dat elke
translatie T in G geschreven kan worden als
T = T{" T;" voor zekere gehele getallen n en
m, met andere woorden, dat de ondergroep
Tvan alle translaties in G voortgebracht wordt
door Ty en T». Voor elk punt P geldt dat de
baan van P onder 7 een rooster is dat wordt
opgespannen door vectoren die bij de trans-
laties T} en T> horen.

Maar behangpatronen kunnen ook nog an-
dere symmetrieén hebben. In feite is welbe-
kend (en ik zal het hier opnieuw bewijzen) dat
erprecies 17 verschillende typen van behang-
patronen zijn. Elk type heeft zijn eigen hand-
tekening, diein een notendop alle symmetrie-
eigenschappen van het patroon samenvat.
Net zoals dat bij bolpatronen, rozetpatronen
en strookpatronen het geval was, is het heel
gemakkelijk om de handtekening bij een ge-
geven behangpatroon te vinden als je eerst
de chiraliteit ervan vaststelt, vervolgens alle
eventuele spiegellijnen en rotatiecentra mar-
keert, enten slotte, als ze er zijn, de assen van
de glijspiegelingen die niet ook al als spiegel-
lijnen gemarkeerd zijn.

Zeventien typen van behangpatronen

In Figuur 7 geef ik bij elk van de 17 typen van
behangpatronen een eenvoudig voorbeeld
samen met de handtekening ervan. Bij elk
voorbeeld heb ik de spiegellijnen zwart gete-
kend en de rotatiecentra aangegeven met ge-

kleurde stippen, equivalente centra in dezelf-
de kleur. Glijspiegelassen die geen spiegellij-
nen zijn, heb ik aangegeven met gestreepte
lijnen.

De lezer zal weinig moeite hebben om de
gegeven handtekeningen te doorgronden en
te verifiéren. In navolging van Conway ge-
bruik ik [O] als handtekening voor een patroon
waarbij translaties de enige symmetrieén zijn.

Bij patroon [s s] zijn er twee soorten spie-
gellijnen, allebei verticaal. Ze wisselen elkaar
af op gelijke afstand. Bij patroon [s x] wisse-
len verticale spiegellijnen en glijspiegelassen
elkaar af met gelijke tussenruimten. De spie-
gellijnen zijn onderling allemaal equivalent,
en hetzelfde geldt voor de glijspiegelassen.
Patroon [x x] heeft twee soorten glijspiegelas-
sen, allebei verticaal, en allebei met dezelfde
verticale translatieafstand.

Speciale aandacht verdient het patroon
[g(2,2) x], waarin twee niet-equivalente soor-
ten 2-voudige rotatiecentra voorkomen, blauw
en groen gekleurd, en twee soorten glijspie-
gelassen, horizontaal en verticaal. Merk op
dat een horizontale glijspiegeling gevolgd
door een halve draai om een centrum dat niet
op de glijspiegelas ligt, een verticale glijspie-
geling geeft. Daarom staat er in de handteke-
ning van dit patroon maar één symbool ‘x’.

In de volgende paragraaf geef ik meer de-
tails bij de verschillende patronen en daarna
bewijs ik ook dat de opsomming volledig is:
er zijn niet meer dan 17 verschillende typen
van behangpatronen.

Isometrieén in het vlak
In deze en de volgende paragrafen gebruik ik
ideeén van L. Fejes Toth [3, p. 29].

Het is welbekend dat elke isometrie in
het euclidische vlak een translatie, een ro-
tatie, een lijnspiegeling of een glijspiegeling
is. Translaties en rotaties zijn directe iso-
metrieén, lijnspiegelingen en glijspiegelingen
zijn indirecte isometrieén. Elke groep G van
isometrieén bestaat uitsluitend uit directe
isometrieén, of de directe isometrieén in G
vormen een ondergroep H van index 2.

Een patroon in het vlak heet chiraal als
de enige symmetrieén ervan directe isome-
trieén zijn, anders heet het patroon achiraal.
Je kunt de chiraliteit van een patroon gemak-
kelijk vaststellen met behulp van een spiegel.

Een rotatie heeft een centrum en een rota-
tiehoek, die we altijd tegen de klok in meten
in radialen modulo 2. Het is soms handig
om translaties op te vatten als rotaties met
rotatiehoek O en een centrum dat oneindig
ver weg ligt in een richting loodrecht op de
translatierichting.

Figuur 8

In een discrete groep G vormen de ro-
taties met een gemeenschappelijk centrum
een cyclische ondergroep van eindige orde
p, voortgebracht door een rotatie met rota-
tiehoek 27mr/p. Evenzo vormen de transla-
ties met een gemeenschappelijke translatie-
richting een oneindige cyclische ondergroep
voortgebracht door een translatie met een
translatieafstand d > 0.

Als R; en R, spiegelingen in respectieve-
lijk spiegellijnen m, en m> zijn, dan is R2R;
(R, gevolgd door R») een translatie met af-
stand 2d als m; en m> evenwijdig zijn met
een afstand d, en een rotatie met centrum A
en rotatiehoek 2« als m en my elkaarin A
snijden onder een hoek «.

Als Ry en Ry rotaties met respectieve-
lijk centra A; en A> en rotatiehoeken o; en
o2 zijn, dan is R2R; een rotatie met rotatie-
hoek «; + &2, of een translatie als &1 + ot =
0 mod 27t. Als R; en R» beide halve draaien
zijn, zodat de beide rotatiehoeken gelijk zijn
aan 1T, danis Ry R; een translatie met afstand
2d(A1, A2) in de richting van A; naar A».

Als ABC een driehoek is met hoeken van
respectievelijk «, B en y radialen die geo-
riénteerd is met de klok mee (zie Figuur 8),
dan geeft een rotatie met centrum A en hoek
2 gevolgd door een rotatie met centrum B en
hoek 2B een rotatie die C terugbrengt op zijn
plaats, en dus is het een rotatie met centrum
C (en rotatiehoek 2cx + 28 = 211 — 2y).

Als A en B dus rotatiecentra van een be-
hangpatroonvan orde p respectievelijk g zijn,
en p en q zijn niet beide 2, dan is C, gecon-
strueerd als boven met hoeken & = m/p en
B =11/4q, 00k een rotatiecentrum van het pa-
troon.

Chirale behangpatronen

Stel dat een chiraal behangpatroon gegeven
is met een discrete symmetriegroep G. Dan
zijn alle isometrieén in G translaties of rota-
ties. Ik heb al laten zien dat de ondergroep
Tvan alle translaties in G voortgebracht kan
worden doortwee translaties T; en T> met mi-



Jan van de Craats

Symmetrie op de bol en in het vlak

NAW 5/12 nr. 4 december 2011 249

Figuurg

nimale translatieafstanden d; < dy en hoek
/3 < «x < 11/2. Als er geen rotaties zijn, valt
G samen met 7Ten dan is de handtekening [O].

Stelnu dat alle rotatiecentra in het patroon
2-centra zijn. Alle rotaties in G zijn dus halve
draaien. Stel dat A een 2-centrum is en stel
dat ABCD het parallellogramis met B = T1 A,
C = ToT1A en D = T»A (zie Figuur 9). Dan
zijn de hoekpunten van het parallellogram,
de middens van de zijden en het middelpunt
van het parallellogram ook allemaal 2-centra,
negen stuks in totaal.

Maar centra die een translatie in Zverschil-
len, zijn equivalent, dus er zijn maar vier niet-
equivalente 2-centra onder deze negen cen-
tra. Je kunt daarvoor A en de middens van
AB, AC en AD nemen.

Ik beweer nu dat alle 2-centra in het pa-
troon equivalent zijn met een van deze vier.
Inderdaad, bij elk ander 2-centrum is er een
equivalent 2-centrum E in of op de rand van
ABCD. Maar als E niet een van de bovenge-
noemde negen centra is, geeft de samenstel-
lingvan halve draaienrond A en E een transla-
tie die niet door T7 en T» voortgebracht is, en
datis onmogelijk. Er zijn dus precies vier niet-
equivalente soorten 2-centra in dit patroon en
de handtekening ervan is [g(2,2,2,2)].

Als niet alle rotatiecentra 2-centra zijn,
neem ik twee centra A en B van respectieve-
lijk orde p en g, beide groter dan 2, met een
minimale afstand d. Stel dat C het hoekpunt
is van de driehoek ABC met hoeken 7t/p en
11/q in respectievelijk A en B. Dan is C het
centrum van een rotatie in G met een hoek
21/p + 211/q = 210 — 27T/7 Vvoor een zeker
positief rationaal getal #, dus

1
2 =1. (5)

< =

Als p = g = 3 dan is ook = 3, dus dan zijn
A, B en C allemaal 3-centra. De combinatie
van een rotatie met hoek +21r/3 rond A en
een rotatie met hoek —271/3 rond B geeft een
translatie T;, en de combinatie van een rota-
tie met hoek —271t/3 rond A en +277/3 rond B
geeft een translatie T> (zie Figuur 10).

Figuur 10

Doorop Ben C rotatiesover2mr/3 en4rr/3
rond A toe te passen, gaan die over in de
vier overige hoekpunten van een regelmati-
ge zeshoek met middelpunt A. Met behulp
van de translaties T, en T> kun je het gehe-
le vlak betegelen met zulke zeshoeken. Om-
dat B op minimale afstand van A is genomen,
kan er geen andere rotatiecentrum van orde
groter dan 2 binnen de zeshoek met middel-
punt A liggen, en dus evenmin elders in het
patroon. Maar ook rotatiecentra van orde 2
kunnen niet voorkomen, want dan zouden er
ook centra zijn van rotaties over een hoek
21/2 — 21/3 = 21/6, in tegenspraak met
de bovenstaande opmerking. De 3-centra A,
B en C zijn niet equivalent, dus deze groep
heeft de handtekening [g(3,3,3)].

Als in dezelfde notaties als boven p en g
niet beide gelijk zijn aan 3 maar wel groter
dan 2, ligt het punt C (dat een rotatiecentrum
van het patroon is) dichter bij A dan B, en dus
moet C een 2-centrum zijn. Hieruit volgt dat
r=2en

+2=2, ©

< =
Q|-

hetgeen kan worden geschreven als (p —
2)(@ — 2) = 4. De enige oplossingen met
p =2 q = 37zin(p,q) =4,4)en(p,q) =(6,3).
Dat houdt in het bijzonder in dat in een be-
hangpatroon alleen maar 2-centra, 3-centra,
4-centra en 6-centra voor kunnen komen. Dit
is de beroemde kristallografische beperking.

Als p = g = 4 moeten A en B naburige
4-centra zijn en zoals we al weten is C een

=

Figuur 11 [g(4,4,2)]

2-centrum. Driehoek ABC is dan een gelijk-
benige rechthoekige driehoek die je op kunt
vatten als deel van een vierkant met A als
een van de hoekpunten, B als middelpunt en
C als het midden van een zijde die in A be-
gint. Een combinatie van rotaties rond A en
B met hoeken =2711/4 en ¥2711/4 geeft trans-
laties langs twee van de zijden van dit vier-
kant. Deze translaties brengen 7voort. Hieruit
volgt dat A en B niet-equivalente 4-centra zijn,
en dus is de handtekening van deze groep
[g(4,4,2)] (zie Figuur 11).

Op net zo’n manier leidt het geval p = 6,
q = 3 tot een patroon van 6-centra, 3-centra
en 2-centra die een rooster van gelijkzijdige
driehoeken vormen met 6-centra in hun hoek-
punten, 3-centra in hun middelpunten en 2-
centra in de middens van de zijden. De hand-
tekening van dit patroon is [g(6,3,2)] (zie Fi-
guur 12).

Merk op dat vergelijking (5) kan worden
geschreven als

() N N

of, korter, als
2= (1 - l) : @)
p

Deze vergelijking heeft dezelfde vorm als ver-
gelijking (3). Ook het patroon [g(2,2,2,2)] vol-
doet hieraan (met vier 2-centra van ‘gewicht’
% =1- %). Zelfs een patroon met handteke-
ning [O] voldoet aan deze vergelijking als je de
twee voortbrengende translaties ziet als rota-
ties met rotatiehoek 0 en ‘orde’ oo. Elk geeft
dan een bijdrage van ‘gewicht’ 1 — 1/c0 =1
aan het rechterlid.

Achirale behangpatronen

Nu de achirale patronen. Dan moet de symme-
triegroep G minstens één lijnspiegeling of glij-
spiegeling bevatten. De directe isometrieénin
Gvormen dan een ondergroep ‘H van index 2.

AWANTANYY

Figuur 12 [g(6,3,2)]
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Rotatiegroepen
(chirale patronen)

Gemengde groepen
(achirale patronen)

Spiegelingsgroepen
(achirale patronen)

19) [g(2,2) s] [g(2,2) x] [ss] [sx] [xx]
(8(2,2,2,2)] [8(2) s(2,2)] [5(2,2,2,2)]
(8(3,3,3)] [5(3) sG] [s(3,3,3)]
(8(4,4,2)] [g(4) s(2)] [5(4,4,2)]
[5(6,3,2)] [5(6,3,2)]

Tabel 5 De zeventien typen symmetriegroepen van behangpatronen

De translaties vormen een ondergroep 7 van
H. Ik onderscheid nu vier gevallen.

Geval 1: achirale patronen zonder rotaties.
Stel eerst dat G geen rotaties bevat. Dan is
H = 7. Spiegellijnen en glijspiegelassen kun-
nendan maarin éénrichtingvoorkomen, want
als ze elkaar snijden, zijn er ook niet-triviale
rotaties. Ik neem aan dat alle eventuele spie-
gellijnen en glijspiegelassen verticaal zijn.

Als er een spiegellijn m is, zijn er ook on-
eindig veel, en ze liggen op gelijke afstanden
van elkaar. Stel dat m’ een spiegellijn is op
minimale afstand van m. Als m en m’ niet
equivalent zijn, zijn er precies twee soorten
spiegellijnen. Ze zijn equivalent met m of m’'.
De handtekening van de groep is dan [s s].

Als m en m’ equivalent zijn, moet er een
glijspiegeling zijn die ze in elkaar overvoert.
De glijspiegelas moet dan precies halverwe-
ge m en m’ liggen. Spiegellijnen en glijspie-
gelassen wisselen elkaar dan op gelijke af-
standen af. Alle spiegelassen zijn equivalent
en alle glijspiegelassen ook. De groep heeft
als handtekening [s x].

Als er geen spiegellijnen zijn, dan zijn er
glijspiegelassen, allemaal parallel. Als n en
n’ naburige assen zijn, kunnen ze niet equi-
valent zijn, maar alle andere assen zijn equi-
valent met hetzij n, hetzij n’. De handteke-
ning is dan [x x].

Geval 2: alle rotatiecentra liggen op spiegel-
lijnen. Als erin een achiraal patroon rotatie-
centra voorkomen, kunnen ze al dan niet op
spiegellijnen liggen. Ik bekijk eerst het geval
dat ze allemaal op spiegellijnen liggen. De on-
dergroep H van alle directe isometrieén in Gis
dan een van de vier typen met handtekening
[8(2,2,2,2)], [8(3,3,3)], [8(4,4,2)] of [g(6,3,2)],
en de voorbeelden in Figuur 7 laten zien dat
het in de laatste drie gevallen mogelijk is om
de rotatiecentra zo door spiegellijnen te ver-
binden dat er door elk g-centrum precies g
spiegellijnen gaan, waarbij aangrenzende lij-
nen elkaar snijden onder een hoek van 1/q
radialen. Op die manier krijg je de spiege-

lingsgroepen met handtekeningen [s(3,3,3)],
[s(4,4,2)], [5(6,3,2)].

Voor patronen met [g(2,2,2,2)] als hand-
tekening lukt dat alleen als de parallello-
grammen van de 2-centra rechthoeken zijn.
De spiegellijnen vormen dan een rechthoekig
rooster en de handtekening is [s(2,2,2,2)].

Merk op dat al deze spiegelingsgroepen
voortgebracht worden door hun spiegelingen.
Merk ook op dat vergelijking (7) in dit geval

luidt2 = > (1 - %) of, na delen door 2,

1 1
1=z(§7£), @

hetgeen overeenkomt met vergelijking (4)
voor achirale strookpatronen (er zijn in dit ge-
val geen p-voudige rotatiecentra).

Geval 3: er zijn rotatiecentra maar geen spie-
gellijnen. Stel nu dat er wel rotatiecentra zijn
maar geen spiegellijnen. Ookin dit geval moet
de ondergroep H van alle directe isometrieén
een van de vier handtekeningen [g(2,2,2,2)],
[8(3,3,3)], [8(4,4,2)] of [g(6,3,2)] hebben. En
ermoet dan een glijspiegeling G in G zijn. Net
als alle isometrieén in G moet deze glijspiege-
ling p-centra in p-centra transformeren. Maar
als G een p-centrum A in een p-centrum A’
transformeert dat equivalent met A is in H,
dan is er een directe isometrie D die A" weer
terugbrengt naar A. Dan heeft de indirecte
isometrie DG het punt A als een vast punt,
en dus moet die isometrie dan een spiegeling
zijn in een lijn door A, in tegenspraak met de
aanname dat het patroon geen spiegellijnen
heeft.

Maar als G geen rotatiecentra in equiva-
lente rotatiecentra kan transformeren (equi-
valent in %) dan zijn de handtekeningen
[g(4,4,2)] en [g(6,3,2)] voor H uitgesloten om-
dat bijvoorbeeld de 2-centra in 2-centra moe-
ten overgaan, en die zijn allemaal equivalent
in H.

Ook [g(3,3,3)] is niet mogelijk, want stel
dat G een 3-centrum A transformeert in een
3-centrum B dat in ‘H niet equivalent is met

A. Dan gaat B overin GB = G?A en omdat G2
een translatieis, is GB = G2A in ‘H equivalent
met A. Alle 3-centra die in H met A equiva-
lent zijn, worden dus door G getransformeerd
in centra die in H met B equivalent zijn, en
omgekeerd. Maar dan wordt elk 3-centrum C
dat in H noch met A, noch met B equivalent
is, door G in een 3-centrum getransformeerd
dat in ‘H equivalent is met C, hetgeen een te-
genspraak is.

Als de handtekening van H gelijk is aan
[g(2,2,2,2)], kan het echter gebeuren dat er
een glijspiegeling G is zonder dat er spiegel-
lijnen zijn, namelijk als de 2-centra een recht-
hoekig rooster vormen. Als A, B, C en D 2-
centra zijn die een rechthoek ABCD vormen
van minimale zijdelengten, dan is er een glij-
spiegeling G met GA = C en GB = D. In feite
zijn er zelfs twee van die glijspiegelingen met
assen door het middelpunt van die rechthoek
die evenwijdig aan de zijden zijn. Er zijn dan
twee niet-equivalente soorten 2-centra en het
patroon heeft handtekening [g(2,2) x].

Geval 4: er zijn spiegellijnen en rotatiecentra
die niet op spiegellijnen liggen. Ten slot-
te bekijk ik het geval dat er spiegellijnen zijn
en rotatiecentra die niet op spiegellijnen lig-
gen. Het kan voorkomen dat alle spiegellij-
nen parallel zijn. Neem aan dat ze verticaal
zijn. Rotatiecentra die niet op die spiegellij-
nen liggen, kunnen dan alleen maar 2-centra
zijn en ze moeten precies midden tussen twee
naburige spiegellijnen in liggen. Als A zo’n 2-
centrum is, moeten er op de verticale lijn door
Anogmeervan die centra liggen. Laat B het 2-
centrum zijn dat het dichtst boven A ligt. Dan
zijn de 2-centra A en B niet equivalent, en elk
ander 2-centrum is equivalent met A of B. De
handtekening van dit patroon is [g(2,2) s].

Als er spiegellijnen in meerdere richtingen
zijn, kan het voorkomen dat alle rotatiecen-
tra op spiegellijnen 2-centra zijn. De spiegel-
lijnen vormen dan een rechthoekig rooster en
de rotatiecentra die niet op een spiegellijn lig-
gen moeten dan in de middelpunten van die
rechthoeken liggen. Ze zijn dan allemaal equi-
valent via de spiegelingen in de lijnen van het
rooster. Als het 2-centra zijn, zijn er twee soor-
ten 2-centra op de snijpunten van de spiegel-
lijnen, en de handtekeningis dan[g(2) s(2,2)].
Als de middelpunten van de rechthoeken 4-
centra zijn, moet het rooster van spiegellij-
nen een vierkantenrooster zijn. Alle snijpun-
ten van roosterlijnen zijn dan equivalente 2-
centra en de handtekening is [g(4) s(2)].

Ten slotte, als er g-centra van orde g > 3
op spiegellijnen liggen, dan heeft de onder-
groep van alle isometrieén in G die voortge-
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bracht wordt door alle spiegelingen als hand-
tekening [s(3,3,3], [s(4,4,2)] of [s(6,3,2)]. Maar
in de laatste twee gevallen zijn de ‘cellen’
die door de spiegellijnen worden begrensd
rechthoekige driehoeken, en dan kunnen er
geen rotatiecentra zijn die niet op spiegellij-
nen liggen. Dat kan wél in het geval [s(3,3,3)].
Dan zijn de cellen gelijkzijdige driehoeken,
en in de centra daarvan kunnen 3-centra wor-
den geplaatst. Dan worden alle 3-centra op de
spiegellijnen equivalent, en de handtekening
van dit patroon is [g(3) s(3)].

Hiermee is de beschrijving van alle typen
behangpatronen voltooid. Met het oog op
Conways ‘magic theorems’ die nog ter spra-
ke zullen komen, merk ik op dat je direct
kunt controleren dat bij alle achirale patro-
nen waarin rotatiecentra voorkomen, voldaan
is aan de vergelijking

=3 (3-2)2(1-2) ©

2q p

die hetzelfde is als vergelijking (4) voor achi-
rale strookpatronen. De p-sommatie strekt
zich daarbij uit over alle equivalentieklassen
van rotatiecentra die niet, en de g-sommatie
over alle klassen van centra die wél op spie-
gellijnen liggen.

Samenvatting

In Tabel 5 vat ik de verkregen resultaten sa-
men. De symmetriegroepen van de chirale
patronen heten rotatiegroepen (bedenk dat
translaties kunnen worden opgevat als rota-
ties met rotatiehoek 0 en centrum op onein-
dig). Groepen waarin alle rotatiecentra (voor
zover aanwezig) op spiegellijnen liggen, he-
ten spiegelingsgroepen en groepen van achi-
rale patronen waarin rotatiecentra voorkomen
die niet op spiegellijnen liggen, heten ge-
mengde groepen.

Conways ‘Magic Theorems’

Een van de meest intrigerende zaken in de
behandeling van de symmetriepatronen in [1]
is het gebruik van ‘magic theorems’ om de
opsomming van symmetriepatronen te verge-
makkelijken. Deze stellingen worden alin het
begin van het boek gebruikt, maar de bewij-
zen ervan worden steeds maar uitgesteld. Dat
komt omdat de bewijzen die de auteurs uit-
eindelijk geven, gebruik maken van geavan-
ceerde topologische hulpmiddelen zoals het
begrip orbifold, de Euler karakteristiek en de
classificatie van oppervlakken. In mijn meer
elementaire behandeling van symmetrische
patronen op de bol en in het viak krijg ik ze

JvdC Con orde
Rozetpatronen [g(V)] Ne N
[s(N)] *Ne 2N
Bolpatronen [g(N,N)] NN N
(parametrisch) [s(N, N)] *NN 2N
(8(V) s N 2N
(8(\N) x] Nx 2N
[s(N,2,2)] 22N 2N
[s(N,2,2)] *22N 4N
[g(2) s(N)] 2%N 4N
Bolpatronen (8(3.3,2)] 332 12
(platonisch) [5(3,3,2)] *332 24
(8(3) s(2)] 32 24
(8(4.3,2)] 432 24
[s(4,3,2)] *432 48
(8(5,3,2)] 532 60
[s(5,3,2)] *532 120
Tabel 6 Notaties voor eindige symmetriepatronen
JvdC Con Int
Strook- [g(c0, c0)] 0000 p111
patronen [s(c0, )] % 0000 pmi1
[g(c0) 5] 0% pim1
[g(c0) X] 00X p1a1
[g(c0,2,2)] 2200 p112
[s(0,2,2)] %2200 pmm2
[8(2) s(e0)] 2% 00 pmaz2
Behang- [0] 0 p1
patronen [s s] * K pm
[s x] * X cm
[x x] XX pg
[8(2,2) 5] 225 pmg
[g(2,2) X] 22X pgg
[g(2,2,2,2)] 2222 p2
[g(2) s(2,2)] 2%22 cmm
[s(2,2,2,2)] *2222 pmm
(8G3.3.3)] 333 pP3
(8(3) s(3)] 3%3 p31m
[sG:3.3)] *333 p3m1
[8(4,4,2)] 442 P4
[g(4) s(2)] 4%2 p4g
[5(4,4,2)] *442 p4m
(5(6,3,2)] 632 pé
[s(6,3,2)] *632 pé6m

Tabel 7 Notaties voor strookpatronen en behangpatronen

als bijvangst cadeau. Ik wijs er echter op dat
Conways bewijs dieper inzicht geeft en ook
gebruikt kan worden bij algemenere symme-

trieproblemen, zoals blijkt uit de delen Il en
Il van het boek.
Allereerst definiéren Conway, Burgiel en
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Goodman-Strauss bij elke symmetrie-eigen-

schap van een patroon die in een handte-

kening voorkomt, op de volgende manier de

‘kosten’ ervan. In plaats van ‘kosten’ gebruik

ik liever de term ‘gewicht’.

— Vooreen equivalentieklasse van p-voudige
rotatiecentra die niet op spiegellijnen lig-
gen, is het gewicht 1 — %.

— Vooreen equivalentieklasse van g-voudige
rotatiecentra die op spiegellijnen liggen, is
het gewicht 5 — 5.

— Voor een symbool ‘s’ (met of zonder haak-
jes erachter) is het gewicht 1.

— Voor een symbool ‘X’ is het gewicht 1.

— Voor het symbool ‘g’ is het gewicht 0.

— Voor het symbool ‘O’ is het gewicht 2.
Merk op dat voor equivalentieklassen van

co-voudige rotatiepunten (die voorkomen in

strookpatronen) het gewicht gelijk is aan 1

als ze niet op spiegellijnen liggen, en % als

ze wel op spiegellijnen liggen (laat p — o,

respectievelijk g — ). Ik geef nu Conways

Magic Theorems.

Conways Magic Theorem voor bolpatronen.
Het totale gewicht van de handtekening van
een bolpatroon met een symmetriegroep van
2

ordenis2 -+

Bewijs. Voor chirale patronen is dit vergelij-
king (1). Voor achirale patronen is dit vergelij-

Referenties

1 John H. Conway, Heidi Burgiel en Chaim
Goodman-Strauss, The Symmetries of Things,
A.K. Peters, Ltd., Wellesley, Massachusetts,
2008.

king (2) als je bij de beide leden 1 optelt om
het symbool ‘s’ of het symbool ‘X’ in rekening
te brengen.

Conways Magic Theorem voor strookpatro-
nen en behangpatronen. Het totale gewicht
van de handtekening van een strookpatroon
of een behangpatroon is 2.

Bewijs. Voor chirale strookpatronen is dit ver-
gelijking (3). Voor achirale strookpatronen is
dit vergelijking (4) als je bij de beide leden
1 optelt om het symbool ‘s’ of het symbool
‘X’ in rekening te brengen. Zie voor chirale be-
hangpatronen vergelijking (7) en de opmer-
kingen erna. Voor achirale behangpatronen is
het vergelijking (9) als je bij de beide leden 1
optelt om het symbool ‘s’ of het symbool ‘X’ in
rekening te brengen. Ook bij de overblijvende
gevallen [s s], [s x] en [xx] is het totale gewicht
van de handtekening steeds gelijk aan 2.

Enige opmerkingen over notaties

Conways ‘signature notation’ is veel compac-
ter dan die van mij. Hij laat alle haakjes en
de letter ‘g’ weg. Voor mijn letters ‘s’ en ‘X’
gebruikt hij respectievelijk de symbolen
en X. Hij zet zijn handtekening in vette let-
ters en cijfers. Zo luiden bijvoorbeeld mijn
handtekeningen [g(2) s(2,2)] en [s x] bij hem
2x22 en *X.

2 H.S.M. Coxeter, Introduction to Geometry, sec-
ond edition, John Wiley & Sons, Inc., New York,
1969.

Merk daarbij op dat Conway de ster () niet
alleen gebruikt om rotatiecentra op spiegels
aan te duiden, maar ook als scheidingsteken:
elk getal ervoor heeft betrekking op rotatie-
centra die niet op spiegels liggen terwijl elk
getal erna rotatiecentra op spiegels aanduidt.
Ik heb Conways notatie aangepast omdat ik
denk dat beginners moeite hebben om alle
subtiliteiten ervan op het eerste gezicht te
doorgronden.

In Tabel 6 zet ik mijn notatie (JvdC) naast
die van Conway (Con) en in Tabel 7 bij de
strookpatronen en de behangpatronen, de
notatie van de International Tables for X-ray
Crystallography (Int). Voor eindige symme-
triegroepen zet ik er ook de orde n van de
symmetriegroep bij. Bij bolpatronen is het to-
tale gewicht van een handtekening gelijk aan
2 - %, en de lezer zal dit misschien nogmaals
willen controleren.

Zie [1, p. 416] voor tabellen waarin Con-
ways ‘signature notation’ voorde bolpatronen
en de behangpatronen naast die van eerdere
auteurs is gezet. e

Alle illustraties in dit artikel zijn van de hand van de
auteur.

3 L. Fejes Toth, Reguldre Figuren, Akadémiai Ki-
ado, Budapest, 1965.
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Vakantiecursus

Middeleeuwse islamitische
geometrische ornamentiek

Overalin de islamitische wereld zijn prachtige geometrische patronen te zien in middeleeuwse
moskeeén en paleizen. Wat zijn de methoden van de middeleeuwse ontwerpers? Welke wis-
kundige kennis gebruiken ze? En heeft de islamitische geometrische ornamentiek een diepere
betekenis? Tijdens de CWI-vakantiecursus ’Symmetrie’ in augustus 2011 gaat Jan Hogendijk op

deze vragen in.

Geometrische ornamenten kwamen al vroeg
in de islamitische traditie voor, en werden in
de loop van de tijd steeds ingewikkelder. In
de West-Arabische kunst (Spanje, Marokko)
zijn de patronen bij voorkeur gebaseerd op re-

gelmatige zeshoeken en achthoeken, en ook
regelmatige veelhoeken met 12, 24, 16 en 32
zijden. Veel voorbeelden zijn te vinden in het
Alhambra in Granada. In Iran en aangrenzen-
de gebieden hadden de ontwerpers een voor-

Figuur 1 Detail van mozaiek in de Darb-e Imam, Isfahan

Foto: J.P. Hogendijk

liefde voor de vijfhoek en tienhoek. Patronen
met regelmatige zevenhoeken, negenhoeken,
elfhoeken en dertienhoeken zijn zeldzaam
maar komen wel voor. De islamitische geome-
trische ornamentiek bereikte een hoogtepunt
in de zeventiende eeuw in Iran.

Driedimensionale geometrische patronen
zijn te vinden op de buitenkant van sommi-
ge koepels. Het bekendste voorbeeld is de
koepel op het graf van de soefi-heilige Shah
Nematollah Vali (1330-1431) in Mahan, Iran.
Zie Figuur 2.

Een andere driedimensionale geometri-
sche kunstvorm is de mugarnas, oorspronke-
lijk een soort stalactietengewelf. In het begin
was de functie van mugarnas om in een vier-
kant gebouw met een ronde koepel een mooie
overgang van de verticale muren naar de koe-
pel te maken. De mugarnas ging al gauw een
eigen leven leiden, en soms is de hele bin-
nenkant van de koepel met een stalactieten-
gewelf overdekt. Ook hiervan zijn prachtige
voorbeelden in het Alhambra te vinden. In dit
artikel gaan we niet verder op mugarnas in
(om een indruk te krijgen zie [8], en op het
internet staan prachtige platen).

De islamitische geometrische kunst heeft
in de moderne tijd velen geinspireerd. M.C.
Escher (1898-1972) maakte een studie van
de kunst in het Alhambra en ontwikkelde op
basis daarvan een eigen manier om het vlak
te vullen met figuren [2, pp. 24, 41, 50-55].
islamitische geometrische ornamenten laten
zich uitstekend gebruiken om wiskundige be-
grippen zoals ‘symmetrie’ en ook ‘aperiodie-
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Figuur 2 Graftombe van Shah Nematollah Vali in Mahan, Iran

ke betegelingen’ aan een breed publiek uit te
leggen.

In dit artikel onderzoeken we enkele ach-
tergronden van de middeleeuwse islamiti-
sche ornamentiek, en we zullen moderne the-
orieén over dit onderwerp vergelijken met het
weinige dat bekend is uit middeleeuwse bron-
nen.

De methoden van de ontwerpers

Diverse moderne islamitische geleerden en
handwerkers hebben tegen mij gezegd dat
de islamitische geometrische kunst niet zo-
zeer met bewuste methoden te maken had.
De kunstenaars zouden door hun gevoel zijn
geleid en God (of hun geloof in God) zou er
voor gezorgd hebben dat de ornamenten per-
fectwaren. Erzou dus geen wiskunde en geen
methode nodig zijn.

Deze opvatting komt niet overeen met
mijn eigen ervaring. Wie wel eens geprobeerd
heeft, een ingewikkeld middeleeuws islami-
tisch patroon precies na te tekenen, weet dat
dit een oefening in nederigheid is. En daarna
is het weer een nieuwe opgave om zo’n pa-
troon zo te construeren dat het precies in een
gegeven ruimte past.

Laten we eens kijken naar wat de mid-
deleeuwse islamitische bronnen zeggen over
het construeren van (vlakke) geometrische or-
namenten. Die bronnen zijn er in twee soor-
ten. Allereerst zijn er de ornamenten zelf, op
middeleeuwse gebouwen, en soms in ruines.
De tweede soort bronnen bestaat uit manu-
scripten met tekeningen, met of zonder be-
geleidende tekst. Het bekendste voorbeeld is
een boekrol die in de bibliotheek van het Top-
kapipaleis in Istanbul wordt bewaard en die
daarom de Topkapirol (Engels: Topkapi scroll)
wordt genoemd. Hijis gepubliceerd in eenfac-
simile editie [12] en ook voor een klein gedeel-
te op het internet beschikbaar. De Topkapirol
is 29,5 m lang en 33 c¢cm breed en bestaat uit
stukken papier die aan elkaar zijn gelijmd. Op
de rol staan tekeningen van tweedimensiona-
le patronen en ook van horizontale projecties
van (driedimensionale) mugarnas. De rol is
vermoedelijk in de zestiende eeuw in de stad
Tabriz in Noordwest-lran vervaardigd. Er zijn
maar weinig andere boekrollen en werkteke-
ningen zoals de Topkapirol bekend. Mogelijk
bestaan erveel meervan zulke tekeningen die
op zolders van moskeeén of in kelders van bi-
bliotheken op ontdekking liggen te wachten.
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In de Topkapirol staan alleen figuren, zon-
der instructies over hoe deze moeten worden
getekend. Figuur 3 is afgeleid van een teke-
ning van een tweedimensionaal patroon uit
de Topkapirol. In het origineel bestaat de te-
kening uit zwarte en rode lijnen en oranje stip-
pellijnen, zie het artikel [15] dat via het inter-
net toegankelijk is. Figuur 3 is ontstaan door
het overtrekken van een tekening in de Top-
kapirol, en de figuur laat daardoor goed zien
hoe nauwkeurig deze tekening is. De rode lij-
nen in de tekening, die in Figuur 3 vet zijn
weergegeven, vormen een grof patroon. Dit
patroon wordt in een veel fijner patroon on-
derverdeeld door de zwarte lijnen in de teke-
ning, die in de figuur met doorgetrokken dun-
ne lijnen worden weergegeven. Verder staan
er in de tekening oranje stippellijnen, die in
de figuur ook met stippellijnen zijn weerge-
geven. Deze stippellijnen zouden hulplijnen
geweest kunnen zijn om het patroon te kun-
nentekenen. De tekeningis aan de bovenkant
afgesneden en de lezer wordt uitgenodigd om
het symmetriecentrum iets boven het midden
te localiseren. Door een rotatie van 180° om
dat centrum kan de rest van de oorspronkelij-
ke tekening worden gereconstrueerd, en daar-
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Figuur 3 Een patroon uit de Topkapirol [12, p. 300]

na kan het patroon worden voortgezet door
herhaalde spiegeling van de tekening.

De stippellijnen in Figuur 3 vormen vijf ver-
schillende figuren die in de moderne litera-
tuur bekend staan als girih-tegels, van het
Perzische woord gireh, knoop. Deze tegels
zijn apart getekend in Figuur 4. De zijden van
deze vijf tegels zijn even lang, en de patro-
nen waar het uiteindelijk om gaat zijn opge-
bouwd uit de doorgetrokken lijnen door de
middelpunten van de zijden in Figuur 4. Door
de vijf girih-tegels op de juiste manier aan
elkaar te leggen vormen de doorgetrokken lij-
nen mooie patronen. Moderne onderzoekers
nemen aan dat deze girih-tegels bij het ont-
werpproces zijn gebruikt, en Figuur 3 zou het
resultaat van zo’n ontwerp geweest kunnen
zijn.
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Figuur 4 De vijf girih-tegels uit Figuur 3

Illustratie: Steven Wepster

Illustratie: Steven Wepster

Het blijkt dat met deze girih-tegels aperi-
odieke betegelingen kunnen worden gelegd
[5,15]. Deze ontdekking is de afgelopen twin-
tig jaar diverse keren gedaan en heeft ge-
leid tot nieuwe belangstelling voor islamiti-
sche geometrische kunst, die nu ook gebruikt
kan worden om aperiodieke betegelingen uit
te leggen [20]. Sommige moderne auteurs be-
weren dat de middeleeuwse ontwerpers, die
vanaf de twaalfde eeuw met deze girih-tegels
werkten, ook aperiodieke betegelingen van
het hele vlak met deze vijf tegelvormen ken-
den. Dit zou worden geillustreerd door be-
tegelingen in de Darb-e Imam in Figuur 1 en
op enkele andere plaatsen in de islamitische
wereld. Deze opvatting wordt niet door de
bronnen gesteund. De patronen op de Darb-e
Imam beslaan samen een zo klein gedeelte
van het vlak dat niet kan worden uitgemaakt
of de ontwerper een aperiodiek patroon wilde
maken. Nergens in de middeleeuwse islami-
tische teksten vinden we enig spoor van het
begrip aperiodiciteit; ook niet van het begrip
periodiciteit trouwens. Wel staat vast dat mid-
deleeuwse Iraanse ontwerpers bekend ge-
weest zijn met hetvolgende principe [5, p. 54—
55]: In vele grote patronen die bestaan uit
vijfhoeken en tienhoeken en andere figuren,
kunnen de elementen op fraaie wijze met een
soortgelijk patroon op kleinere schaal worden
gevuld. Figuur 3 en 5 zijn hiervan voorbeel-
den. Om dit alles correct op schaal te tekenen
zijn de girih-tegels nuttig. De monumenten
van Isfahan laten een duizelingwekkende va-
riatie zien van grotere patronen die in kleinere
patronen zijn onderverdeeld.

We keren terug naar de bronnen. Eris één
voorbeeld bekend van een set werktekenin-
gen met begeleidende teksten waarin staat
hoe de tekening moet worden vervaardigd.
Deze set is gevonden in een zestiende-eeuws
Perzisch manuscript van veertig bladzijden,
dat nu in Parijs wordt bewaard in de Bibli-
othéque Nationale. Het manuscriptis nog niet
gepubliceerd. Voor een Russische vertaling
zie [3, pp. 315—-340], voor een modern Per-
zische vertaling zie [10, pp. 73—93]. Voor ver-
dere gegevens en voorbeelden uit het hand-
schrift zie [ 7; 12,pp. 146—-150; 13]. Figuur 6 is
een weergave van een tekening uit het hand-
schrift. De bijbehorende tekst is receptachtig
en geeft geen verdere uitleg van de noodzake-
lijke voorkennis, zoals de constructie van een
hoek van % - 90°. De tekst in het handschrift
is als volgt:

“Maak hoek BAG drie zevende van een
rechte hoek. Deel lijn AG doormidden in punt
D. Pas BE af gelijk aan AD. Markeer lijn EZ
evenwijdig aan AG. Trek (een willekeurige)

Figuur 5 Patroon in de Vrijdagmoskee in Isfahan

lijn TT evenwijdig aan BE, deel TE doormid-
den in punt H, en maak TI gelijk aan TH.
Verleng ET tot hij lijn AB doorsnijdt in punt K.
Markeer KL evenwijdig aan BE. Met middel-
punt Z cirkelboog KMN zodat het stuk KM
gelijkisaan MN. Op lijn AF neem punt S (hoe
wordt niet gezegd) en dat is het middelpunt
van een zevenhoek. Voltooi de constructie als
God de Verhevene het wil.

En anders construeer hoek ELN gelijk aan
hoek ELK en met de lijn LN vind het middel-
puntS.

En anders snijd EO af gelijk aan EL, zodat
punt O het middelpunt van een zevenhoek is.
En maak lijn OS evenwijdig aan GA en gelijk
aan AG (in het handschrift staat AD). En dan
is punt S het middelpunt van een tweede ze-
venhoek. En anders laat GO gelijk zijn aan
AS. God weet het het beste.”

Dit voorbeeld is extra interessant omdat
de tekening hoort bij een patroon dat echt op
een gebouw voorkomt, namelijk in de Noor-
delijke koepel van de Vrijdagmoskee in Is-
fahan [9]. We kunnen daaraan zien hoe de
tekening werd gebruikt. Het patroon in de
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Figuur 6 Moderne weergave van de tekening uit het Per-
zische handschrift Parijs, B.N. Ancien Fonds 169, f. 192a.
Onderbroken lijnen zijn ook onderbroken in het handschrift.
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Figuur 7 Het patroon uit het Parijse handschrift aan elkaar
gelegd

rechthoek werd als een soort ‘fundamentaal-
gebied’ beschouwd. Kopieén van het funda-
mentaalgebied en het spiegelbeeld daarvan
werden naast elkaar gelegd en het resultaat
was dan een patroon als in Figuur 7. De situa-
tie is dus net zo als met Figuur 3 uit de Topka-
pirol. In het Perzische handschrift wordt ner-
gens uitgelegd hoe met zo’n fundamentaalge-
bied moest worden omgegaan. Vermoedelijk
hoorde bij de tekst in het handschrift een uit-
gebreide mondelinge uitleg.

De dunne lijnen in Figuur 7 vormen twee
nieuwe zeshoekige girih-tegels die bij het ont-
werp gebruikt zouden kunnen zijn. Als we
o= @o noteren dan zijn de hoeken in de-
ze girih-tegels 40, 5, 5,4, 5, 5x en 4,
4, 6, 4, 4, 6. Het patroon heeft een
leuke symmetrie doordat de eerste girih-tegel
in twee schuine en een liggende positie voor-
komt. Ook over deze symmetrie staat niets in
het handschrift. In het mozaiek in de Vrijdag-
moskee zijn de girih-tegels niet te zien, en het
isduidelijk datze in het productieproces geen
rol speelden (zie de kleurenfoto in [9]), dat wil
zeggen dat het niet girih-tegels waren die in
de praktijk werden gefabriceerd (uitgehakt of
gebakken) en aan elkaar gemetseld om het
patroon te maken. Ook bij de Darb-i Imam (Fi
guur 1) lijkt uit de foto te volgen dat de vijf
girih-tegels van Figuur 4 niet in het productie-
proces werden gebruikt. Deze tegels hoorden
dus bij het ontwerpstadium. We kunnen in elk
geval concluderen dat de middeleeuwse is-
lamitische kunstenaars methodes gebruikten
voor het ontwerpen van geometrische orna-
menten. Het is niet uitgesloten dat enkele ge-
nieén alles op het gevoel tekenden, maarvoor
de gewone ontwerper was dit een brug te ver.

De wiskundige kennis van de ontwerpers
We vragen ons nu af hoe de geometrische or-
namentiek zich verhoudt tot wat bekend is
over middeleeuwse islamitische wiskunde en
wiskundigen.

In die tijd werd weinig wiskunde gebruikt

in de landmeetkunde en voor administratie-
ve doeleinden. Wat kennis van het rekenen
en een paar meetkundige vuistregels waren
hiervoor voldoende. Er werd wel aan wiskun-
de van hoger niveau gedaan, namelijk al-
gebra (kwadratische en kubische vergelijkin-
gen), een beetje getallenleer, veel meetkunde
in de stijl van de Grieken, en veel trigonome-
trie. Deze meetkunde en trigonometrie werd
gebruikt door sterrenkundigen, die hun le-
vensonderhoud meestal moesten verdienen
als astroloog of als privéleraar. Er bestond
zelfs een soort standaard leerplan meetkunde
voor gebruik in de sterrenkunde, dat doorlo-
pen werd onder leiding van een leraar. Men
begon met Arabische vertalingen van Griek-
se wiskundige werken. Eerst de Elementen en
de Data van Euclides, en dan Over de Bol en
de Cylinder en de Cirkelmeting van Archime-
des. Wanneer de student deze boeken had
doorgewerkt, had hij (of in een enkel geval
zij) in elk geval een goed idee van wat een
meetkundig bewijs is. Daarna stonden een
paar boeken over meetkunde op de bol op
het programma, zoals de Sphaerica van The-
odosius en de Sphaerica van Menelaus. Dit
laatste boek ging over boldriehoeksmeetkun-
de en gebruikte de verouderde trigonome-
trische functie ‘koorde’. Daarom konden in
plaats hiervan ook modernere Arabische boe-
ken worden gelezen die gebruik maakten van
sinus en cosinus. Vervolgens kon men begin-
nen aan de eigenlijke sterrenkunde. In het
ideale geval las de student nu de hele Al-
magest van Ptolemaeus. Dit dikke boek was
zwaar verteerbaar en ook verouderd en het
was te veel voor de gemiddelde student. Ge-
lukkig waren er ook veel boeken over ster-
renkunde van middeleeuwse (islamitische en
andere) auteurs die in het Arabisch schreven.
In elk geval leerde iedere aankomende ster-
renkundige of astroloog hoe om te gaan met
minstens één Arabisch sterrenkundig hand-
boek met circa honderd bladzijden tabellen,
en met een astrolabium. Met deze hulpmidde-
len kon de sterrenkundige de posities van he-
mellichamen op elk moment berekenen. Wie
astroloog wilde worden moest vervolgens nog
een hele literatuur doorwerken over astrologi-
sche interpretaties.

Een beroep ‘wiskundige’ bestond niet in
de middeleeuwse islamitische wereld. De
meeste wiskundig geschoolden werkten als
sterrenkundige, astroloog, of privé-leraar, en
sommigen hielden zich in leven met het ko-
piéren en verkopen van handschriften.

We keren nu terug naar de geometrische
kunst. De ornamenten zijn duidelijk van een
hogerwiskundig gehalte dan wat nodigis voor

landmeten en administratie. De vraag die nu
rijst, is of de ontwerpers en makers van zul-
ke ornamenten dezelfde wiskundigen waren
die ook aan sterrenkunde deden, of dat het
om een heel andere groep gaat. We krijgen
enig inzicht in deze vraag dankzij de Iraanse
meetkundige en sterrenkundige Abu’l-Wafa
al-Buzjani (940-998). Deze man kwam uit
de stad Buzjan (nu verlaten) nabij de tegen-
woordige grens met Afghanistan, en hij werk-
te, zoals vele geleerden uit zijn tijd, in Irak.
Hij schreef een speciaal boek Over de meet-
kundige constructies die de handwerkslieden
en bouwers nodig hebben. (Van deze tekst
is een Franse vertaling verschenen in [21],
en een Duitse vertaling in [19]. Deze verta-
lingen zijn gebaseerd op onvolledige manu-
scripten, en ze bevatten niet het interessante
deel over de contacten tussen wiskundigen
en handwerkers. Dit gedeelte is gepubliceerd
in het Arabisch met Engelse vertaling in [14].)
Volgens Abu’l-Wafa bestonden er twee groe-
pen: de wiskundig geschoolde meetkundigen
die wel theoretische bewijzen konden geven
maar weinig ervaring hadden in praktisch te-
kenen, en de makers van ornamenten die
praktisch konden tekenen maar geen benul
hadden van bewijzen, en die daardoor niet
konden onderscheiden tussen exacte en be-
naderende constructies [14]. Abu’l-Wafa had
geen hoge pet op van de meetkundekennis
van deze laatste groep mensen en probeer-
de hen door middel van zijn eigen boekwerk
op te voeden tot het gebruik van exacte wis-
kundige constructies van vijfhoeken en ande-
re figuren. Hij beschreef ook een paar con-
structies met een passer met vaste opening.
Hiermee vermeed hij onnauwkeurigheden die
konden ontstaan door het steeds opnieuw in-
stellen van een passer. Abu’l-Wafa gaf geen
bewijzen in zijn boek omdat die toch niet aan
zijn doelgroep besteed waren.

Dankzij Abu’l-Wafa begrijpen we waar-
om er in de meeste Arabische teksten over
euclidische meetkunde niets over geometri-
sche ornamenten wordt gezegd. Deze teksten
zijn namelijk geschreven door theoretisch ge-
schoolde wiskundigen, en niet door de ma-
kers van geometrische ornamenten. Er wa-
ren onder de wiskundigen echter uitzonderin-
gen. In een klein tekstje over algebra constru-
eert de wis- en sterrenkundige Omar Khayyam
(1048-1131) een rechthoekige driehoek waar-
bij eenvan de rechthoekszijden plus de hoog-
telijn gelijk is aan de basis [7, 13]. Dit pro-
bleem loopt algebraisch uit op een derde-
graads vergelijking en Khayyam gebruikt een
hyperbool en een cirkel om de driehoek te
construeren. Hetzelfde probleem wordt ook
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in het Perzische manuscript genoemd, waar
wordt vermeld dat een andere wis- en sterren-
kundige Ibn al-Haytham (965—circa 1040) het
probleem ook met kegelsnedes had opgelost.
Helaas is het patroon dat uit deze driehoek
ontstaat niet erg mooi, en het is geen wonder
dat het nooit aangetroffen is op een echt ge-
bouw. Toch geven deze voorbeelden aan dat
twee van de grootste islamitische wiskundi-
gen zich met geometrische ornamentiek bezig
hielden. Het is goed mogelijk dat Khayyam de
ontwerper is van het patroon met de zeven-
hoeken van Figuur 7. Hij woonde in Isfahan
toen de noordelijke koepel van de Vrijdag-
moskee omstreeks 1080 gebouwd werd, en
hij was bevriend met de opdrachtgever.

Het Perzische handschrift dat hierboven is
genoemd (Figuur 6 en 7) is volgens de Turk-
se historicus Ozdural [14] ook het werk van
iemand die geschoold was in de Griekse wis-
kunde. Omdat in het handschrift geen onder-
scheid wordt gemaakt tussen exacte en bena-
derende constructies, denk ik dat de tekst in
het handschrift grotendeels afkomstig is van
makers van ornamenten die geen uitgebreide
kennis hadden van de Elementen van Eucli-
des. Het enige dat aan Euclides herinnert, is
het feit dat punten in de figuren worden aan-
gegeven met de Arabische equivalenten van
de Griekse letters A, B, T .... In het Perzische
handschrift staan een paarverbazend slimme
benaderingsconstructies, van een type dat in
de ’normale’ islamitische wiskunde in eucli-
dische stijl niet voorkomt. Daarom denk ik
dat het handschrift een tipje van de sluier
oplicht over de praktische meetkundekennis
van de islamitische ontwerpers. Deze kennis,
en de bijbehorende tekeningen van patronen,
kunnen van vader op zoon zijn doorgegeven
in families van handwerkers, en misschien
werden de constructiemethoden geheim ge-
houden uit concurrentieoverwegingen. Ook in
de moderne tijd bestaan zulke handwerkers
nog, al worden het er wel steeds minder. In
het tegenwoordige Iran worden de ontwerpen
meestal met de computer gemaakt.

Dit alles maakt het beantwoorden van de
vraag “welke wiskunde gebruikten de mid-
deleeuwse ontwerpers?” er niet eenvoudiger
op. De ontwerpers waren niet geschoold in
de Elementen van Euclides. Zij hadden een
ander soort wiskundekennis die grotendeels
niet op schrift is vastgelegd. Zulke schriftloze
tradities bestaan ook in andere culturen en
worden soms ‘ethnomathematics’ genoemd.
In elk geval krijgen we uit andere stukken van
het Perzische handschrift het idee dat de au-
teur of auteurs goed konden werken met con-
gruente figuren en het opknippen van figu-

ren. Maar voor de rest is de vraag wat voor
wiskundige begrippen de ontwerpers precies
gebruikten, (nog) niet goed te beantwoorden
wegens gebrek aan authentieke bronnen. Als
er een antwoord is, ligt dat verborgen in bibli-
otheken in de islamitische wereld.

Men kan zich afvragen of de middeleeuw-
se islamitische kunstenaars beinvloed kun-
nen zijn door de wiskunde van India. Dit is
in principe best mogelijk omdat er op gro-
te schaal kennis over wiskunde en sterren-
kunde vanuit India in de islamitische cul-
tuur is terechtgekomen. Omstreeks 775 wer-
den zelfs delegaties Indiase wetenschappers
aan het hof van de kalief in Bagdad uitgeno-
digd. Tussen 1970 en 1980 meenden moderne
onderzoekers een verband te hebben gevon-
den tussen islamitische geometrische kunst
en de oude Vedische wiskunde. Deze opvat-
ting werd eind jaren 1970 breed geétaleerd
in een tentoonstelling Islamathematica, on-
der andere in Rotterdam in het Museum Boy-
mans van Beuningen [16]. Het verband dat
de onderzoekers hadden gelegd was helaas
niet met authentieke Vedische wiskunde uit
de periode rond 500 voor Christus, maar met
het rekensysteem dat was ‘herontdekt’ uit de
Veda’s door Goeroe Sri Bharati Krsna Tirthaji
(1884-1960). Goeroe Tirthaji was een oplich-
ter en een echt verband tussen islamitische
geometrische kunst en oude Indiase wiskun-
de is tot nu toe niet gevonden.

Is er een diepere betekenis?
De islamitische geometrische ornamentiek
was voor een groot deel sacrale kunst. Het
geometrische karakter van deze sacrale kunst
had te maken met het verbod op het afbeel-
den van levende wezens in de Hadieth (over-
levering) over het leven van de profeet Mo-
hammad. Men hield zich lang niet overalin de
middeleeuwse islamitische samenleving aan
dit verbod, maar wel in de moskee en in an-
dere religieuze gebouwen zoals graftomben.
De handwerkers die de geometrische orna-
menten vervaardigden behoren of behoorden
soms tot mystieke islamitische ordes. Zo rijst
de vraag of deze kunst een spirituele beteke-
nis had. We bespreken eerst de opvattingen
van de twee bekendste auteurs die over dit
thema hebben gepubliceerd. De veel geciteer-
de Shiitische filosoof Seyyed Hossein Nasr
zegt over de betekenis van de islamitische ge-
ometrische kunst: “This art makes manifest,
in the physical order directly perceivable by
the senses, the archetypal realities and acts
therefore as a ladder for the journey of the
soul from the visible and the audible to the
Invisible which is also Silence transcending
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Figuur 8 Een van de acht kanten van een van de torens
in Kharragan, met boven de patronen de woorden uit de
Koran: “...de machtige, de geweldige, de trotse. Geprezen
zij God, verheven ...."”

all sound” [11, p. 6]. De architectuurhistori-
cus Keith Critchlow werkt dit uit door een ver-
band te leggen met magische vierkanten [4,
pp. 42-56]. Een magisch vierkant van orde
n is een vierkant waarin de getallen 1 tot en
met n? opgesteld worden in n kolommen en
rijen zodat de som van de getallen in elke ko-
lom en rij en in de beide diagonalen gelijk is
aan een vast getal M = %(n2 + 1). Critchlow
presenteert een rij magische vierkanten van
orde 3 tot en met g die in de middeleeuwse
islamitische wereld en in middeleeuws Euro-
pain verband werden gebracht met Saturnus,
Jupiter, Mars, Zon, Venus, Mercurius en de
Maan. Hij beschouwt elk vierkant als het ar-
chetype van het bijbehorende hemellichaam.
De getallen in elk vierkant kunnen op allerlei
manieren met elkaar vergeleken worden. Zo
leidt hij uit elk magisch vierkant een aantal
patronen af die volgens hem dan met deze
hemellichamen te maken hebben. Over de rol
van de bijbehorende archetypen zegt hij ver-
der dat: “Islam’s concentration on geometric
patterns draws attention away from the repre-
sentationalworld ... to one of pure forms, giv-
ing insight into the workings of the inner self
and their reflection in the universe. Where-
as the experienced world ... is of necessity
in three dimensions, the paradisiac world, or
world of motivating intelligences, exists two-
dimensionally only, the principle being that
as archetypes are released from the limita-
tions of existentiality, so also is their confine-
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ment within dimensions ...” [4, p. 8]. Uiter-
aard staat het ons vrij om de standaardop-
vattingen van Nasr en Critchlow naar het rijk
derfabelen te verwijzen. Magische vierkanten
werden uitgebreid onderzocht door de wis-
kundigen in de middeleeuwse islamitische
traditie. Een grote hoeveelheid teksten over
dit thema is gepubliceerd door Jacques Sesi-
ano [17]. Een verband tussen magische vier-
kanten en geometrische ornamentiek wordt
door de middeleeuwse auteurs nergens ge-
legd, ook niet in teksten over magie en ta-
lismans waarin magische vierkanten voorko-
men.

Tot dusver zijn er heel weinig echte aan-
knopingspunten gevonden over de beteke-
nis van de islamitische geometrische or-
namentiek. We kunnen hier wel het werk
van Carol Bier vermelden. Deze Amerikaan-
se onderzoekster is gespecialiseerd in de ge-
schiedenis van textiel en zij heeft de isla-
mitische geometrische ornamentiek in ver-
band gebracht met patronen die (als het
ware automatisch) ontstaan bij het knopen
van tapijten en het weven van stoffen. Haar
idee over de betekenis is dat de geome-
trische ornamenten vaak te vinden zijn op
religieuze bouwwerken waarop ook Koran-
verzen staan afgebeeld. Als de ornamenten
een betekenis hebben, zouden de Koran-
verzen hiervoor een sleutel kunnen zijn. Zij
vindt hiervan een voorbeeld in twee elfde-
eeuwse graftorens in Kharragan, halverwege
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Lauwerkransen
voor wiskundigen

In oktober zijn de winnaars van de Nobelprijzen voor 2011 bekendgemaakt, op 10 decem-
ber worden de Nobelprijzen uitgereikt. De wiskunde moet het doen zonder een Nobelprijs,
maar kent genoeg beloningen voor bedwingers van de Olympus, zoals wetenschapsjournalist
Bennie Mols laat zien in dit artikel dat eerder verscheen in NRC Handelsblad van zaterdag

1 oktober 2011.

Alfred Nobel nam in zijn testament uit 1895
geen Nobelprijs voor de wiskunde op omdat
zijn vrouw een affaire had met de invloedrijke
Zweedse wiskundige Gosta Mittag-Leffler. Dat
is de anekdote die al een eeuw wordt door-
verteld, die sommige wiskundigen ook heden
ten dage nog geloven, maar waarvan al lang
bekend is dat het een broodjeaapverhaal is.
Nobel is nooit getrouwd geweest. De enige
vrouw van wie bekend is dat ze een relatie
heeft gehad met Nobelwas de Weense Sophie
Hess. Maar eris geen enkele aanwijzing dat zij
ook maar iets heeft gehad met de wiskundi-
ge Mittag-Leffler. Niet alleen de liefde maakt
blind, onze hang naar liefdesroddels — waar
of niet — net zozeer.

Nee, de werkelijke reden dat er geen No-
belprijs voor de wiskunde bestaat, heeft niets
te maken met de liefde. Nobel wilde zijn
geld nalaten voor ‘belangrijke ontdekkingen
en uitvindingen’ in die vijf disciplines die het
dichtst bij hem stonden. Daar zat de wiskun-
de niet bij. Nobel zag de wiskunde niet als
een veld dat directe, praktische toepassingen

voor de mensheid zou opleveren.

Dat dat laatste niet klopt, blijkt alleen al
uit de wiskundigen die een Nobelprijs in een
van de andere disciplines hebben gewonnen,
meestal de economie, en uit het vaak sterk
wiskundig geinspireerde werk dat werd be-
loond met de hoogste eerin de natuurkunde.

Wiskundige Nobelprijswinnaars

De bekendste wiskundige Nobelprijswinnaar
is John Nash, het schizofreen geworden ge-
nie dat bij een breed publiek bekend werd
door de bestseller A beautiful mind van Syl-
via Nasar en de gelijknamige film. Nash ver-
wierf faam met zijn speltheoretische werk dat
draait om de vraag hoe twee rationele men-
sen met elkaar zullen onderhandelen. In 1994
ontving hij de Nobelprijs voor economie.

Een ander beroemd geval is wiskundige
Kenneth Arrow. In 1950 bewees Arrow dat het
ideale kiesstelsel niet bestaat. Elk kiesstel-
sel dat voldoet aan de ideale principes van
een democratie blijkt winnaars op te kunnen
leveren die tegenstrijdig zijn met die ideale

principes. Zo won in 1976 de democratische
kandidaat Jimmy Carter de Amerikaanse pre-
sidentsverkiezingen van zijn republikeinse ri-
vaal Gerald Ford. Ford had eerder de strijd
voor de republikeinse presidentskandidatuur
gewonnen van Ronald Reagan. Peilingen tij-
dens de presidentsverkiezingen tussen Car-
ter en Ford gaven echter aan dat als de de-
mocraat Carter het direct had moeten opne-
men tegen de republikein Reagan, Carter zou
hebben verloren van Reagan. In een verkie-
zingssysteem met meerdere ronden, kan het
kennelijk belangrijk zijn in welke volgorde de
kiesronden plaatsvinden. Arrow ontving voor

& - :
John Nash (rechts) ontvangt de Nobelprijs in 1994
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De Fieldsmedaille

zijn overkoepelende sociale keuzetheorie in
1972 de Nobelprijs economie.

De grote wiskundige en filosoof Bertrand
Russell won in 1950 de Nobelprijs voor no-
ta bene de literatuur voor “zijn uiteenlopen-
de en invloedrijke geschriften waarin hij op
de bres springt voor humanitaire idealen en
het vrije denken”. Verder ging een aantal
Nobelprijzen in de natuurkunde naar sterk
wiskundig geinspireerd werk: onder ande-
re de bijdragen aan de quantummechanica
van Werner Heisenberg (Nobelprijs 1932) en
Erwin Schrodinger (1933); de Nobelprijzen
in de theoretische deeltjesfysica van Gell-
Mann (1969) en Glashow, Weinberg en Salam
(1979) waarin symmetrieén een belangrijke
rol spelen; en niet te vergeten het Nobelprijs-
winnende werk van de Nederlandse natuur-
kundigen ’t Hooft en Veltman (1999) dat het
wiskundige fundament legde onder de quan-
tumstructuur van de elektrozwakke wissel-
werking, een van de vier fundamentele na-
tuurkrachten.

Fieldsmedaille
De wiskundeprijs die decennialang werd be-
schouwd als het equivalentvan de Nobelprijs,

is de Fieldsmedaille, uitgereikt sinds 1936.
Hoewel die vergelijking qua status terecht is,
kent de Fieldsmedaille andere spelregels. Ten
eerste wordt de prijs niet jaarlijks toegekend,
maar alleen eens in de vier jaar. Ten twee-
de mogen de winnaars niet ouder zijn dan
veertig jaar. Dat is de reden dat Andrew Wi-
les, de Brit die na acht jaar eenzaam werk
in 1995 het eeuwenoude vermoeden van Fer-
mat op spectaculaire wijze oploste, naast
het net viste. Hij was toen met zijn 42
jaar al te oud voor een Fieldsmedaille.
Ten slotte ontvangt de winnaar van de
Fieldsmedaille ‘slechts’ tienduizend dollar in
plaats van de ruim een miljoen bij een Nobel-
prijs.

De rijke kruisbestuiving tussen wis- en
natuurkunde blijkt trouwens niet alleen uit
de Nobelprijzen natuurkunde met een wis-
kundesmaak, maar ook uit een wiskunde-
prijs met een natuurkundesmaak. In 1990
won de natuurkundige Edward Witten de
Fieldsmedaille voor zijn wiskundige werk in
de snaartheorie, een natuurkundige theorie
die elementaire deeltjes als trillende snaar-
tjes opvat.

Abelprijs

Inmiddels is de wiskundeprijs die het meeste
lijkt op de Nobelprijs, niet langer de Fieldsme-
daille, maar de Abelprijs, sinds 2003 jaar-
lijks toegekend door de Noorse Academie
van Wetenschappen en Letteren. Net als de
Nobelprijs kent de Abelprijs geen leeftijds-
grens en bedraagt de prijs ongeveer een mil-
joen dollar. Overigens heeft nog nooit een Ne-
derlander de Fieldsmedaille of de Abelprijs
gewonnen.

Halve wiskundigen

Wat wiskundigen betreft moet Nederland het
op de Olympus vooralsnog doen met twee
halve wiskundigen, Jan Tinbergen en Tjalling
Koopmans, waarvan de laatste ook nog een

Winnaars Abelprijs

2003 Jean-Pierre Serre (Collége de France, Parijs)
2004 Michael Atiyah (University of Edinburgh)
Isadore Singer (MIT, Cambridge, MA)
2005 Peter Lax (Courant Institute of Mathematical Sciences, New York)
2006 Lennart Carleson (Royal Institute of Technology, Sweden)

2007
2008 John Griggs Thompson (University of Florida)
Jacques Tits (Collége de France, Parijs)
2009 Mikhail Gromov (Institut des Hautes Etudes Scientifiques, Bures-sur-Yvette)
2010 John Tate (University of Texas, Austin)
2011 John Milnor (Stony Brook University, New York)

Srinivasa S.R. Varadhan (Courant Institute of Mathematical Sciences, New York)

Jan Tinbergen (links) en Tjalling Koopmans (rechts)

tot Amerikaan genaturaliseerde Nederlander
was. Koopmans had wis- en natuurkunde ge-
studeerd aan de universiteiten van Utrecht en
Leiden. Onderinvloed van Tinbergen, die ook
wis- en natuurkunde had gestudeerd, verleg-
de Koopmans zijn interesse naar de wiskun-
dige economie. In 1940 vluchtte hij naar de
Verenigde Staten, waar hij tijdens de Twee-
de Wereldoorlog de routes van onder militaire
bescherming varende scheepskonvooien be-
paalde.

Koopmans ontwierp in 1942 een wiskun-
dige methode die optimale routes bereken-
de en generaliseerde deze voor een grotere
klasse van economische problemen. In 1975
ontving hijvoor zijn werk de Nobelprijs econo-
mie. Tinbergen was hem in 1969 voorgegaan
met de allereerste Nobelprijs economie, voor
zijn grondleggende werk op het terrein van de
econometrie, de wiskundige tak van de eco-
nomie.

Turingprijs

Het equivalent van de Nobelprijs voor de in-
formatica, de Turingprijs, kent wel een Neder-
landse winnaar met een wiskunde-tint: wis-
kundige, natuurkundige, maar toch vooral in-
formaticus Edsger Dijkstra in 1972. Dijkstra
ontwikkelde onder andere het kortste-pad-
algoritme, een efficiénte rekenmethode om
de snelste route tussen twee locaties te be-
palen. Dit algoritme ligt aan de basis van alle
autonavigatiesystemen.

Millenniumproblemen

Ten slotte heeft het Clay Mathematics Insti-
tute een miljoen dollar klaar liggen voor de-
gene die een van de nog zes openstaande,
in het jaar 2000 geformuleerde, wiskundige
millenniumproblemen weet op te lossen. Lau-
werkransen genoeg dus voor grote doorbra-
ken in de wiskunde. Voor wie tenminste in-
teresse heeft in meer dan eer alleen. De Rus
Grigori Perelman, die het zevende millenni-
umprobleem oploste, weigerde in 2010 het
miljoen, nadat hijin 2006 ook al de Fieldsme-
daille had geweigerd. e
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Verzamelingenleer naar alle
kanten uitgewaaierd

De verzameling vervult al zeker een eeuw een centrale rol in de wiskunde. Het aanvankelijk
gemak waarmee men zich van deze notie bediende liep forse deuken op door de paradox van
Russell. Met de axiomatisering van Zermelo en Fraenkel werd het een zelfstandig vakgebied
dat een eeuw later is uitgewaaierd over alle delen van de wiskunde. Vorig jaar is het meer dan
vuistdikke Handbook of Set Theory van Matthew Foreman en Akihiro Kanamori verschenen.
Klaas Pieter Hart, topoloog aan de Universiteit van Delft, bespreekt het boek.

Het moge onderhand genoegzaam bekend
zijn dat Georg Cantor tot de verzamelingen-
leer kwam door zijn werk aan de uniciteit-
stelling voor trigonometrische reeksen. En,
als u het nog niet wist, dan weet u het nu: Can-
tor bewees dat indien voor alle x € [0, 2]
desom Xy _gancosnx+> . by sinnx ge-
lijk aan 0 is, alle coéfficienten a, en b, ge-
lijk aan 0 moeten zijn. Hij ontdekte dat de
som niet voor alle x gelijk aan 0 veronder-
steld hoefde te zijn. Laten we de verzame-
ling van punten x waarvoor we niet weten dat
de som gelijk is aan 0 even A noemen. Om
het resultaat van Cantor te formuleren heb-
ben we de notie van afgeleide verzameling
nodig: X' is de verzameling van verdichtings-
punten van X, en recursief schrijven we dan
X© = x en X1+ = (XMWY vooralle n. Cantor
bewees: als A™ = @& voor een natuurlijk ge-
tal n, dan volgt nog steeds dat alle a,, en by,
gelijk aan 0 zijn. Dus als A bijvoorbeeld be-
staat uit een convergente rij met limiet (dan
geldt A® = @) of uit een rij convergente rijen
waarvan de limieten ook weer convergeren,
..., dan geldt de conclusie nog steeds. Op-
merkelijk is dat dit onderzoek Cantor op het

spoor van zowel kardinaal- als ordinaalgetal-
len zette.

Aan de ene kant bleken sommige onein-
dige verzamelingen wel en andere juist niet
weggelaten te kunnen worden. Dat riep als
vanzelf de vraag naar het verschil (zo dat er
was) tussen die oneindigheden op. De weg
te laten verzamelingen konden allemaal wor-
den afgeteld met behulp van de natuurlijke
getallen en dat leidde tot de vraag of dat voor
elke deelverzameling van [0, 27t] zo was. Het
negatieve antwoord gaf ons de kardinaalge-
tallen &g enc.

Aan de andere kant bleken er verzamelin-
gen te bestaan met oneindig veel verschillen-
de afgeleiden en de verzameling der natuurlij-
ke getallen bleek niet ‘lang’ genoeg om die af-
geleiden te kunnen indiceren. Cantor had dus
behoefte aan nieuwe indexverzamelingen en
die groeiden ten slotte uit tot de ordinaalge-
tallen.

Keuzeaxioma

Cantors ruime opvatting van wat een verza-
meling was, leidde uiteindelijk tot paradoxen,
waarvan met name die van Russell — de ver-

zameling R = {x : x ¢ x} is een element van
zichzelf dan en slechts dan als deze dat niet
is — aanleiding gaf tot een herbezinning op
het begrip verzameling. Zermelo’s axiomati-
seringvan de verzamelingenleer uit1908, met
een toevoeging door Fraenkel uit 1922, doet
met verzamelingen wat we tegenwoordig va-
ker doen: niet zeggen wat onze objecten zijn,
maar vastleggen wat het gewenste gedrag is.

De axioma’s van Zermelo en Fraenkel, kort-
weg ZF genoemd, zijn goed genoeg gebleken
om de gangbare wiskunde te omvatten. Zer-
melo nam ook al het keuzeaxioma in zijn lijst
op, maar tegenwoordig wordt dat apart ver-
meld: met ZFC duiden we ZF plus het keuze-
axioma aan. In 1940 liet Godel zien dat dat
niet problematisch was: als uit ZFC een tegen-
spraak af te leiden zou zijn, dan zou dat ook al
uit ZF kunnen. Eigenlijk twijfelt niemand aan
de consistentie van ZF, maar dankzij Godel
weten we wel dat een bewijs van die con-
sistentie niet binnen ZF zelf te formaliseren
is. In 1963 liet Cohen zien dat het keuzeaxi-
oma niet uit ZF af te leiden is en dat het die
theorie dus echt versterkt.

De methoden die Godel en Cohen gebruik-
ten vormen het eigenlijke startpunt van het
onderhavige handboek; in een lange inlei-
ding legt redacteur Kanamori uit wat vooraf
ging aan het materiaal dat de lezer te wach-
ten staat. Hij neemt ook de moeite de artike-
len voor ons samen te vatten, zodat iemand
die wil weten wat er in de verzamelingenleer
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aan de hand is vooral die inleiding moet le-
zen; hoewel het diezelfde lezer op den duur
wel kan gaan duizelen bij het aantal noties
dat over haar uitgestort wordt. Want als dit
boek iets duidelijk maakt, is het wel dat de
verzamelingenleer naar alle kanten is uitge-
waaierd.

Combinatorische zaken

Het boek opent met een aantal hoofdstukken
van combinatorische aard. Deze zijn voor ‘de
werkende wiskundige’ verreweg het interes-
santst, want hier vindt men gereedschappen
die bij het werk aan overaftelbare structuren
grote diensten kunnen bewijzen. Stationaire
verzamelingen onderscheiden het overaftel-
bare van het aftelbare en helpen vaak bij het
terugbrengen van een probleem tot een ana-
loog probleem, maar dan voor een kleiner kar-
dinaalgetal. Partitiestellingen laten zien dat
wanorde in de regel binnen de perken blijft,
in termen van grafen: als we de lijnen van een
voldoend grote volledige graaf kleuren met
een beperkt aantal kleuren, dan is er een gro-
te deelgraaf waarin alle lijnen dezelfde kleur
hebben. De stelling van Ramsey zegt dat in-
dien we groot met ‘aftelbaar oneindig’ en be-
perkt met ‘eindig’ interpreteren dat ‘aftelbaar

Paul Cohen

ainem Fanpen,

Unter siner Menge' verstehen wir jede Zueammenfazsnng M von
bestimmien wohlunkerschisdenen Objecian wm nnerer Anschaouung oder
uneeves [honkens {welche die Elements' von M genannt werden) zn

In Zaichan delleken wir dies so mos:
(1 M = fan}.

Cantors definitie van verzameling in ‘Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre’, Mathematische Annalen, 1895

oneindig’ ook voldoende groot is. De eenvou-
digste vorm van de stelling van Erd6s en Rado
zegt dat bij één stap hoger — groot is ‘kardina-
liteit 81’ en beperkt is ‘aftelbaar oneindig’ —
de opvolgervan ¢ ‘voldoende groot’ is. Dat het
niet beter kan, volgt met een oud voorbeeld
van Sierpinski, maar in het artikel ‘Coherent
Sequences’ wordt uitgelegd dat het nog er-
ger kan; in dat artikel wordt de combinatori-
sche kernvan X blootgelegd en gebruikt voor
diverse constructies, waaronder die van een
kleuring van de lijnen in de volledige graaf op
N1 punten met 81 kleuren, die zo chaotisch is
dat elke deelgraaf met 81 punten lijnen van
alle kleuren heeft.

Een kort artikel over Borel-equivalentiere-
laties laat zien dat een equivalentierelatie
op R (of een andere volledige separabe-
le metrische ruimte) die een Borelverzame-
ling is 6f heel eenvoudig of heel ingewikkeld
is: de quotiéntverzameling is (Borel-isomorf
met) een deelverzameling van R of bevat een
kopie van de quotiéntgroep R/Q; dat deze
laatste ingewikkeld is, blijkt wel uit het feit
dat elke volledige transversaal niet Lebesgue-
meetbaar is (Vitali).

Na een artikel over ‘Proper Forcing’ keren
we even terug naar combinatorische zaken
die met R en P(N) te maken hebben: fami-
lies deelverzamelingen van R en N met ex-
treme eigenschappen, maat nul, eerste ca-
tegorie, bijna disjunct, onafhankelijk, ultra-
filter, ..., geven aanleiding tot definities van
wat nu kardinaalkarakteristieken van het con-
tinuim worden genoemd. Deze karakteris-
tieken zijn welgedefinieerde kardinaalgetal-
len met onbepaalde waarden; die onbepaald-
heid is analoog aan die van ¢: we weten dat
¢ = Ny VOOr een «, maar ZFC is niet sterk ge-
noeg om te beslissen wélke «. Dit neemt niet
weg dat zo’n karakteristiek vaak helpt bij het
formuleren van een resultaat (of het maken
van een tegenvoorbeeld) zonder dat men ge-
vallen hoeft te onderscheiden.

Twee artikelen over forcing laten zien dat
de lezer geacht wordt deze techniek eerder
geleerd te hebben. ‘Proper Forcing’ is een
goed geschreven overzicht over het gebruik

van partiéle ordeningen die de eigenschap
‘proper’ hebben; deze is door Shelah gefor-
muleerd en heeft de laatste decennia in de
toepassingen van forcing de boventoon ge-
voerd. Hetandere artikel, ‘Constructibilityand
Class Forcing’, gaat over de (mogelijke) rela-
ties tussen Godels construeerbare universum
en het ‘echte’ universum van verzamelingen;
het bevat een stuk zwaardere kost.

De fijne structuur van Gddels universum is
daarna aan de beurt. Vanaf dit moment komt
men niet meer weg met algemeen wiskundige
kennis: het gebruik van mathematische logi-
ca neemt hand over hand toe bij het uiteen-
rafelen van de wijze waarop verzamelingen
gemaakt worden als dat universum wordt op-
gebouwd.

Kardinaalgetallen

In deel 2 is het hek geheel van de dam: een
groot deel van de moderne verzamelingen-
leer hangt van elementaire inbeddingen aan
elkaar: bestudering van meetbare en ande-
re ‘grote’ kardinaalgetallen kan niet zonder.
Maar ook dit gebied is niet zonder toepas-
singen: werk aan composities van elementai-
re inbeddingen leidde tot beter inzicht in de
structuurvan braid-groepen van Artin; die om-
weg langs grote kardinaalgetallen bleek ach-
teraf niet nodig, maar de vraag is wannéér
men zonder die omweg op het juiste idee ge-
komen zou zijn.

Midden in deel 2 staat nog een aanra-
der: ‘Cardinal Arithmetic’. Hierin wordt de pcf-
theorie van Shelah duidelijk uitgelegd; deze
is ontwikkeld om meer vat op het machtsver-
heffen van kardinaalgetallen te krijgen. Die
onderzoekingen hebben weer veel combina-
torisch moois opgeleverd, maar los van dat is
het gewoon fraai om te zien hoe een ongrijp-
baar geachte macht als 85 getemd wordt:

Ry < max{(2%0)*, R, }.

De R, is een strikte bovengrens voor de co-
finaliteit van de familie van aftelbare deelver-
zamelingen van X, geordend door inclusie
— het harde (en mooie) werk zit in het bewijs
van die ongelijkheid.
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Daarna komen in deel 2 nog twee hoofd-
stukken over opvolgers van singuliere kardi-
naalgetallen en (forcingmethoden om de co-
finaliteit van kardinaalgetallen te veranderen,
het liefst zonder dat kardinaalgetallen verlo-
ren gaan.

Gedetermineerdheid

Deel 3 behandelt twee onderwerpen: inwen-
dige modellen en het Axioma van gedeter-
mineerdheid (AD, ‘Axiom of Determinacy’).
Godels construeerbare universum is het stan-
daardvoorbeeld van een inwendig model: je
beschrijft een constructieproces en neemt al-
leen die verzamelingen die door het itereren
van dat proces voortgebracht worden; als je
proces sterk genoeg is vormen die verzame-
lingen een universum waarin alle axioma’s
van ZF(C) gelden en als dat universum niet
het hele universum is, noemen we het een

inwendig model. Die modellen hebben al-
lerlei interessante eigenschappen, maar wor-
den ook vaak gebruikt om grenzen aan be-
wijsbaarheid te stellen. Het komt vaak voor
dat een onschuldig ogende aanname leidt
tot de conclusie dat er een inwendig model
met een groot kardinaalgetal (onbereikbaar,
meetbaar, ...) moet zijn. Een mooi voorbeeld
komt uit de theorie der bomen, partiéle or-
deningen waarin voorgangersverzamelingen
welgeordend zijn. Het oneindigheidslemma
van Kénig zegt dat een oneindige boom met
eindige niveaus een oneindige tak moet heb-
ben; als we dit naar 8 proberen op te tillen
loopt het mis: er is een boom van kardinali-
teit 81 met aftelbare niveaus maar zonder tak
ter lengte X1, een Aronszajn-boom (probeer
er zelf maar een te maken, met gebruik van
strikt stijgende rijen reéle getallen, geordend
door ‘is beginstuk van’). Onder aanname van
de Continulimhypothese laat zich zo’n boom
ook voor Xy construeren, maar de uitspraak
‘er zijn geen Rp-Aronszajn-bomen’ impliceert
dat 82 in een inwendig model zwak compact
is. Nu is uit ZFC plus ‘er is een zwak compact
kardinaalgetal’ de consistentie van ZFC af te
leiden en dus ook uit ZFC plus ‘er zijn geen
N2-Aronszajn-bomen’. Dit maakt dat de toe-
voeging van die ‘onschuldige’ aanname aan
ZFC een echt sterkere theorie creéert.

Het axioma AD zegt dat alle spelletjes van
de volgende vorm gedetermineerd zijn: twee
spelers spreken een deelverzameling A van
[0, 1] af en kiezen om en om een O of een 1.
Speler|wint als de rij zo een reéel getal repre-
senteert dat tot A behoort; anders wint spe-
ler Il. Een resultaat van Martin zegt dat elke
Borelverzameling een gedetermineerd spel
oplevert: €énvan beide spelers heeft een win-
nende strategie; en AD poneert dit voor al-
le deelverzamelingen van [0, 1]. Dit is incom-
patibel met het keuzeaxioma; het is niet zo
moeilijk met transfinite recursie een A te ma-
ken waarvoor geen enkele strategie winnend
is. Aan de andere kant, AD heeft allerlei fraaie

gevolgenvoorde structuurvan R: alle deelver-
zamelingen zijn Lebesgue-meetbaar bijvoor-
beeld. Er is een mooie wisselwerking tussen
AD en inwendige modellen: de consistentie
van AD met ZF is via inwendige modellen vast-
gesteld.

Lijvig boek

Ten slotte: erstaat heel veel mooisin dit hand-
boek; het is alleen jammer dat het zo dik is.
Sommige hoofdstukken zouden heel goed als
aparte boekjes uitgegeven kunnen worden. In
zekere zin zijn ze dat ook: U kunt de pdf-files
op SpringerLink apart kopen — iets mooier
zou een print-on-demand-faciliteit zijn waar-
mee men een paar artikelen tot één boek-
je kan laten bundelen. Intussen ga ik dat
hoofdstuk over ‘Cardinal Arithmetic’ nog eens
nauwkeurig doorlezen. L
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Matthew Foreman and Akihiro Kanamori, Handbook of Set
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Linear algebra with
a didactical focus

How might you construct an introductory linear algebra course for first year mathematics
students? What decisions would you have to make and what issues would you have to address?
Barbara Jaworski, Stephanie Treffert-Thomas and Thomas Bartsch, as a small research team,
set out to address these questions and others relating to a first year, first semester module
in linear algebra. The authors are all members of the School of Science at Loughborough
University, they all teach mathematics and do research into mathematics or mathematics
education. Thomas Bartsch is a mathematician working in the Department of Mathematical
Sciences; Barbara Jaworski and Stephanie Treffert-Thomas are mathematics educators working

in the Mathematics Education Centre.

The Mathematics Education Centre (MEC) was
opened in 2002 to provide university wide
support for students engaging with mathe-
matics in any disciplinary area of the uni-
versity. It includes two drop-in Mathemat-
ics/Statistics Learning Support Centres which
are staffed by a mathematician and/or statis-
tician for six or seven hours each day. Mem-
bers of the MEC do research into mathemat-
ics learning and teaching, primarily at uni-
versity level. They contribute to mainstream
teaching of mathematics and provide exper-
tise in teaching mathematics to engineering
students.

Background to the study
An aim in studying the teaching of linear al-
gebra was to try to start to characterise math-

ematics teaching within the university and to
gain access to the perspectives of mathemati-
cians on their teaching of mathematics. A
seminar series (entitled ‘How we Teach’) had
been started to share aspects of mathematics
teaching and initiate a mathematics teaching
discourse through which we could learn from
each other and develop our teaching. Semi-
nars in the series were video recorded and a
selection of them analysed in order to charac-
terise this discourse [3]. Seminars form a part
of the New Lecturer’s Course for new mathe-
matics lecturers at Loughborough.

The research study was agreed between
Barbara Jaworski and Thomas Bartsch be-
fore the start of the academic year 2008/09.
Stephanie Treffert-Thomas joined the team as
a PhD student with this research the focus

of her PhD. Thomas Bartsch was in his sec-
ond year of teaching this module. Barbara
Jaworski had considerable experience of do-
ing research into mathematics teaching at a
variety of levels. Together the team formed
a small community of inquiry. We had a
common purpose in exploring the teaching
of mathematics, trying to understand bet-
ter the teaching process, recognising the is-
sues which arise for teacher and students,
and promoting development of teaching. We
had differing roles with Thomas Bartsch as
lecturer, having responsibility for design of
the module and module materials, teaching
and monitoring students, and Barbara Ja-
worski and Stephanie Treffert-Thomas as re-

A tutor helping a student
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searchers, having responsibility for conduct-
ing research of a largely qualitative nature.

Our research methodology was ethno-
graphic in style, that is producing qualitative
data through conversations and interviews. It
was important for the two researchers to gain
in-depth access to the thinking and actions of
the lecturerin order to develop well-grounded
understandings of the lecturer’s teaching and
design of teaching. Thus the two researchers
talked extensively with the lecturer before and
afterlectures, observed all lectures and tutori-
als, and collected relevant documents. In ad-
dition Stephanie Treffert-Thomas sought stu-
dents’ views with two questionnaires hand-
ed out in lecture time and by conducting fo-
cus group interviews with a small number
of students when the first semester teaching
had ceased. Research meetings of the team
and all teaching by the lecturer were audio-
recorded. Analysis of this data was qualita-
tive, involving repeated listening, transcrib-
ing, coding and categorising. Atlas-ti soft-
ware was used extensively to support anal-
ysis.

The first semester linear algebra module

Linear algebra is a mainstream topic for first
year mathematics students. It is taught in a
two-semester module with 72 hours of teach-
ing and associated assignments and exami-
nation. Thomas Bartsch is the lecturer for the
first semester (S1); there is a different lecturer
in the second semester (52). The two lectur-
ers collaborate on the year-long design of the
module and prepare ajoint examination atthe
end of the year. The first semester offers an
introduction to linear algebra and the second
semester a more abstract treatment. In this
study we focus on the first semester which
consists of an introduction to linear algebra
that tries to avoid the more formal aspects of
the material. The second semesterinvolves a
repetition of the same material, but from a for-
mal perspective. One purpose of such organi-
sation is to recognise that students coming to
university from school are not well prepared
for mathematical formalism (see, for exam-

ple, [4]) and need some preparation for deal-
ing with abstraction. The module is taught
through two lectures and one tutorial each
week (the standard allocation of time).

The module that we observed was taught
to a cohort of 240 students of which approxi-
mately 180 (based on informal, periodic head
counts) attended lectures regularly. The lec-
turer distributed weekly problem sheets on
which students were asked to work in their
own time. In addition, each studentis a mem-
ber of a Small Group Tutorial (SGT) in which
seven or eight students meet once a week
with atutorwho is a mathematics lecturer (not
a graduate student). (In the UK, the academic
hierarchy is Lecturer, Senior Lecturer, Reader,
Professor. Most academics are at the levels
of Lecturer or Senior Lecturer. The term ‘lec-
turer’ is used both as an academic title and
as the role of the academic teaching a par-
ticular module.) In SGTs some of the tutori-
al problems could be discussed, at the dis-
cretion of the tutors and their students. For
all problems the lecturer made detailed solu-
tions available after two weeks. SGT tutors
are also personal tutors for students in their
group. Through the SGTs they have access to
student progress and student experiences of
learning and teaching.

The lecturers design of the module in-
cluded choosing, sequencing and writing
the mathematical content, including the ex-
amples used in lectures and the exam-
ples/exercises used in the weekly tutorial, de-
signing a weekly problem sheet, and prepar-
ing assessment tasks which included on-line
tests and written coursework. In the first
semester, the lecturer prepared notes-with-
gaps which were placed on LEARN (a virtual
learning environment) for students to access
in advance of a lecture.

The lecturer's notes were structured to
guide the course and were used for teaching;
that is they were presented to students by the
lecturer in each lecture. Students were asked
to bring printed copies of the notes to the lec-
ture. Tutorials differed from lectures by focus-
ing only on examples with no progression of
the material of the notes. The lecturer used
a data projector to project the course notes,
including the outline of examples, onto a big
screen, and an overhead projectorto work out
the solutions to examples, which were miss-
ing from the printed notes. He would move
physically between the two. Often he stood
centrally in the lecture theatre to talk to the
students offering his own comments about
the mathematics and about ways in which stu-
dents should approach the mathematics.

A tutor helping a student

One purpose of the gaps in the lecture notes
was to encourage students to attend lectures
and complete the notes in the lecture. This
involved completing the solutions of key ex-
amples that were presented. Often, before
presenting a solution, the lecturer gave stu-
dents some minutes to work on the solution
by themselves or with their neighbours, walk-
ingaround the lecture theatre and talking with
some students.

The design of the module gave students
the option to engage with the content of the
module in avariety of ways. They could down-
load the lecture notes from LEARN. They could
attend lectures and tutorials, fill in the gaps
in the notes and make their own supplemen-
tary notes, attend their own SGT each week,
and get access to the lecturer either face to
face or by email. They could work on problem
sheets and complete assignments marked by
their SGT tutor. The SGT provides opportu-
nity for discussion with fellow students, and
the lecturer encouraged such discussions al-
so outside of the formal teaching sessions.
Students could also attend a support centre
and get advice from a lecturer who was not
otherwise involved in teaching the module.

The content of the first semester was pre-
sented in the course notes in four chapters as
follows:

1. Linear Equation Systems

2. Matrices

3. Subspaces of R"

4. Eigenvalues and Eigenvectors

In Chapter 1 the focus was linear equation
systems. The lecturer distinguished systems

A tutor helping a student
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of linear equations that have one, many or
no solutions. He introduced the method of
Gaussian elimination to determine the solu-
tion set of an arbitrary linear equation sys-
tem. This method uses elementary row oper-
ations on a linear equation system, or its co-
efficient matrix, in order to produce an equiv-
alent, but simpler system. Gaussian elimi-
nation is sometimes also referred to as the
method of row-reduction of matrices. Chap-
ter 2 consisted of an introduction to matri-
ces as representing linear equation systems.
The content in Chapter 2 included calculating
with matrices (namely the addition, subtrac-
tion and multiplication of matrices), finding
the inverse and the transpose of a given ma-
trix, and the related rules of matrix algebra.

In the lecturer’s own words Chapters 1 and
2 contained the more computational aspects
of the module. These two chapters provid-
ed students with the necessary computation-
al skills to advance to Chapters 3 and 4, which
focused more strongly on concepts.

Chapter 3 dealt with the most important
concepts in linear algebra, which are vector
spaces, subspaces, span and spanning sets,

range, linear independence, basis and di-
mension, and the rank-nullity theorem. These
concepts were all introduced in the setting of
R". The lecturer presented examples and de-
duced general observations from the exam-
ples. Theorems were often presented as ‘Ob-
servations’ and in general, no abstract proofs
were given throughout the first semester.
(There were one or two exceptions.) This was
a deliberate strategy employed by the lecturer
and one that we discuss further below.

The focus in Chapter 4 was eigenvalues
and eigenvectors. Chapter 4 included the def-
inition of an eigenvector/value, an introduc-
tion to the theory of determinants, the use
of the characteristic polynomial in calculating
eigenvalues (and hence for finding eigenvec-
tors), and a detailed account of the process of
diagonalisation.

The nature of research meetings

Research meetings focused on the lecturer’s
design, planning and intentions for teaching.
The meetings provided an opportunity for the
lecturer to talk about his design of the mod-
ule, his current teaching and perceptions of

students’ learning and issues arising thereof.
The two observers asked questions and of-
fered observations or perceptions. Meetings
following a lecture or tutorial focused on what
had taken place, and involved the lecturer’s
reflections interspersed with questions from
the observers. Often our discussions in meet-
ings focused on students’ responses to the
material and the lecturer’s perception of stu-
dents’ understanding in relation to the mate-
rial of the lecture. The nature of these discus-
sions included the lecturer talking about his
own conceptions of the material of the lecture,
of his didactical thinking with regard to this
material, of his perceptions of students’ activ-
ity and of his decision-making in constructing
notes, examples and assessment tasks. The
example below, of the lecturer’s talk, shows
‘expository mode’ (talking about his own con-
ceptions of the material) in normal text and
‘didactic mode’ (talking about his construc-
tion of the teaching of the material) in italic
text.

“Thursday is about defining the character-
istic polynomial, understanding that its ze-
roes are the eigenvalues, and I’ll show an
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AXy = by, where

o

. Isby+by = (;) in the range of A?

(el

d. Is the zero vector o in the range of A?

Example. 3.14. Consider an unknown 2 x 3 matrix A. We know that A satisfies Ax, = by and

b1:(§), b2:<;1>, =] 3 |, X2=| -3
-7 2

a. Is by in the range of A? Is b, in the range of A?

. Take the number A = 3. Is Ab; = (g) in the range of A?

Figure 1 An example offered to students in the module

example of an eigenvalue that has algebraic
and geometric multiplicity 2. Algebraic multi-
plicity, meaning this is the power with which
the factor lambda minus eigenvalue appears
in the characteristic polynomial, and geomet-
ric multiplicity is the number of linearly in-
dependent eigenvectors. And these are the
important concepts for determining if a ma-
trix is diagonalisable because, for that, we
need sufficiently many linearly independent
eigenvectors. Now if an eigenvalue has al-
gebraic multiplicity larger than 1, that means
there are correspondingly fewer eigenvalues.
So, in principle, we can fail to find as many
eigenvectors as we need in that case. On the
other hand, if an eigenvector has algebraic
multiplicity 3, the geometric multiplicity can
be anywhere between 1 and 3. If it’s 3, we
are fine, if it’s less than 3, we’re missing out
at least one linearly independent eigenvec-
tor. And in such a case the matrix would not
be diagonalisable. And that’s the big obser-
vation that we need to get at next week, that
a matrix is diagonalisable if and only if all the
geometric multiplicities are equal to the alge-
braic multiplicities.”

The distinction between expository mode
and didactic mode is not clear cut. The sen-
tence in italics in the middle of the quota-
tion might also be characterised as exposi-
tory mode. However, it seems here that the
lecturer is meta-commenting on the material:
i.e. expressing his value judgement regarding
important concepts that need to be appreciat-
ed, rather than just articulating mathematical
relationships. This seems to relate to didactic
judgements in terms of what needs to be em-
phasised for students. We observe that such
statements in meetings correspond to what
we have called meta-comments, or meta-
mathematical comments in lectures. Such
comments address what students need to at-
tend to, either in terms of their work on the

mathematical content (meta-comments — A)
or of their understanding of the mathematical
content (meta-mathematical-comments — B).
Examples A and B follow.

A: “First of all, ... if | give you an equation
system, this gives you a recipe to decide if
that equation system is consistent or incon-
sistent. You transform it to echelon form and
you check if there is such a special row that
makes the system inconsistent.”

B: “But it’s important that you be able to un-
derstand the language that we’re using and
to use it properly. So please, pay attention to
the new terms and the new ideas that we’re
going to introduce over this chapter.”

We are emphasising this difference in
modes of talk about the material of the mod-
ule to contrast thinking about teaching (the
didactic mode) with thinking about mathe-
matics (expository mode). In meta-comment
A, the lecturer draws students’ attention to
the nature of the mathematics and how they
work with it. In meta-mathematical comment
B, he draws their attention to the processes of
working with the mathematics and strategies
that can lead to understanding. Both of these
are ‘didactical’ approaches on the part of the
lecturer. In studying the teaching of linear al-
gebra, we are interested fundamentally in the
didactic nature of the lecturer’'s presentation
of the mathematics.

The lecturer’s approach to teaching

From analysing the audio-recordings of the
meetings between the lecturer and the two
researchers, we gained insight into the lectur-
er’'s motivations, intentions and strategies for
teaching. Based on his experience of teach-
ing undergraduate mathematics for one year
prior to this research, the lecturer devised an
examples-based approach to the teaching of
linear algebra for this module. In a research
meeting, the lecturer said:

“Yes. .... Generally speaking, | decided
that | would focus on doing the development
of the argument on examples, and then trying
to abstract a general fact from the example,
as | have done in most cases so far. And so
then, whatlam doing is go through the exam-
ple, and then highlight the important facts on
the example, and then condense them into a
general observation. And | have several times
mentioned to students that this is what we’re
doing, and that it’s a good idea to see an ex-
ample not as an isolated example but rather
as a representative of a big class. ”

In taking this approach the lecturer ‘avoid-
ed’ the introduction of theorems although
many of the ‘observations’ that he made were
in fact equivalent to theorems. Few of the
observations were proved in a formal sense.

We termed his approach EAG, where
EAG stood for ‘example—argument—generali-
sation’. The lecturer’s approach could thus
be summarised as:

— we introduce an Example,

— we make an Argument on the example, and
then

— we Generalise to an observation, another
example or set of examples.

The term ‘observation’ above agreed with the

use of this term in the lecture notes, where

the lecturerused the term ‘observation’ rather

than ‘theorem’.

This approach could be described as
‘bottom-up’. The lecturer demonstrated a
mathematical phenomenon on a ‘typical’ ex-
ample that served as a representative for a
class of similar cases. He explained the
example in a manner that was intended to
highlight the general features rather than
the specific details of the particular exam-
ple. Where necessary, he introduced defini-
tions to provide relevant terminology. Gen-
eral statements could then be abstracted
from the arguments that were applied in
the example. Because these statements
arose from the study of an example they were
called ‘observations’ rather than ‘theorems’,
astheywould bein more formal presentations
of linear algebra.

The course covered all the standard results
of introductory linear algebra. Because most
of them were presented as observations that
were justified by reasoning about an (typical)
example, the first semester included hardly
any formal proofs. The proofs were provided
in the second semester, in which the results
were revisited in the abstract context of vec-
tor space theory. By proceeding in this man-
ner, the lecturer hoped to offer his students a
gentle introduction to mathematical reason-
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ing about objects and their properties that is
required at university level.

An example-based approach as outlined
above can be viewed in contrast to the more
traditional (‘top-down’) deductive style of
teaching mathematics at university. The lat-
ter is often referred to as DTP (definition—
theorem—proof) or DLPTPC (definition—lem-
ma-proof-theorem—proof-corollary)  style
(see, for example, [1, 5]). In a traditional ap-
proach (DTP), the statement “The range of a
matrix is a subspace”, for example, is intro-
duced as a theorem. The theorem is then
proved by checking that the three properties
of a subspace (the set is closed under ad-
dition and scalar multiplication and contains
the zero vector) are satisfied.

In our study, however, using the EAG ap-
proach, the lecturer set up an (concrete) ex-
ample and asked a series of questions as
shown in Figure 1. Earlier in the course, the
lecturer had introduced the null space of a
matrix A, i.e., the solution set of the homo-
geneous equation system Ax = 0. He had
shown that the null space has similar prop-
erties to the set of all n-component vectors:
It is closed under addition and scalar multi-
plication and contains the zero vector. This
observation had motivated the definition of a
subspace. The four questions (a) to (d) in the
present example were designed to lead the
student to recognise the correspondence be-
tween the answers to the questions and the
definition of a subspace. As a result the stu-
dents were to arrive at, and recognise that the
range of a matrix is a subspace. This was then
summarised in what the lecturer called ‘Ob-
servation 3.15°. This ‘observation’ is the the-
orem “The range of a matrix is a subspace”.
The lecturer chose the terminology of ‘Obser-
vation’ (rather than ‘Theorem’) because he
did not give a formal proof at this point in
the course.

This example is less abstract than a gener-
al proof because specific values are given for
the various vectors. On the other hand, be-
cause the matrix A is unknown, the questions
cannotbe answered by direct calculation. The
solutions make use of numerical values, but
they are not essential for the argument. It is
this observation that allows the specific ex-
ample to serve as representative of a wider
class: The same arguments that are used in
the example could be used for arbitrary ma-
trices and vectors. The lecturer emphasised
this fact in lectures, to his students, on sever-
al occasions.

In Figure 2 we show the full solution to Ex-
ample 3.14. The notes that were available

AXy, = b,, where

Solution:

1
b. Isby; + b, = (8) in the range of A?

because

d. Is the zero vector o in the range of A?

Ao =o0.

Example 3.14. Consider an unknown 2 x 3 matrix A. We know that A satisfies Ax, = b, and

b1=<§>, bz=(_51>, X=| 3 |, X2 =| -3
-7 2

a. Is by in the range of A? Is b, in the range of A?

b, € range A because the equation system Ax = b, is solvable (x, is a solution).
b, € range A because the equation system Ax = b, is solvable (x; is a solution).

4
Solution: Yes. The equation system Ax = b, + b, is solvable, and x; +x, = | 0 |isa

-5
solution because AlXy+ X3) = Axq -+ Axs = by £ bs.

c. Take the numberA = 3. Is Ab; = (g) in the range of A?
3
Solution: Yes. The equation system Ax = Ab, is solvable,and Ax; = | 4 |isasolution
-21

A(?\Xl) = AAX1 = Ab1

Solution: Yes. The equation system Ax = o solvable, and x = o is a solution because

In this example, we have verified that the range of a matrix has the three properties of
Observation 3.5. We can therefore conclude:

Observation 3.15. The range of a matrix is a subspace.

Figure 2 The solution of Example 3.14 of the module and the consequential Observation 3.15

to the students during the lecture contained
blank spaces instead of the solutions. Ob-
servation 3.5 states that the null space of a
matrix has the properties of a subspace.

Student feedback

Students’ views were sought with two ques-
tionnaires which highlighted students’ prefer-
ences and work habits. These were followed
by focus group interviews in which Stephanie
Treffert-Thomas probed students’ views fur-
ther. As a result the research team learned
that students (a) liked the notes-with-gaps,
(b) found linear algebra difficult, and (c) fo-
cused on learning computations and algo-
rithms rather than engaging with the concep-
tual understanding as desired by the lecturer.
We explain these responses.

(@) Students liked the way that the lec-
turer had designed the course with the use
of notes-with-gaps since they felt it engaged
them more. They generally printed the notes
and brought them to lectures. One student
compared the lecture notes to ‘a workbook’,

and the design of the course as providing
a ‘stepping stone’ from A-level to universi-
ty. Despite the positive attitude towards the
‘gappy’ notes this did not necessarily mean
that students worked actively on the solution
to the examples in lectures. As one student
pointed out: “Itdepended... whetherornot
| could do it.” Students in the focus groups
generally acknowledged that many students
waited for the solution to be presented by the
lecturer, ratherthan working on itthemselves.

(b) Students found linear algebra difficult
and particularly challenging at the start. They
said that they were unprepared for the con-
ceptual nature of the topic. As one student
said, she did not realise “that definitions were
important”, she was revising from the exercis-
es and examples instead, and realised (too
late) that understanding definitions was a re-
quirement for the exams.

(0) Students frequently referred to com-
putational aspects of linear algebra. The
Gaussian elimination procedure was taught
in the beginning of the module, in Chapter 2.
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One student commented that you always had
to use Gaussian elimination somewhere at
some time, so if she didn’t know what to do,
she would always do a Gaussian elimination
on the matrix. She expressed the view that
this was likely to gain at least some marks (in
an exam, say).

Synthesis of the teaching approach

We have drawn attention to the informal na-
ture of the teaching approach and its EAG
structure. We have also talked about the
lecturer’s observed levels of commenting. It
is important to recall that what we have de-
scribed is the first semester of the mod-
ule in which the second semester offers a
more formal treatment of the same materi-
al; so students are then introduced to vec-
tor spaces more generally in a more abstract
DTP approach. The first semester is the stu-
dents’ introduction to university mathemat-
ics. Thus, the teaching seeks to bridge the
school-university transition and prepare stu-
dents to deal with abstraction.

The EAG approach describes the struc-
ture of the teaching. Examples are chosen
carefully to lead to key concepts through the
succeeding argument and generalisation, but
without formal proof. The lecturer’s com-
menting is central to this process, offering
first a mathematical treatment of the top-
ic in consideration, then a commentary on
the relationships involved, emphasising key
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Het keerpunt van Hans Zantema

Na zijn promotie in de algebraische getaltheorie wilde Hans Zantema (1956) iets heel anders
doen. Het stoorde hem dat hij wiskundig zo gespecialiseerd was dat hooguit vijf mensen
in Nederland konden begrijpen wat hij deed. Hij zocht werk dat meer betekenis had dan
een wetenschappelijke publicatie. Hij vertrok naar Philips Data Systems in Apeldoorn. Al
snel merkte hij dat zijn hart toch niet bij productontwikkeling lag. Hij keerde terug naar de
universiteit. Niet bij wiskunde, maar bij informatica. “Elke keer als ik bij een bedrijf kom,

ben ik blij dat ik daar niet werk.”

Het was eigenlijk vanzelfsprekend dat Hans
Zantema wiskundige werd. Op school haal-
de hij tienen voor wiskunde en als 17-jarige
won hij de Nederlandse Wiskunde Olympi-
ade. De studie in Groningen beviel hem uit-
stekend, vooral abstracte algebra was een
openbaring. “Je ving de essentie van een
stuk wiskunde in een beperkt aantal regels
en keek wat je daar allemaal mee kon berei-
ken. Veel studenten vonden dat saai en wa-
ren blij als ze een zes haalden en er vanaf
waren. |k vond dat abstracte juist heel erg
leuk.” Na vierenhalf jaar was Zantema klaar
met de studie waar zes jaar voor stond. Na-
tuurlijk ging hij dus verder met wiskundig
onderzoek.

Je was de eerste promovendus van Hendrik
Lenstra, waarom koos je hem als promotor?
“Er waren andere opties. Maar mijn afstu-
deerbegeleider Marius van der Put zei: ‘Als
je naarHendrik Lenstra gaat, dan zit je bij de
beste wiskundige van Nederland.” Hendrik
was toen nog geen dertig en al hoogleraar,
een zeldzame combinatie.”

Was het niet gek dat je begeleider zo jong
was?

“Nee, want hij was duidelijk volwassener
en had ook al een indrukwekkende weten-

schappelijke staat van dienst. Bovendien
had hij het voorkomen van een nette me-
neer. Zelfs bij het bergwandelen droeg hij
een das en keurig gepoetste zwarte schoe-
nen.”

Waar promoveerde je in?
“Hendriks vak was algebraische getaltheo-
rie, dus dat ging ik doen. Het ging goed,

maar ik vond het steeds storender dat ik
zo gespecialiseerd bezig was. Hooguit vijf
mensen in Nederland hadden de voorken-
nis om te volgen wat ik deed. Maar die had-
den allemaal hun eigen agenda en hun ei-
gen dingen. Ik vroeg me af voor wie ik het
deed. Het was mooi dat ik gepromoveerd
was, maar ik wilde daarna iets doen waar-
bij mijn werk meer betekenis had dan een
publicatie die bijna niemand las. Ik kon een
baan krijgen bij Philips Data Systemen in
Apeldoorn. Daar bouwden ze computers en
dat leek me interessant, en ook uitdagend.”

Wat voor werk deed je bij Philips?
“Eerst werkte ik aan COBOL-compilers. Ik
kreeg duizenden regels code zonder enige

Hans Zantema in zijn werkkamer vol planten aan de TU Eindhoven
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documentatie. Ik moest aan die enorme brij
code iets toevoegen en zag door de bomen
het bos niet meer. Ik wist niet waar ik moest
beginnen en raakte overspannen.

Toen ik weer beter was, ging ik naar een
andere groep. Daar ontwikkelden we vierde-
generatietalen om kantoortoepassingen op
een wat hoger niveau te beschrijven. Daar
was meer waardering voor abstract denken,
al moesten we toch vooral een product ma-
ken. Het uiteindelijke doel was geld verdie-
nen, niet begrijpen hoe dingen werken. Dat
vond ik onbevredigend. In principe lag vast
wat je moest doen, je had alleen de vrijheid
om de variabele a of b te noemen. Na een
kleine vier jaar wilde ik weg.”

En verrassend genoeg werd je universitair
docent bij informatica in Utrecht. Hoe kwam
je daar terecht?

“Nog steeds wilde ik iets doen dat nuttig
was. Informatica was in die tijd nog nieuw
aan de universiteit, er was weinig staf en
veel studenten. Nu solliciteren op een baan
als universitair docent informatica zeventig
mensen, waarvan er zeker vijftig geschikt
zijn voor de baan. De markt is verzadigd,
maar in 1987 lag de markt nog helemaal
open. Utrecht zocht vooral mensen om on-
derwijs te geven en ik had dat als promo-
vendus met veel enthousiasme gedaan. En
natuurlijk had ik bij Philips ervaring opge-
daan met software-engineering.”

Was er een groot verschil tussen wiskunde
en informatica?

“Een hoop basisprincipes zijn hetzelfde, of
het nou informatica, wiskunde of logica is.
Als je van een bewering zeker wilt weten
of hij waar is, dan schrijf je heel precies
de eigenschappen op, je leidt hulpeigen-
schappen af en bewijst uiteindelijk een stel-
ling. Die hele manier van werken, de zeker-
heid van de logische redenering, is zowel
de bouwsteen van de wiskunde als de theo-
retische informatica. Voor mijn gevoel zit er
helemaal geen verschil tussen die vakgebie-
den, al kiezen ze traditioneel voor verschil-
lende problemen. Wel is voor mij een stuk
theorie vaak niet een eindpunt, maar wil ik
ook dingen daadwerkelijk kunnen uitreke-
nen, en daarin kom ik bij informatica prima
aan mijn trekken.”

Hoe koos je een onderzoeksonderwerp bij
informatica?

“Dat was een beetje zoeken. Algoritmen
spraken me aan, maar dat deden veel men-
sen in Utrecht al. Er werd tegen me gezegd

dat het beter was als ik juist een aanvul-
ling gaf op wat de groep al deed. Vanuit
Philips had ik een achtergrond in software-
engineering. Ik ging op zoek naar onderwer-
pen in de formele kant daarvan. Op een ge-
geven moment kwam ik terecht bij termher-
schrijfsystemen.”

Pardon?

“De kern van rekenen is dat je met een re-
kenstap springt van de ene naar de andere
toestand. Om een rekensysteem te beschrij-
ven, heb je een aantal toestanden en reken-
regels die toegestane toestandsovergangen
geven. Je wilt laten zien dat deze maniervan
werken hout snijdt: dat je altijd na een ein-
dig aantal stappen een antwoord hebt, een
toestand waarin je niet meer verder kunt.
Daarnaast wil je dat het antwoord niet af-
hankelijk is van de keuzes die je maakt als er
verschillende manieren zijn om rekenstap-
pen te doen. Bij termherschrijven bestudeer
je die twee eigenschappen: de eindigheid
van de berekening en de onafhankelijkheid
van de stappen. Je geeft een stel regels en
wilt daaruit vaststellen of het systeem die
wenselijke eigenschappen heeft. Het verras-
sende is dat je extreem simpele regels kunt
opschrijven, waarvoor het heel erg lastig is
om vast te stellen of die eigenschappen gel-
den.”

Na dertien jaar vertrok je naar Eindhoven,
hoe kwam dat?

“In Utrecht kwam er een nieuwe hoogleraar
en het was voor de indeling handig als ik
naar zijn groep ging. Die man vond mijn
onderzoek maar niets, ik was de enige die
termherschrijven deed. Hij vond dat nergens
goed voor en ik moest maar iets anders
gaan doen. Dus gaf ik een college machine-
learning en probeerde ook wat onderzoek in
die richting te doen.”

Wat inschikkelijk van je.

“Nou, ik betwijfel of die hoogleraar mij in-
schikkelijk noemde. Ik kon me zijn visie als
leider van de groep wel voorstellen, maar
dat andere onderzoek lag me helemaal niet.
Terwijl ik in termherschrijven inmiddels een
zekere reputatie had opgebouwd. Voor mijn
onderzoek werd ik in die tijd gedetacheerd
bij het CWI in de groep van Jan Friso Groote.
Daar hadden ze mij echt uitgekozen om
mijn werk, dat was een waardering die ik
in Utrecht erg miste. Even later werd Groote
hoogleraar in Eindhoven en kon daar men-
sen aannemen. Zonder sollicitatiegesprek
kreeg ik een vaste baan en kon ik ook snel

universitair hoofddocent worden. Termher-
schrijven is in Eindhoven geen hoofdthema.
Maar als ik daar goed in ben en mooie publi-
caties oplever, dan krijg ik er de ruimte voor.
Dat is een prettig uitgangspunt.”

Sinds 2007 ben je in Nijmegen een dag per
week wel hoogleraar ‘Applications of term
rewriting in theorem proving’.

“Datis heelfijn. Ik heb wel de lusten van het
hoogleraarschap, maar niet de lasten. Als je
fulltime hoogleraar bent, krijg je allerlei be-
stuurlijke taken toegeschoven. Voor je het
weet ben je opleidingsdirecteur of decaan.
Ik ben te weinig in Nijmegen om dat soort
klussen te doen en in Eindhoven speelt het
niet omdat ik geen hoogleraar ben. Het geeft
ook verbreding om aan twee instituten te
werken.”

In welke vorm?

“Graag geef ik college over een voor mij ge-
heel nieuw onderwerp. Een vak waarvan ik
zelf het tentamen niet had kunnen halen
voordat ik het gaf. Zo’n vak voorbereiden
kost veel tijd, maar ik leer er veel van. Zo
geef ik in Nijmegen college over algoritmen.
Dan combineerik onderwerpen waarik meer
van wil weten met dingen die ik leuk vind
om aan studenten te vertellen. Dan stop ik
er bij RSA-cryptosystemen wat getaltheorie
in. Daarbij merk ik wel dat zoiets voor infor-
maticastudenten heel lastig is. Ik ben een
wiskundige in hart en nieren, met daarbij
dan wel de behoefte om dingen uit te reke-
nen of te implementeren. Eigenlijk stond bij
mijn geboorte al vast dat ik wiskundige zou
worden, net zoals Wibi Soerjadi niets anders
dan pianist kon worden. Mijn studenten zijn
geen wiskundigen, zij kozen bewust voor in-
formatica.”

Is het uiteindelijk gelukt wat je wilde aan het
eind van je promotie? Om werk te doen dat
een zekere betekenis heeft?

“Ja, ik heb nu publicaties met honderd of
tweehonderd citaties. Dat is van een andere
orde van grootte dan mijn wiskundige werk.
Ik ben er trots op dat ik dingen ingebracht
heb waar andere mensen weer mee verder
zijn gegaan. Dat ik een rol heb gespeeld bij
de ontwikkeling van een vakgebied.” 4

Kent u een (Nederlandse) wiskundige die in zijn
carriere een opmerkelijke ommezwaai heeft ge-
maakt? Mail dan naar ionica.smeets@gmail.com.
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Noncommutative and vector-valued Rosenthal inequalities
Sjoerd Dirksen

1ging

“Het ideaal van de Homo Universalis heeft plaatsgemaakt voor het ide-
aal van de Cycloop: een mens die zich volledig toelegt op het zo goed
mogelijk uitoefenen van één taak.” Zo luidt de volgens hemzelf mooi-
ste stelling bij het proefschrift van Sjoerd Dirksen, die op 18 oktober
2011 promoveerde aan de Technische Universiteit Delft. Hoewel deze
stelling zeker ook op de meeste wetenschappers van toepassing is,
hoopt Dirksen wel op een mooie carriére als wiskundige. Hij heeft als
aio veel genoten van de grote mate van vrijheid en eigen verantwoor-
delijkheid die je als onderzoeker hebt en het als een groot genoegen
ervaren om met zijn proefschrift een bescheiden bijdrage te kunnen
leveren aan de wiskundige literatuur die hem aan het hart gaat. Hij
heeft ook hele mooie herinneringen aan twee langdurige verblijven in
het buitenland tijdens zijn promotie. Tijdens deze bezoeken heeft hij
een frisse onderzoeksneus kunnen halen en veel nieuwe ideeén en
inspiratie opgedaan. In Amerika heeft hij bovendien tijdens het voor-
bereiden van een voordracht voor het eerst echt een ‘eureka-moment’
in zijn onderzoek beleefd.

In Delft werd van wiskunde aio’s ook verwacht om hoorcolleges te
geven aan eerstejaars studenten in het ‘serviceonderwijs’ aan andere
faculteiten. De verantwoordelijkheid voor een ‘eigen’ groep studenten
heeft hij als zeer uitdagend en stimulerend ervaren, en hij zet momen-
teel met veel plezier zijn werk in Delft voort als tijdelijk docent met een
gemengde onderzoeks- en onderwijstaak.

Rosenthal-ongelijkheden

In het proefschrift Noncommutative and vector-valued Rosenthal ine-
qualities, dat Dirksen schreef onder begeleiding van promotoren prof.
dr. Jan van Neerven en prof. dr. Ben de Pagter, staat een klasse
van ongelijkheden uit de kansrekening centraal, genaamd Rosenthal-
ongelijkheden. De originele ongelijkheden die H.P. Rosenthal rond
1970 ontdekte, luiden als volgt: Als 2 < p < o en (&;);>1 een rij
onafhankelijke, gecentreerde kansvariabelen is, dan geldt

(£] 2

D&
i=1

In de verded

lﬂ)% =p max{(i_ilElfi’gﬁ,(éEEiZ)%}-

Hier staat E voor de verwachtingswaarde en is a =, b een verkorte

notatie voorde ongelijkheden x,a < b < B,a, voorzekere constanten

&p, Bp > Odiealleenvan p afhangen. Intoepassingen staat doorgaans
Pas gepromoveerden brengen hun werk onder de aandacht. aan de linkerzijde de grootheid waarin men geinteresseerd is en aan de
Redacteur: Geertje Hek rechterzijde iets wat daadwerkelijk uitgerekend kan worden. Rosenthal
la Voie-du-Coin 7 ontwikkelde deze ongelijkheden oorspronkelijk voor zijn onderzoek in
1218 Grand-Saconnex de meetkunde van Banachruimten. Tegenwoordig kunnen Rosenthals
Zwitserland ongelijkheden gerekend worden tot het standaardgereedschap in de
verdediging@nieuwarchief.nl kansrekening.
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Niet-commutatieve kansrekening

In zijn proefschrift breidt Dirksen deze ongelijkheden uit in twee ver-
schillende richtingen. In het eerste deel van zijn proefschrift bekijkt
hij de situatie waar de &; vectorwaardig zijn, dat wil zeggen ze ne-
men waarden aan in een Banachruimte. Hierbij kan men denken aan
kansvariabelen met waarden in een LP-ruimte of matrices waarvan de
elementen kansvariabelen zijn (‘random matrices’). In het tweede deel
kijkt hij naar Rosenthal-ongelijkheden voor niet-commutatieve kansva-
riabelen. Niet-commutatieve kansrekening is een uitbreiding van het
klassieke kansrekeningsmodel dat oorspronkelijk ontwikkeld is om ex-
perimenten in de kwantummechanica te kunnen modelleren waarvoor
het klassieke kansrekeningsmodel niet toereikend is. In dit model wor-
den kansvariabelen niet gegeven door Lebesgue-integreerbare func-
ties, maar door operatoren op een Hilbertruimte. Dirksen heeft geke-
ken naar Rosenthal-ongelijkheden waarbij de niet-commutatieve kans-
variabelen elementen zijn van een zogenaamde symmetrische ruimte
behorend bij een von Neumann-algebra. Als voorwerk voor de uiteinde-
lijke stelling heeft hij nieuwe resultaten voor andere kansrekeningson-
gelijkheden in niet-commutatieve symmetrische ruimten bewezen, met
name voor Khintchine- en Burkholder-Gundy-ongelijkheden, alsmede
nieuwe resultaten in interpolatietheorie.

In beide gevallen ontwikkelt hij de uitbreiding van Rosenthals ori-
ginele ongelijkheden met het doel om zogenaamde It6-isomorfismen
te bewijzen. Dit zijn normafschattingen voor stochastische integralen
in termen van de integrand. It6-isomorfismen voor vectorwaardige sto-
chastische integralen spelen een belangrijke rol in de analyse van par-
tiéle differentiaalvergelijkingen met een stochastische ruiscomponent.
In de afgelopen paarjaaris door de Delftse onderzoeksgroep veel voort-
gang geboekt in de analyse van dit soort vergelijkingen waarbij de ruis
Gaussisch is. Het uiteindelijke idee is dat de resultaten in Dirksens
proefschrift gebruikt kunnen worden in de analyse van stochastische
PDV’s met Lévy-ruis (ruis die ook spronggedrag kan vertonen), maar dit
is strikt genomen geen onderdeel meer van zijn proefschrift.

De mooiste stelling

Dirksen wil zich er niet aan wagen om een stelling als de ‘belangrijkste’
aan te merken, maar heeft wel een favoriete stelling in zijn proefschrift.
Deze stelling geeft een uitbreiding van Rosenthal-ongelijkheden voor
kansvariabelen met waarden in een LP-ruimte en luidt als volgt: Als 1 <
p,q < o en(&;);=1 eenrijvanonafhankelijke, gecentreerde stochasten
is die waarden aannemen in L4(S), met S een o-eindige maatruimte,
dan gelden de tweezijdige ongelijkheden

C3 el ) el .

voor een geschikt gekozen norm ||| - ||| ,,4. Deze norm neemt zes ver-
schillende vormen aan, afhankelijk van de relatieve positie van de
parameters p,q en 2. Als bijvoorbeeld 2 < g < p < , dan wordt
.H N7y H’p , geseven door het maximum van de drie normen

n % n % n ) %
(S EIEs) " (X ElEls) * en|( S EiE2)
i=1 i=1 i=1

Bovenstaande afschattingen spelen een prominente rol in het bewijs
van de eerder genoemde vectorwaardige It6-isomorfismen.

Las)’

Flink puzzelen
De stelling kent bovendien een verdere uitbreiding waarin L%(S) ver-
vangen wordt door een niet-commutatieve L?-ruimte behorend bij een

von Neumann-algebra. Dit resultaat kan vervolgens gebruikt worden
om nieuwe afschattingen te vinden voor de grootste singuliere waarde
van een matrix met onafhankelijke kansvariabelen als elementen.
Dirksen heeft flink moeten puzzelen om de ‘juiste’ normen in deze
stelling te vinden. De stelling heeft, net als Rosenthals originele onge-
lijkheden, voor hem persoonlijk een esthetisch karakter en bovendien
twee zeer verschillende toepassingen. Kortom, alles wat een mooie
stelling in zich moet hebben! L

Categorical properties of topological and differentiable stacks
David Carchedi

On September 13th, 2011, David Carchedi successfully defended his
Ph.D. thesis Categorical properties of topological and differentiable
stacks, which he wrote under the guidance of prof.dr. leke Moerdijk at
Utrecht University.

Topological and differentiable stacks

Carchedi’s main research topic concerned foundational issues of the
theory of topological and differentiable stacks. Such stacks are meant
to model ‘spaces’ whose points themselves possess intrinsic symme-
tries. They are analogous to algebraic stacks, which play an important
role in algebraic geometry.

All topological and differentiable stacks arise by ‘identifying’ points
of a topological space or smooth manifold, that are related to one
another by a symmetry. If these points were naively glued together,
this could introduce singularities, and more importantly, most of the
information about the symmetries would be lost. The naive quotient
associated to atopological stack exists as a topological space; however
it lacks important information about the different ways in which a point
is related to itself, or to other isomorphic points. Therefore, instead of
actually identifying points, a ‘stacky quotient’ is constructed: to every
symmetry relating a point x to a point  in a space X one adds an
arrow from x to v (and also an arrow in the opposite direction inverse
to this arrow). In this way, one not only remembers that x and  are
glued, but also how these points are glued.

Continuing in this way, a category is constructed, whose objects
are just the points of the space X and in which every arrow is an
isomorphism. A category in which every arrow is an isomorphism is
known as a groupoid. So in this sense a groupoid is a special kind of
category. However, a groupoid with only one object is the same as a
group, and in this sense, groupoids are a generalisation of groups (and
hence theirname). The resulting groupoid (internal to spaces) encodes
all the information about the local geometry of the ‘stacky quotient’.

Compactly generated stacks and étale stacks
In his thesis, Carchedi introduces compactly generated stacks, which
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This half of a commuting hypercube is part of a proof that maps out of a topological or
differentiable stack can be expressed as certain cocycles.

play the same role for topological stacks as compactly generated Haus-
dorff spaces do for topological spaces. They all have mapping stacks,
a key concept in his work, as well as infinite (fibered) products. It
is his hope that his results will help topologists avoid the technical
shortcomings of topological stacks.

The rest of the thesis concentrates on the development of an ab-
stract framework to study sheaves and stacks over étale stacks. Etale
stacks are stacks which are not very far away from being spaces, in
that each point has only a discrete collection of symmetries. Carchedi
uses his machinery to show a surprising connection between the way
in which these symmetries act locally and gerbes. (Roughly, gerbes are
to stacks what groups are to groupoids.)

Technical shortcomings

Recently, there have been many applications of topological and differ-
entiable stacks in various areas of pure mathematics, such as equiv-
ariant geometry, twisted K-theory and foliation theory, and they also
play an important role in quantum field theory, string theory and higher
gauge theory. However, there are some technical shortcomings of the
theory of topological stacks.

For example, many natural constructions may fail to exist for topo-
logical stacks, such as taking infinite products or mapping stacks. If
X and Y are two topological stacks, the mapping stack Map (X, ) (if
it exists) is ‘the topological stack of maps from x'to )’. The first main
result in Carchedi’s thesis is the construction of a convenient theory of
topological stacks, the above-mentioned compactly generated stacks,
in which these natural constructions exist.

Frustrations and results

Carchedi had originally set out to prove that mapping stacks exist for
all topological stacks and thought he had a proof. He had worked on
this for about a year, and then presented the result at a conference,
in his first conference talk ever. During the talk, some people in the
audience did not believe the result, and as it turned out they were right.
Carchediwas devastated, as he had not expected this at all. Until then,

even his advisor had been convinced that his original approach should
work, and with him many experts were also surprised to hear that the
construction did not yield a positive result. Indeed the reason that the
original proof was incorrect is quite subtle.

Anyway, at that point he really had no idea of what to do next.
He thought he had wasted all this time and was really frustrated. He
turned his attention to other questions to clear his head. But luckily,
about four months later, he decided to turn back to the problem with a
completely different approach, and he then figured out a way to modify
topological stacks so that the result was true. This led him to develop
the theory of compactly generated stacks, which has become the most
important result in his thesis. He was even invited to a workshop in
Gottingen, Germany, to talk about it.

His theory of compactly generated stacks is a convenient one, as
these stacks enjoy much nicer categorical properties than ordinary
topological stacks. The story starts in ordinary topology, where it be-
came clear, much to the embarrassment of topologists, that mapping
spaces (with the correct universal property) did not always exist. To
remedy this, in 1967, Normand Steenrod popularised compactly gener-
ated Hausdorff spaces, which do all have mapping spaces, and infinite
(fibered) products. Carchedi’s result is a generalization of this to the
setting of topological stacks.

Mapping stacks
The problem of mapping spaces (or in this case mapping stacks) per-
sists for topological stacks, but the situation is much more technical.
Stacks, unlike spaces, do not form a category, but form a bicategory.
That is, given two such stacks X and Y and two morphisms f : X —
and f' : x - Y, itis possible for f and f’ to be related by a 2-morphism
o: f = f'.Any such 2-morphism must have an inverse, so for any two
such stacks & and ), there exists a groupoid of maps between them,
Hom (X, ) (a groupoid is a category consisting of only isomorphisms).
If xand Yare two topological stacks, theirmapping stack Map (X, )))
is a topological stack for which there is a natural equivalence of
groupoids

Hom (Z,Map (&,))) ~ Hom (Z X X,)),

for every other topological stack 2. Unfortunately, unless X satisfies a
rigid compactness condition, this mapping stack need not exist. How-
ever, mapping stacks do exist for all compactly generated stacks.

The Netherlands and beyond

Carchedi very much enjoyed being a student in the Netherlands. First
and foremost because of the lack of separation between Ph.D. students
and professors that he experienced in his research group in Utrecht.
Being American, he was used to a certain hierarchy and distance. In
Utrecht, he felt like being a peer, or a ‘researcherin training’ rather than
a student. He was free to approach various postdocs and professors
with mathematical questions and learnt very much from them. This
all really helped him develop confidence as a mathematician, and he
decided to continue his career in mathematics. Since October, he
has been a postdoctoral researcher at the Max Planck Institute for
Mathematics in Bonn.

Besides the difficulties after his first conference talk, he experienced
the traditional hard last year, full of postdoc applications, writing up
results and writing grant applications. But at the very end there was
the reward: holding his doctoral degree in his hand was probably the
best moment of the past four years. L
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Afscheidsrede

Komt onvermoeide ar

Sommige bekende wiskundige problemen wachten al enkele eeuwen op een oplossing. Vele
beroemde wiskundigen hebben zich over de vraag gebogen of al deze problemen ooit opgelost
kunnen worden. Kan de wiskunde elk wiskundig probleem in wezen behandelen? In deze
discussie, over de grondslagen van de wiskunde, raakte de Nederlandse wiskundige L.E.).
Brouwer in een conflict. In mei 2006 ging Kees Roos, hoogleraar optimaliseringstechnologie
te Delft, met emeritaat. In zijn afscheidsrede, uitgesproken op 10 december 2010, geeft hij
behalve een terugblik op zijn Delftse tijd ook een nadere beschouwing van het conflict waarin

Brouwer verzeild was geraakt.

Toen ik begon na te denken over een on-
derwerp voor mijn afscheidsrede las ik een
biografie [7] van de Nederlandse wiskundi-
ge L.E.). Brouwer (1881-1966). Ik raakte ge-
boeid doorzijn leven, zijn werk, en het conflict
waarin hij verzeild raakte over de grondsla-
gen van de wiskunde. Het werd mij duidelijk
waarom Brouwer beschouwd wordt als één
van de grootste wiskundigen die Nederland
heeft voortgebracht. Ik besloot de bij een af-

scheidsrede passende terugblik op de eigen
loopbaan te combineren met een meer be-
schouwend gedeelte naar aanleiding van ge-
noemd conflict. * 2

Ter inleiding op het genoemde conflict,
daarmee tegelijk het vraagteken in de titel
verklarend, dient het volgende. Het Koninklijk
Wiskundig Genootschap (KWG) eert Brouwer
elke drie jaar met de prestigieuze Brouwerle-
zing. Degene die deze lezing mag houden ont-

Figuur 1 Bronzen replica van de eerste Brouwermedaille

vangt een oorkonde en een gouden medaille.
De medaille toont aan de ene kant het portret
van Brouwer, en aan de andere zijde het motto
van het KWG en de naam van de prijswinnaar.
Zoals in Figuur 1 is te zien luidt het motto ‘Een
onvermoeide arbeid komt alles te boven’.

In de genoemde biografie stelt de auteur,
de Utrechtse emeritus prof. dr. D. van Dalen,
dat dit motto uitstekend past bij de Duitse
wiskundige D. Hilbert (1862-1943), maar niet,
of veel minder, bij Brouwer. Van Dalen schrijft
hierover [7, p.220]: “David Hilbert was [dus]
niet zomaar een succesvol en groot wiskun-
dige, hij had een uitgesproken filosofische,
bijna religieus aandoende visie op de wis-
kunde. Zijn standpunt was dat de wiskunde
in wezen elk wiskundig probleem zou kun-
nen behandelen. Hij was zich natuurlijk be-
wust van het feit dat sommige problemen erg
moeilijk waren, en misschien een paar eeuw-
en moesten wachten op hun oplossing, maar
uiteindelijk zou de wiskunde zegevieren. Men
zou hem kunnen beschouwen als een belijder
van de oude zinspreuk van het eerbiedwaar-
dige Nederlandse Wiskundige Genootschap,
‘Een onvermoeide arbeid komt alles te bo-
ven’. leder wiskundig probleem zal op den
duuropgelost worden of het zal weerlegd wor-
den, zo sprak hij in 1900 [op het Parijse con-
gres]. Brouwer had dit zogenoemde dogma
van Hilbert in zijn proefschrift ongegrond ver-
klaard.” Hilberts opvatting was dus dat ieder
wiskundig probleem ofwel kan worden opge-
lost, of het kan worden aangetoond dat de
oplossing niet bestaat. Brouwer nam in een
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voetnoot van zijn dissertatie duidelijk afstand
van ‘Hilberts dogma’; volgens hem was er
geen spoor van een bewijs voor het dogma
te vinden [7, p. 93]. Het is dus zeer de vraag
of Brouwer zich zou hebben herkend in het
motto van het Nederlands Wiskundig Genoot-
schap. Ik zal hier later op terug komen.

Met Brouwer heb ik een speciale relatie. Hij
was de promotor van mijn promotor, profes-
sor dr. F. Loonstra. [k mag hem dus mijn wis-
kundige grootvader noemen. Dit bracht mij
er toe verder onderzoek te doen naar mijn
wiskundige voorgeslacht. Dankzij het Mathe-
matics Genealogy Project is dit betrekkelijk
eenvoudig te doen. Het leverde de stamboom
op in Figuur 2.3 In eerste instantie was ik
aangenaam verbaasd toen ik niet alleen na-
men aantrof van beroemde wiskundigen als
Euler, Leibniz, en Bernoulli, maar ook van
Erasmus en Thomas a Kempis, en bekende
theologen als Voetius, Gomarus en Arminius.
In tweede instantie realiseerde ik mij dat er
weinig reden tot verbazing was. Immers de
oorsprong van de universiteit gaat terug tot
de middeleeuwen, en de toen beoefende we-
tenschap vond zijn oorsprong in de kloosters
en kloosterscholen. De stamboom van vrijwel
iedere (Westerse) wetenschapper, mits com-
pleet, zal in een klooster beginnen.

Aan de oudste universiteit van Nederland,
de Universiteit van Leiden, werd vanaf de op-
richting in 1575 wiskunde gedoceerd. Drie per-
sonen in de stamboom in Figuur 2 behoorden
tot de eerste wiskundige docenten in Leiden:
Rudolph Snellius, Willebrord Snellius en Lu-

dolph van Ceulen. Willebrord werd bekend
vanwege zijn wet over de breking van het
licht. Zoals in Figuur 2 is te zien waren zijn
vader Rudolph en Ludolph van Ceulen Wille-
brords promotoren. Rudolph werd in 1581 bui-
tengewoon hoogleraar wiskunde; hij doceer-
de daarnaast ook Hebreeuws. In 1601 werd
hij gewoon hoogleraar en dat bleef hij tot
aan zijn dood in 1613, waarna Willibrord als
zijn opvolger werd benoemd. Het is niet on-
waarschijnlijk dat Simon Stevin (1548-1640)
de colleges van Rudolph volgde. In 1600 ver-
zocht prins Maurits aan Simon Stevin om een
onderwijsprogramma op te stellen voor een
Nederlandstalige opleiding tot militair inge-
nieur aan de Leidse Universiteit. De oplei-
ding kreeg de naam ‘Nederduytsche Mathe-
matique’ en was uniek in Europa. In mei 1600
werd Ludolph van Ceulen benoemd als één
van de (twee) eerste docenten aan deze in-
genieursopleiding. Over Ludolph van Ceulen
is veel geschreven in het NAW. Hij heeft dit
vooral te danken aan zijn berekening van de
eerste 35 decimalenvan 7. Het heeft hem een
monument in de Pieterskerk te Leiden opge-
leverd dat op 5 juli 2000 door prins Willem-
Alexanderwerd onthuld [14, 16]. Zijn boek Van
den Cirkel [6] is een sprekend voorbeeld van
‘onvermoeide arbeid’ in de wiskunde. Zie voor
meer over hem [5, 28], en over 1 [4].

Nu we hebben gezien hoe de ingenieurs-
wiskunde in Nederland is geintroduceerd lijkt
het mij een goed moment om stil te staan
bij mijn bijdrage aan de ingenieurswiskunde
in Delft. Daarna hoop ik terug te komen op

Kees Roos
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Brouwer en Hilbert, en en passant ook op Van
Ceulen, om verder te verduidelijken waarom
eralle aanleiding is om een vraagteken te zet-
ten bij het motto van het Wiskundig Genoot-
schap.

Wiskundige optimalisatie in Delft

Hoewel ik al in 1969 in dienst trad van de
TU, wil ik mij hier beperken tot de periode
vanaf 1982, toen ik op verzoek van prof. dr.
F. Lootsma (1936—2003) toetrad tot zijn leer-
stoel ‘Operationele Analyse’.4 In 1984 ver-
scheen een preprint van een publicatie die
achteraf bepalend is geweest voor de ontwik-
kelingen daarna. De Indiér Narendra Karmar-
kar, werkzaam bij AT&T in de Verenigde Sta-
ten, stelde daarin een nieuwe methode voor
om lineaire optimalisatieproblemen op te los-
sen. Het manuscript trok mijn aandacht van-
wege de bijzondere wiskundige benadering
en vanwege de claim van de auteur dat zijn
methode niet alleen in theoretisch opzicht ef-

Brouwer en F. Loonstra (1910-1989)
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Figuur 2 Wiskundige stamboom (gedeeltelijk)

ficiént was, maarin de praktijk veel efficiénter
dan de tot dan toe gebruikelijke simplexme-
thode. Veel toenmalige experts in het gebied
waren zeer argwanend en adviseerden om
er niet te veel tijd aan te besteden. Zij kon-
den zich niet voorstellen dat er op het gebied
van lineair optimaliseren na bijna dertig jaar
intensief onderzoek nog iets nieuws te be-
denken viel, en beschouwden het gebied als
‘dood’. Op buitenlandse conferenties merk-
te ik echter dat vooraanstaande wetenschap-
pers in de Verenigde Staten en Japan daar an-
ders over dachten. Het stimuleerde mij om
door te gaan.

De Optimalisatie Groep in Delft

Het duurde tot 1989 voor mijn eerste artikel
overde nieuwe aanpak verscheen [18]. Inmid-
dels had zich ook een afstudeerder gemeld

die interesse toonde voor de nieuwe zoge-
naamde inwendigepuntmethoden (IPMn), na-
melijk Dick den Hertog. Zijn afstudeerwerk
was de basis voor een tweede artikel [9]. Ook
ontstond samenwerking met professor Jean-
Philippe Vial van de Universiteit van Genéve.
Zijn lezing van het eerste artikel leidde tot
een sterk vereenvoudigde versie daarvan [23].
Door de komst (op 2 september 1989) van dr.
Tamas Terlaky als researchfellow bestond de
Optimimalisatie Groep in Delft eind 1989 uit
drie personen, want Dick den Hertog had be-
sloten (per 1 september 1989) verder te gaan
met een promotie-onderzoek. Het was het be-
gin van een enerverende tijd met nieuwe pro-
movendi en veel buitenlandse bezoekers. In
veel gevallen werd financiéle ondersteuning
gezocht bij NWO, en verkregen. Ook de uni-
versiteit droeg bij uit fondsen voor research-

fellows en gasthoogleraren. Bovendien pro-
fiteerde de groep van een financiéle injectie
door het KLSA (Koninklijk Laboratorium Shell,
Amsterdam). De samenwerking met promo-
vendi en bezoekers leidde tot tientallen pu-
blicaties in gerenommeerde tijdschriften en
twee standaardboeken over IPMn [22, 25].
Daarnaast werden veel afstudeerders aange-
trokken door de groep. Sommigen droegen
bij aan het onderzoek van IPMn, anderen ver-
richtten hun afstudeerwerk extern, bij bedrij-
ven als Philips, Shell, Heineken, Schiphol,
ORTEC en ook bij TNO. In totaal studeerden tot
2006 circa tachtig studenten af bij de groep.

In het voorjaar van 2000 kondigde Terlaky
zijn vertrek aan naar McMaster University (Ha-
milton, Canada), waar hem een hoogleraars-
positie was aangeboden. De lege plaats werd
opgevuld door de benoeming van dr. Hans
Melissen. Vanaf oktober 2000 maakte ook
dr. Etienne de Klerk deel uit van de groep,
maar deze vertrok in 2003 naar de universiteit
van Waterloo, Canada. Doordat met ingang
van mijn emeritaat, in mei 2006, dr. Melissen
werd overgeplaatst naar de groep Systeem-
theorie bleef ik achter met tien promovendi.

Op de foto in Figuur 3 staan, behalve mij-
zelf en professor Bai, negen van deze pro-
movendi. De tiende promovendus is ir. H.N.
Post die werkzaam is bij Connexxion en zijn
promotie-onderzoek extern doet, sinds kort
met collega Karen Aardal als medebegeleider.
Inmiddels is het aantal promovendi geslon-
ken doordat acht van hen met succes hun
proefschrift verdedigden. Bij twee van hen,
Ivan lvanov en Gamal Elabwabi, trad dr. De
Klerk (UvT) op als medebegeleider. Deze was
weerteruggekeerd uit Canadaomin Tilburg de
plaats in te nemen van de helaas jong overle-
den dr. Jos Sturm (1971—-2003).

De nadruk in het onderzoek in onze groep
heeft vanaf 1984 gelegen op algoritmen voor
het oplossen van eerst lineaire, en later voor-
al niet-lineaire optimalisatieproblemen. Het
genoemde artikel van Karmarkar bleek ach-

Figuur 3 Op de jaarlijkse conferentie van het Landelijk
Netwerk Mathematische Besliskunde
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teraf het begin te zijn van wat wel een re-
volutie is genoemd in de wiskundige benade-
ring van het optimaliseren. Daarin speelden
IPMn een cruciale rol. Deze waren aanvan-
kelijk bedoeld om lineaire problemen op te
lossen. Maar rond de jaren 9o van de vori-
ge eeuw bleken zij ook bruikbaar voor niet-
lineaire problemen, met name zogenaamd
convexe problemen. Dit had grote betekenis
voor onder andere de systeemtheorie, waar
tot dan toe onoplosbare problemen nu met
standaard software konden worden opgelost.
Het werd nog interessanter toen bleek dat
voor heel moeilijk oplosbare combinatorische
problemen (zogenaamd NP-complete proble-
men) met behulp van IPMn een oplossing kon
worden gevonden met kwaliteitsgarantie: In
polynomiale tijd kan een oplossing worden
gevonden die niet meer dan een vooraf be-
kend percentage (bijvoorbeeld 13%) slechter
is dan optimaal.

Het zou mij een plezier doen dieper in te
gaan op de theorie die aan deze ontwikke-
lingen ten grondslag ligt. Maar ik denk velen
van u een groter plezier te doen doorin plaats
daarvan een aantal voorbeelden van recente
toepassingen van wiskunde te geven. Daar-
om volgt nu een aantal voorbeelden van pro-
jecten waarbij ik zelf betrokken was na mijn
emeritaat.

Voorbeelden van ingenieurswiskunde

In mijn intreeredes [19—20] heb ik al enkele
voorbeelden gegeven van min of meer alle-
daagse problemen die kunnen worden gemo-
delleerd als een wiskundig optimalisatiepro-

bleem. Het gebruik van deze modellen kan es-
sentieel zijn voor het succesvol opereren van
grote en kleinere bedrijven. We beginnen met
een voorbeeld waarbij ons aller veiligheid in
het geding is.

Optimale veiligheid dijken. De ouderen on-
der ons herinneren zich ongetwijfeld de wa-
tersnood van 1953 toen er bijna 2000 do-
delijke slachtoffers vielen, en de jongeren
zullen zich herinneren hoe in 1995 opnieuw
een kritische situatie ontstond in het Rivie-
renland> waardoor circa 200.000 mensen
moesten worden geévacueerd. Bescherming
tegen overstromingen is van levensbelang in
Nederland, omdat ongeveer 55% van het land
overstroombaar is. Deze bescherming wordt
geboden door de al dan niet versterkte dui-
nen en de dijken. Het overstroombare deel
van Nederland is verdeeld in 53 zogenaamde
dijkringen. Een dijkring is een gebied dat is
omringd door duinen en/of dijken. Figuur 4
toont deze dijkringen.

Voor elke dijkring is een veiligheidsnorm
vastgesteld. Momenteel wordt hiervoor ge-
bruikt de eis dat overstromingen gemiddeld
niet vaker dan eens per 1250 tot 10.000 jaar
plaatsvinden; het getal varieert per dijkring.
Op basis van meetgegevens uit het verleden
wordt een voorspelling gedaan over de te ver-
wachten stijging van de zeespiegel en de te
verwachten daling van het grondniveau. Bij
de berekeningen wordt ook rekening gehou-
den met klimaatverandering. Dit alles wordt
verwerkt in een wiskundig model.

Het gebruikte wiskundige model is geba-
seerd op een kosten-batenanalyse: het totaal
van de toekomstige (verdisconteerde) kos-
ten van verhogingen van een dijk plus de te
verwachten schade tengevolge van mogelijke
overstromingen wordt geminimaliseerd. Een
eerste versie van dit model is gemaakt door
de wiskundige D. van Dantzig. Deze deed dit
in opdracht van de Delta Commissie die werd
ingesteld na de ramp van 1953. In 2006 is
dit model verfijnd door C. Eijgenraam van het
Centraal Planbureau. Anders dan Van Dantzig,
hield hij rekening met de economische groei
in een dijkring. Gedurende de periode 2007-
2009 was ik betrokken bij een project dat
onder leiding stond van professor Den Her-
tog (UvT) waarbij in opdracht van Deltares het
model verder werd verfijnd en tevens voor-
stellen werden gedaan voor efficiénte metho-
den om het model op te lossen. De voor-
gestelde methoden zijn geimplementeerd in
OptimaliseRing, een door HKV-Lijn-in-Water
ontwikkeld softwarepakket. Dit pakket zal
worden gebruikt ter onderbouwing van een

(principe)besluit over nieuwe veiligheidsnor-
men in 2011. Twee artikelen op basis van ons
onderzoek zullen binnenkort worden gepubli-
ceerd in de tijdschriften Operations Research
en Management Science.

Dynamisch positioneren. Ons tweede voor-
beeld is ontleend aan de offshore-industrie.
We beschouwen een groot schip dat wordt ge-
bruikt voor oliewinning. Het is belangrijk dat
het schip een vaste positie inneemt boven de
oliebron. Als de zee ondiep is wordt het in po-
sitie gehouden met behulp van ankerkettin-
gen. Bij grotere dieptes is dit niet langer mo-
gelijk met kettingen omdat deze onder hun ei-
gen gewicht zouden bezwijken. In plaats van
kettingen kunnen dan lijnen van kunstvezels
worden gebruikt, bijvoorbeeld van polyester,
maar dat is nogal duur.

Een alternatief is het gebruik van Dyna-
misch Positioneren (DP). Bij gebruik van een
DP-systeem worden de krachten die op het
schip werken, door wind en golven, gecom-
penseerd door middel van propellers onder
het schip. Deze propellers zijn roteerbaar.6
Het schip kan wel acht of zelfs meer van deze
propellers hebben, bijvoorbeeld twee propel-
lers voor, twee achter en vier of meer daar-
tussen. Deze propellers worden in het alge-
meen aangedreven door elektromotoren; de
benodigde energie wordt vaak opgewekt door
generatoren die worden aangedreven door
diesel- of gasturbines. Door de propellers te
draaien en het geleverde vermogen per pro-
pellerte variéren kan het schip zeer nauwkeu-
rig in de gewenste positie worden gehouden.

Een voordeel van schepen die met een DP-
systeem zijn uitgerust is dat zij eenvoudig
inzetbaar zijn. Er kunnen veel brandstofkos-
ten worden bespaard door de propellers op
een intelligente manier aan te sturen. Het ligt
daarom voor de hand om te zoeken naar een
aansturing die op ieder moment het door de
gezamenlijke propellers geleverde vermogen
minimaliseert. Daarmee wordt het een opti-
malisatieprobleem.

Het probleem is een niet-lineair probleem

Figuur 5 Dynamisch positioneren in bedrijf
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en moet real-time, dus snel, worden opgelost.
Er bestaat commerciéle software voor dit pro-
bleem, maar het is niet bekend welke opti-
malisatiemethoden daarin worden gebruikt.
Toen in 2006 een student van de afdeling
Maritieme techniek, Arjen Tjallema, het pro-
bleem aan mij voorlegde realiseerde ik mij
dat hetals een kegelprobleem kon worden ge-
modelleerd. Voor het oplossen van het model
bestaan sinds een jaar of vijftien zeer snel-
le IPM-algoritmen.” Tjallema heeft het mo-
del gebruikt in een bestaand simulatiepak-
ket om een vergelijking te maken met be-
staande software. Uit deze vergelijking bleek
al snel dat de nieuwe aanpak een veel sta-
bieler gedrag oplevert. Dit is te danken aan
de grotere nauwkeurigheid van de oplossing
van het DP-probleem en de snelheid waar-
mee het wordt opgelost. Uit een praktijkge-
val blijkt dat onder milde weersomstandig-
heden de gevraagde stuwkracht met onge-
veer 6% wordt verminderd (en daarmee na-
venant het brandstofverbruik), en bovendien
dat het systeem met de nieuwe methode on-
geveer 5% zwaardere weersomstandigheden
aan kan, wat de inzetbaarheid significant ver-
groot. Er ligt een manuscript [26] klaar voor
publicatie, maar hiermee wordt gewacht om-
dat het bedrijf waar Tjallema zijn promotie-
onderzoek uitvoert bezig is met een octrooi-
aanvraag voor de nieuwe methode.

Webshop. Een derde voorbeeld is ontleend
aan een probleem dat mij werd voorgelegd
door de bevriende eigenaar van een fabriek
die gespecialiseerd is in het op maat vervaar-
digen van kartonnen dozen. Eerder werd de
mogelijkheid geboden om via de website van
het bedrijf een offerte aan te vragen, na op-
gave van de afmetingen, de kartondikte en
het aantal gewenste dozen. Nadat maande-
lijks een bescheiden bedrag aan Google werd
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Figuur 6 Automatische offertes voor doosjes op maat

betaald bleek het aantal offerte-aanvragen
significant toe te nemen. Ook herhaalde ver-
hogingen van dit bedrag hadden hetzelfde ef-
fect. Het gevolg was dat veel tijd moest wor-
den gestoken in het maken van offertes. Dat
leidde tot de vraag of de offertes ook online
konden worden gegenereerd. Een probleem
daarbij was dat de gehanteerde doosprijzen
niet alleen van de afmetingen, het karton en
het aantal afhingen, maar dat ook rekening
werd gehouden met de prijzen van concurre-
rende bedrijven. Hierdoor hadden de doos-
prijzen een nogal grillig karakter. Door middel
van een niet-lineaire regressie-analyse lukte
het om de handmatig berekende prijzen met
grote nauwkeurigheid automatisch te bereke-
nen. Hierdoor kon het gewenste doel worden
gerealiseerd: op de site www.doosopmaat.nl
kan de klant nu zelf de doosprijzen bereke-
nen en direct bestellen. Inmiddels wordt het
systeem ook gebruikt door PostNL (zie Figuur
6). De klant kan via de PostNL-site prijzen cal-
culeren en dozen bestellen. Genoemd bedrijf
vervaardigt de bestelde dozen, en PostNL le-
vert ze af bij haar klant.

Robuuste elektrische weerstandsnetwerken.
Weerstandsnetwerken zijn elektrische net-
werken die alleen weerstanden bevatten. Het
gedrag ervan wordt volledig geregeerd door
de wetten van Ohm (1787-1854) en Kirchhoff
(1824-1887). Figuur 7 toont zo’n netwerk met
vier knopen; de som van de in de knooppun-
ten aangeboden stromen is gelijk aan nul.

Gegeven zo’n netwerk (zonder spannings-
bronnen) en gegeven de in- en uitgaande elek-
trische stromen in de knooppunten, leggen de
genoemde wetten de stroomwaarden in alle
weerstanden eenduidig vast. In feite worden
deze waarden eenduidig bepaald door een
stelsel lineaire vergelijkingen. Onze bedoe-
ling is om de weerstandswaarden zo te bepa-
len dat de warmteontwikkeling (of dissipatie)
in het netwerk minimaal is. We maken de na-
tuurlijke aanname dat alle weerstandswaar-
den positief (of oneindig) zijn en verder dat de
som van de inverse weerstandswaarden be-
grensd wordt door een constante waarde. On-
der deze voorwaarden kan het minimaliseren
van de dissipatie worden geformuleerd als
een niet-lineair optimalisatieprobleem. Ver-
rassend genoeg kan dit probleem worden her-
leid tot een lineair optimalisatieprobleem. Dit
maakt het probleem efficiént oplosbaar.

De optimale oplossingen die we zo krijgen
kunnen zeer instabiel zijn, in die zin dat een
kleine veranderingin één of meervan de in- of
uitgaande stroomwaarden de dissipatie one-
venredig veel groter maakt. In [21] geven we
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Figuur 7 Een weerstandsnetwerk met vier knooppunten

een voorbeeld van een netwerk met vijf kno-
pen waarbij de optimale oplossing een dissi-
patie heeft van 16,17, maarwaarbij een versto-
ring van slechts 10% er toe leidt dat de dissi-
patie aangroeit tot 344,04, dus ruim 21 maal
zo groot als de optimale waarde. In de prak-
tijk kan dit desastreus zijn, omdat het netwerk
door verhitting verbrandt.

Sinds het begin van deze eeuw zijn er
nieuwe methoden om onzekerheid te model-
leren. Voortrekkers op dit gebied, dat bekend
staat onder de naam ‘robuuste optimalisa-
tie’, zijn professor A. Ben-Tal (Technion, Hai-
fa, Israél) en professor A. Nemirovski (Georgia
Tech, Atlanta, USA). 8 De door hen voorgestel-
de methoden berusten op een geschikt geko-
zen convexe ‘verstoringsverzameling’ die alle
mogelijke verstoringen van de inputgegevens
bevat.

Voor elk weerstandsnetwerk kunnen we nu
de dissipatie maximaliseren over de verza-
meling van alle mogelijke verstoorde input-
stromen; dit zijn de inputstromen die men
krijgt door bij de nominale inputstroom een
stroom uit de verstoringsverzameling op te
tellen. Indien de verstoringsverzameling een
voldoende eenvoudige structuur heeft, bij-
voorbeeld een ellipsoide of een box, dan kan
deze maximalisatie efficiént worden uitge-
voerd. Het weerstandsnetwerk dat de zo ver-
kregen maximale dissipatie minimaliseert is
het meest robuust tegen verstoringen in de
verstoringsverzameling. Zo’n netwerk wordt
verkregen door een ‘semidefiniet’ optimali-
satieprobleem op te lossen; dit is een bijzon-
dergevalvan een kegelprobleem. Voor details
verwijzen we naar de uitgebreide literatuur
over robuuste optimalisatie. Standaardwer-
ken zijn [2] en [3]. Wanneer we deze methode
toepassen op het hiervoor genoemde insta-
biele probleem dan kunnen we de stabiliteit
aanzienlijk verbeteren. Het levert een weer-
standsnetwerk op waarvoor de nominale dis-
sipatie 18,18 is, terwijl bij een willekeurige
verstoring van niet meer dan 10% de dissipa-
tie nooit groterwordt dan 23,98. De dissipatie
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zal dus in de praktijk nooit groter zijn 23,98.
De prijs voor deze stabiliteit is dat de nomi-
nale waarde van de dissipatie (nu 18,18) iets
groteris dan de optimale waarde (16,17); maar
het levert een netwerk op dat willekeurige ver-
storingen van ten hoogste 10% overleeft.

Nabeschouwing

Het heeft velen verbaasd welke mogelijk-
heden de wiskunde biedt om verschijn-
selen in de natuur en in het alledaag-
se leven te beschrijven. In een radiorede®
noemde Hilbert wiskunde de verbindende
brug tussen theorie en praktijk, tussen den-
ken en waarnemen. Hij verwees naar Galilei
(1564—1642) die stelde dat de natuur slechts
kan worden begrepen door hen die haar taal
en tekens hebben leren kennen; deze taal is
de wiskunde en de tekens zijn driehoeken,
cirkels en andere wiskundige figuren. Ook ci-
teerde hij Kant (1724-1804) die stelde dat in
elke natuurwetenschap slechts zoveel echte
wetenschap is als er wiskunde in is. Hilbert
concludeerde dat hieraan, en aan talrijke toe-
passingen, de wiskunde het aanzien dankt
dat zij bij het algemene publiek geniet.

Crisis in de wiskunde

Dit aanzien was in het begin van de vorige
eeuw in gevaar doordat de wiskundige wereld
rond het begin van de 20ste eeuw werd ge-
plaagd door paradoxen. Algemeen aanvaarde
grondbeginselen (axioma’s) leidden via ge-
bruikelijke logische redeneringen tot tegen-
spraken. De daardoor ontstane verwarring be-
zorgde slapeloze nachten aan menig wiskun-
dige van grote naam.

Dit maakte een fundamentele bezinning
noodzakelijk op de grondslagen van de wis-
kunde. In de genoemde paradoxen speelden
oneindige verzamelingen een voorname rol.
Het begrip verzameling is één van de meest
primitieve begrippen in de moderne wiskun-
de. Precies bij dit begrip lag de moeilijkheid.
Het werd onduidelijk wat een verzameling is
en wat niet. Russell had een verzameling ge-

vonden die onvermijdelijk aanleiding gaf tot
logische conflicten. Het betreft de verzame-
ling van alle verzamelingen die zichzelf niet
als element bevatten, in wiskundige notatie:
{x:x ¢ x}. Met deze definitie lijkt niets mis
te zijn. Vraagt men echter of deze verzameling
tot zichzelf behoort of niet, dan leidt dit tot
een conflict, de zogenaamde Russell-paradox
[11, p. 37].

Hilbert beschouwde de wiskunde als een
model van zekerheid en waarheid: “Als zelfs
het wiskundige denken zou falen, waar an-
ders zou dan zekerheid te vinden zijn?” Maar
hij was erzekervan dat het allemaal goed zou
komen. Anderen waren daar minder optimis-
tisch over, of beweerden zelfs het tegendeel.
Onder de laatsten nam Brouwer een promi-
nente positie in. De aanvankelijk zeer goede
relatie tussen Hilbert en Brouwer kwam door
hun tegengestelde posities in deze grondsla-
genkwestie onder grote druk te staan, en leid-
de uiteindelijk tot een bitter conflict. Daarover
gaat het in de volgende paragraaf.

Grondslagenstrijd
We zagen al eerder dat Ludolph van Ceu-
len zijn naam onsterfelijk heeft gemaakt door
35 decimalen van 1 te berekenen. Dankzij
meer geraffineerde technieken voor het be-
rekenen van 1 en de enorme rekenkracht
die zelfs gewone PC’s ons verschaffen, is het
aantal bekende decimalen van 1 inmiddels
5.000.000.000.000. Hoewel dit als een enor-
me prestatie wordt gezien is de betekenis er-
van toch betrekkelijk: het aantal ontbrekende
decimalen is nog steeds oneindig groot. Ten
opzichte van oneindig is vijf biljoen niet noe-
menswaard groter dan 35.

Overigens is inmiddels wel een vraag be-
antwoord die Brouwer ooit stelde, namelijk

Bertrand Russell (1872-1970)

Brouwer tijdens een voordracht

of in de decimale ontwikkeling van 1t de rij
0123456789 voorkomt. Doordat zoveel meer
decimalen bekend zijn dan in Brouwers tijd,
kon worden vastgesteld dat de rij inderdaad
voorkomt. Brouwer stelde de vraag om aan te
geven dat er “altijd wel onopgeloste proble-
men” zijn, wiskundige vragen waarop we het
antwoord niet weten. De genoemde vraag van
Brouwer is nu achterhaald. Maar door het rij-
tje in Brouwers vraag langer te maken is een-
voudig een soortgelijke vraag te stellen waar-
op het antwoord nog steeds onbekend is. Er
zijn dus fatsoenlijke wiskundige vragen waar-
op we noch bevestigend noch ontkennend
kunnen antwoorden.

Dit bracht Brouwer er toe om een veelge-
bruikte bewijsmethode ter discussie te stel-
len, namelijk die van het bewijs uit het onge-
rijmde. Dit gaat als volgt: als je bewering A
wilt bewijzen dan veronderstel je dat A niet
geldt en toont vervolgens aan dat deze veron-
derstelling tot een tegenspraak leidt. Hieruit
concludeer je dat A moet gelden. Deze me-
thode berust op de aanname dat er slechts
twee mogelijkheden zijn: A geldt of A geldt
niet. Dit is de wet van de uitgesloten derde:
een bewering is waar of niet waar, een der-
de mogelijkheid is er niet: tertium non datur.
Met andere woorden: als de ontkenning van
een bewering niet waar is, dan is de bewe-
ring waar. Hier maakte Brouwer bezwaar. Voor
hem is het geloof aan de onbeperkte geldig-
heid van de wet van de uitgesloten derde in
de wiskunde een dogmatisch bijgeloof. On-
danks het wegvallen van het beginsel van de
uitgesloten derde kon Brouwer een substan-
tieel stuk wiskunde opbouwen. Voor het be-
handelen van oneindige objecten en structu-
ren, zoals bijvoorbeeld oneindige rijtjes ge-
hele getallen (keuzenrijen) slaagde hij erin
om eigenschappen vast te stellen door her-
leiding tot eindige beginstukken. Dit is de
basis van de door hem geintroduceerde in-
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tuitionistische wiskunde. In termen van deze
benadering waren veel bestaande bewijzen
ondeugdelijk. Het hele gebouw van de wis-
kunde moest volgens Brouwer opnieuw wor-
den gebouwd op een intuitionistisch funda-
ment.

Evenals Hilbert, waren veel deskundigen
van mening dat de axiomatische aanpak kon
worden gered. Zij vertrouwden erop dat de
axiomatische aanpak een betrouwbare lei-
draad zou zijn voor de oplossing van veel
open vragen. Hoewel op het gebied van de
analyse “zelfs geen schaduw van een tegen-
spraak opgedoken was”, zoals Hilbert tijdens
een voordracht in 1922 uitdrukte, voelden an-
dere wetenschappers zich toch onbehagelijk.
Feitelijk was er nog maar weinig of niets ge-
presteerd om te bewijzen dat de axiomasyste-
men van de verzamelingenleer, de analyse en
de rekenkunde vrij waren van tegenspraak,
en evenmin was er iets bekend over de be-
wijskracht van die systemen. Een gevolg was
dat enkele wiskundigen meer en meer neig-
den tot de argumenten van het intuitionisme.
Onder hen was de beroemde Hermann Weyl,
een oud-leerling van Hilbert. Maar, zo wierp
Hilbert tegen, de analyse, ja de wiskunde in
het algemeen, was een ‘symfonie van het on-
eindige’, en: “uit het paradijs dat Cantor voor
ons geschapen heeft, zal niemand ons kun-
nen verdrijven.” [11, p. 50]

Terwijl Hilbert aan zijn bewijstheorie werk-
te en steeds voorspelde dat het succes om
de hoek wachtte, werkte Brouwer aan zijn
intuitionistische programma. Brouwer had in-
middels een paar goede studenten gekregen.
Maurits Belinfante promoveerde in 1923, Ba-
rend Loor en Arend Heyting deden dat in
1925, en Wilfrid Wilson in 1928. Daarnaast
was Brouwer ook zelf productief. In 1927 gaf
hij op uitnodiging een serie colleges in Ber-
lijn die veel furore maakten. Zelfs de pers
schonk er aandacht aan en uitgever De Gruy-
ter drong er bij hem op aan zijn lezingen als
boek uit te geven. Een andere belangrijke uit-
nodiging ontving hij uit Wenen. Karl Menger
was betrokken bij de Wiener Kreis en orga-
nisator van het beroemde Mathematisches
Kolloquium in Wenen. Op Mengers aanraden
werd Brouwer uitgenodigd om in maart 1928
twee voordrachten te houden. De enthousi-
aste reacties in Berlijn en Wenen bleven niet
onopgemerkt in Gottingen, toen nog het wis-
kundige centrum van de wereld, waar Hilbert
de scepter zwaaide.

Hilbert leed inmiddels sinds 1925 aan een
ernstige ziekte, pernicieuze anemie. Toen hij
na een moeilijke periode twee jaar later voor
het eerst weer een congresvoordracht gaf, in

Hamburg, verviel hij in een emotionele uit-
barsting die men niet zo gauw in een we-
tenschappelijke context verwachten zou. Het
was een regelrechte aanval op Brouwer, overi-
gens zonder dat zijn naam werd genoemd [7,
p. 315]: “lk sta [onder deze omstandigheden]
verbaasd, dat een wiskundige aan de strenge
geldigheid van het tertium non datur twijfelt.
Ik sta er nog meer verbaasd over dat, naar het
schijnt, een hele gemeente van wiskundigen
zich thans gevormd heeft die hetzelfde doet.
Maar ik sta het meest verbaasd over het feit
dat zelfs ook in de kring van wiskundigen de
suggestieve kracht van een enkele tempera-
mentvolle en geestrijke man de onwaarschijn-
lijkste en meest excentrieke werking kan uit-
oefenen.” In augustus 1928 was er een te-
rugslag in Hilberts gezondheid; hij leed aan
pijn in handen, voeten, benen en ruggenwer-
vels. Desondanks ondernam hij nog een reis
naar Bologna voor een congres. Direct daar-
na stortte hij in. Hij werd na een hartaanval
naar een sanatorium in Luzern vervoerd waar
hij tot oktober verbleef. Beseffend dat hij on-
der de gegeven omstandigheden gemakkelijk
het leven kon laten, kwam hij tot een radi-
cale conclusie: “Brouwer is een gevaar voor
de wiskunde, en hij moet onschadelijk ge-
maakt worden.” Tot dan toe was Brouwer een
van de meest actieve leden van de redactie
van de Mathematische Annalen, het belang-
rijkste wiskundige tijdschrift. Naast Hilbert,
die hoofdredacteur was, zaten in de kernre-
dactie drie andere leden: Blumenthal, die als
een soort secretaris van Hilbert fungeerde,
Carathéodory en Einstein. Hilbert voegde de
daad bij het woord en stuurde Brouwer een
ontslagbrief.

Het vermoeden ligt voor de hand dat Hil-
bert vreesde dat bij verdere verslechtering
van zijn gezondheid Brouwer in de kernre-
dactie zou worden opgenomen en, nog erger,
wellicht het hoofdredacteurschap zou toeval-
len. Dit gevaar probeerde hij door deze brief
af te wenden. Carathéodory wees Brouwer
op de wankele gezondheidstoestand van Hil-
bert, en verzocht hem af te zien van tegen-
stand omdat dit in Hilberts toestand dodelijk
zou kunnen zijn. Ondanks de verbijsterende
vernedering die hem door Hilbert was aan-
gedaan, wilde Brouwer niet verantwoordelijk
gehouden worden voor diens dood. Na am-
pel beraad besloot hij zich niet zonder meer
te conformeren aan Carathéodory’s verzoek.
Op 2 november stuurde hij hem een brief,
met afschrift naar Blumenthal [7, p. 336]: “Na
een nauwgezette overweging en verregaan-
de consultering moet ik het standpunt in-
nemen, dat ik het door u aan mij gerichte

Constantin Carathéodory (1873-1950) en Otto Blumenthal
(1876-1944)

verzoek, mij tegenover Hilbert als tegenover
een ontoerekeningsvatbaar iemand te gedra-
gen, slechts dan zou kunnen inwilligen als
het [verzoek] mij schriftelijk en wel gemeen-
schappelijk van de zijde van Hilberts vrouw
en zijn huisarts bereikt zou hebben.” De zaak
kreeg hierdoor een heftig vervolg. Uiteinde-
lijk werd er eind december voor gekozen om
na de verschijning van het honderdste deel
van de Annalen de hele redactie te ontslaan
en een nieuwe te benoemen, aldus de schijn
vermijdend dat de actie tegen Brouwer was
gericht. Einstein en Carathéodory weigerden
deel uit te maken van de nieuwe redactie, al-
leen Hilbert en Blumenthal werden opnieuw
benoemd. Zie Figuur 8. Voor veel meer de-
tails verwijs ik naar [7], waaraan het mees-
te van het bovenstaande is ontleend. Hilbert
had dus zijn zin gekregen. Brouwer was op
een zijspoor gezet.'°

Het jaar 1930 bracht een verrassende wen-
ding in de stand van zaken. Hilberts positie
werd nog eens verwoord in de laatste drie zin-
nen van de eerder genoemde Konigsbergse
radiorede: “De eer van de menselijke geest,
zo zegt de beroemde wiskundige Jacobi, is het
enige doel van alle wetenschap. We moeten
geen geloof hechten aan hen die tegenwoor-
dig met een filosofische gezichtsuitdrukking
en op verwaande toon de ondergang van de
cultuur voorspellen en tot het Ignorabimus
vervallen. Voor ons is er geen Ignorabimus,
en volgens mij ook zeker voor de natuurwe-
tenschap niet. In plaats van het dwaze Igno-
rabimus geldt daarentegen voor ons de leus:
Wij moeten weten, wij zullen weten.”

De toespraak werd uitgezonden op 8 sep-
tember 1930 en was gebaseerd op een lezing
die Hilbert eerder op die dag had gehouden
tijdens een congres in Kénigsberg van het ge-
nootschap van Duitse natuuronderzoekers en
artsen, onder de titel ‘Naturerkennen und Lo-
gik’. Hij wist toen nog niet dat een dag eerder,
tijdens een ander congres, ook in Kénigsberg,
iets opmerkelijks was gebeurd. Op de laat-
ste dag van dit andere congres,*! tijdens een
afsluitende discussiezitting, had de nog on-
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Figuur 8 Het omslag van de Mathematische Annalen voor en na de redactiewisseling

bekende, jonge Kurt Godel (1906-1978) het
woord genomen. Met zijn zachte stem had de-
ze meegedeeld dat men, “onder de veronder-
stelling dat de klassieke wiskunde vrij is van
tegenspraken, voorbeelden van beweringen
kan geven die weliswaarinhoudelijk juist zijn,
maarin het formele systeem van de klassieke
wiskunde niet te bewijzen zijn.” Hiermee was
een van Hilberts hoofddoelen verworpen: er
is geen formeel systeem dat precies alle wa-
re wiskundige beweringen levert. Hilbert was
er niet bij. Daarom kon hij een dag later zon-
der de minste twijfel zijn dogma herhalen: Wir
werden wissen!

In feite was de situatie nog erger voor Hil-

Kurt Godel (links) en Albert Einstein (1879-1955)

bert en zijn programma dan zich oorspronke-
lijk liet aanzien. Godel had namelijk al snel in
gezien dat zijn methoden ook aantoonden dat
(zeg) de rekenkunde haar eigen consistentie
niet kon bewijzen; hiermee was Hilberts dog-
mavolledigweerlegd. De hoop op eenvoudige
consistentiebewijzen voor ingewikkelde the-
orieén was vervlogen. Godels resultaten kun-
nen ruwweg als volgt worden samengevat [27,
p. 3]: “Een formeel wiskundig systeem is niet
consistent of niet volledig.” *> Hiermee had
Brouwer dus toch gelijk gekregen. Toen hij
Godels resultaat leerde kennen reageerde hij
nogal onderkoeld met de woorden: “Dat ver-
baast mij niet, ik had dit op inhoudelijke gron-
den al verwacht”. Hilbert is de slag niet meer
te boven gekomen. Na 1930 speelde Hilbert
dan ook vrijwel geen rol meer, ten dele omdat
hij sterk aan geestkracht inboette [7, p. 358],
ten dele ook omdat de door anderen voor-
spelde ‘ondergang van de cultuur’ zich aan
zijn eigen wiskundige instituut in Gottingen
manifesteerde. Daarover iets meer in de vol-
gende paragraaf.

Leren van de tijd

In zijn radiorede suggereerde Hilbert dat zijn
tegenstanders, die tot het Ignorabimus ver-
vielen, dit deden omdat zij hun oor leenden
aan hen die de ondergangvan de cultuurvoor-
spelden. We zagen al dat de tijd Hilbert in het
ongelijk heeft gesteld voor wat betreft het Ig-
norabimus: de solide fundering voor de wis-
kunde die Hilbert zocht, en waarvan hij stel-
lig meende dat die bestond, bestaat niet. Het

waarheidsgehalte van de spreuk ‘Wij weten
het niet, en we zullen het nooit weten’ (zie
noot 9) was gebleken groter te zijn dan dat
van Hilberts dogma: ‘Wij moeten weten, en
wij zullen weten’. Maar er is meer.

Waarom verweet Hilbert aanhangers van
het Ignorabimus geloof te hechten aan hen
die de ondergang van de cultuur voorspel-
den? Kan met recht gezegd worden van men-
sen die Hilberts dogma afwezen, zoals Brou-
wer, Godel en Wittgenstein (1889-1951), dat
zij dit deden vanwege een dreigende cultuur-
ondergang? Ik meen van niet. Opmerkelijk
is wel dat er bij de laatstgenoemden een
aandacht was voor het hogere, die bij Hilbert
volledig afwezig lijkt te zijn.

Hilberts formulering impliceert dat hij in
de jaren ’30 van de vorige eeuw geen enkele
bedreiging voor de cultuur zag, dit in tegen-
stelling tot vooraanstaande historici en we-
tenschappers die zich grote zorgen maakten
over het culturele klimaat in Europa en vrees-
denvoorhaarondergang. De tijd heeft ons ge-
leerd dat zijn optimistische cultuurvisie niet
houdbaaris gebleken. Nog geen tien jaar later
brak het onheil los in Europa. Het eeuwenou-
de christelijk-humanistische anti-semitisme,
soms sluimerend maar altijd aanwezig in Eu-
ropa, culmineerde in een verdrukking van de
Joden die zonder weerga was. Wie de versla-
gen ervan leest (zie bijvoorbeeld [10] en [13])
moet erkennen dat de woorden ‘waanzin’ en
‘razernij’ van bijvoorbeeld onze landgenoot
Huizinga [12, p. 1-2] profetisch waren.

Hilbert zelf heeft moeten ervaren hoe cul-
tuurvernietigend deze razernij te werk ging. 3
Alin 1933 verdween de ene na de andere me-
dewerker, veelal door ontslag op basis van
nieuwe anti-Joodse wetgeving. In Gottingen
werden Felix Bernstein, Edmund Landau en
Emmy Noether vanwege hun Jood-zijn ontsla-
gen. Hermann Weyl (niet Joods) had ook een
goede reden om te vertrekken — zijn vrouw
was Joods, en dat betekende uiteindelijk dat
hij van haar zou moeten scheiden; hij ver-
trok naar Princeton [7, p. 384]. Richard Cou-
rant (wel Joods) was directeur van het wis-
kundige instituut, maar in 1933 nog gevrij-
waard van ontslag dankzij verrichte militai-
re dienst in de Eerste Wereldoorlog; vanwege
het voor Joden ongunstige klimaat week hij
uit naar de Verenigde Staten, alwaar hij de
stichter werd van het beroemde Courant In-
stitute aan de universiteit van New York. Hil-
bert was er aldus getuige van hoe degenen
die ten tijde van zijn radiorede de ondergang
van de cultuur vreesden dit met goede re-
denen hadden gedaan. Zijn instituut, dat tot
1933 wereldwijd toonaangevend was voor de
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Bernstein (1878-1956), Landau (1877-1938), Noether (1882-1935), Weyl (1878-1956) en Courant (1888-1972)

wiskunde, werd geheel ontmanteld. Toen de
minister van Onderwijs hem vroeg “En hoe
gaat het met de wiskunde in Géttingen, nu ze
van de Joodse invloed is bevrijd?”, zei Hilbert:
“Wiskunde in Gottingen, dieis ereigenlijk niet
meer” [7, p. 388]. “Toen ik jong was”, zei hij,
“besloot ik nooit te herhalen wat ik oude men-
sen hoorde zeggen — hoe goed het verleden
was, en hoe slecht het heden. lk zou dat op
mijn oude dag nooit zeggen. Maar nu moet ik
wel.” [17, p. 205]

Slotopmerkingen

Eén van de aantrekkelijke dingen van wiskun-
de is dat men zijn (of haar) gelijk niet haalt
door bijvoorbeeld harder te gaan praten, of
door middel van een democratische procedu-
re, of eenvoudig door macht. Alleen een for-
meel bewijs volstaat. Soms is het vinden van
zo’n bewijs verre van eenvoudig, en kan het
veeltijd en ‘onvermoeide arbeid’ vergen. Ook
in de afgelopen decades zijn bewijzen voor
een aantal als moeilijk ervaren problemen ge-
vonden, waaronder het vierkleurenprobleem
(1977), de oplosbaarheid van lineaire optima-
lisatie in polynomiale tijd (1979), het vermoe-
den van Fermat (1995), het vermoeden van
Kepler (2002) en onlangs ook de onjuistheid
van het vermoeden van Hirsch (2010). Het feit
dat moeilijke problemen werden opgelost —
zij het soms pas na eeuwen — bracht mensen

Noten

1 Een meer uitgebreide versie van de rede,
met veel details en voetnoten, is te down-
loaden van http://www.st.ewi.tudelft.nl/“roos
/Afscheidsrede.pdf. Zolang de voorraad strekt
wordt een gedrukte versie op aanvraag toe-
gezonden (stuur daarvoor een e-mail naar
C.Roos@tudelft.nl).

2 Metdankvermeld ik de namen van hen die mij
hielpen tijdens het schrijven van deze rede en
bij het samenstellen van de stamboom van wis-
kundigen in Delft, door commentaar te leveren
op eerdere versies, het ter beschikking stel-
len van foto’s, het aanreiken van interessante
referenties, gegevens over namen in de stam-
boom, et cetera: prof. dr. Floris Cohen, prof. dr.
Dirk van Dalen, prof. dr. Gerrit van Dijk, prof.
dr. Jacques Dreze, dr. K.P. Hart, dr. Bert Hof-
man, prof. dr. Jan Hogendijk, Jos Knulst, drs.

als Hilbert er toe te denken dat dit uiteindelijk
bij elk probleem het geval zou zijn. Anderen
beseften dat dit niet waar kon zijn. Brouwer
was zo iemand, maar ook bekende tijdgeno-
tenvan hem, zoals bijvoorbeeld Wittgenstein,
Godel, en ook Niels Bohr (1885-1962). Zij ge-
bruikten uitdrukkingen als ‘onuitputtelijk’ en
‘onuitsprekelijk’ om aan te geven dat er din-
gen zijn die buiten het onderzoeksveld van
de wiskunde en wetenschap liggen. Godel bij-
voorbeeld zei dat de wiskunde en wetenschap
onuitputtelijk zijn, en Wittgenstein stelde in
wezen hetzelfde door te zeggen dat er onuit-
sprekelijke dingen zijn die zich tonen in bij-
voorbeeld de mystiek. Het hing voor hen sa-
men met het bewustzijn dat de werkelijkheid
meer omvat dan de voor ons zichtbare din-
gen. Dit besef, dat dominant was bij degenen
die aan de wieg stonden van de Westerse we-
tenschap, is met name in de tweede helft van
de vorige eeuw onder vuur komen te liggen.
Het christelijk geloof biedt een totale vi-
sie op de wereld en het leven, inclusief het
sterven. Van de wetenschap werd dat ook ver-
wacht. Het zoeken naar een allesomvattende
theorie voor de natuurkunde is daarom lange
tijd het ideaal geweest. Dit ideaal wordt door
sommigen nog steeds aangehangen, dooran-
deren betwijfeld. In feite is ditideaal vergelijk-
baar met Hilberts programma voor de wiskun-
de. Inmiddels zijn wij er wel achter gekomen

Jaap Kruidenier, Mw. W. Loonstra-Verdenius, ir.
Dick Mensch, ir. Arjen Tjallema, prof. dr. Arie
de Reuver, dr. Herman te Riele, prof. em.dr. Jan
Roegiers, Gerda Roos, Carl Schneider ing., dr.
Hans J. Visser en prof. dr. Herman van der Wee.

3  Afgebeeld is slechts een deel van de com-
plete stamboom. Deze moet worden gelezen
als volgt: Als er een pijl loopt van A naar B
dan was B promotor van A. Een sterretje bij
een naam betekent dat niet alle promotoren
zijn opgenomen. Een stamboom van alle huidi-
ge (en sommige ex-)wiskunde hoogleraren en
UHD’s in Delft is te vinden op www.isa.ewi.tu-
delft.nl/"roos/StamboomW_EWI.pdf of via de
link ‘Wetenschappelijke stamboom’ op de
site http://ewi.tudelft.nl/nl/over-de-faculteit
/afdelingen/toegepaste-wiskunde.

4  Voor de voorafgaande periode verwijs ik naar

dat de wereld ingewikkelder in elkaar zit dan
gedacht. Maar er is nog geen Gédel in de na-
tuurkunde opgestaan. Wellicht daardoor leeft
de hoop op een ‘volledige’ natuurkunde nog
steeds. Wel zijn er geheimen in de driedimen-
sionale wereld om ons heen die er blijk van
geven dat onze wereld niet meer is dan een
projectie van een hogerdimensionale werke-
lijkheid.14

Het mag opmerkelijk heten datvoor de ver-
klaring van ‘onze’ werkelijkheid een theorie
nodig blijkt te zijn die zich baseert op ‘za-
ken die niet gezien worden’.?5 Is dit niet een
bewijs dat het ‘gesloten wereldbeeld’ dat de
wetenschap doorgaans hanteert onvoldoen-
deis om onze werkelijkheid wetenschappelijk
teverklaren? Dit brengt ons dicht bij wat Godel
bewees voor de wiskunde. Het brengt mij er
toe meer in het algemeen te concluderen dat
wanneerwe proberen de werkelijkheid (of een
deel daarvan) tot op de bodem te begrijpen,
wat Hilbert voor de wiskunde wilde doen, we
op een grens stuiten. Op deze grens, waar vol-
ledigheid of consistentie van het denken af-
wezig blijkt, doemt de verwarring op die een
wetenschapper slapeloze nachten kan bezor-
gen.

Nu mijn antwoord op de vraag ‘Komt on-
vermoeide arbeid alles te boven?’. Het aan
Vergilius ontleende motto van het Wiskun-
dig Genootschap heeft velen gestimuleerd om
prachtige dingen te ontdekken, inclusief mij-
zelf. Maar dat heeft ook geleid tot de vast-
stelling dat vanwege de ‘onuitputtelijkheid’
(of ‘onvolledigheid’) van de wiskunde onze
arbeid niet ‘alles’ te boven kan komen. En dat
geldt mijns inziens niet alleen de wiskunde,
maar alle wetenschappen: alle wetenschap-

pen lijden aan het euvel onvolledig te zijn.-

mijn intreeredes in Leiden en Delft [19—20].

5 De Betuwe, de Bommelerwaard en het Land
van Maas en Waal.

6 0ok ‘normale schroeven’ op een schroefas
worden gebruikt, eventueel in combinatie met
een roer, of ‘boegschroeven’ die alleen dwars-
kracht kunnen leveren.

7 Het model is een zogenaamd ‘second-order
cone’ optimalisatieprobleem. Een zeer effi-
ciént en daarom veel gebruikt softwarepakket
voor het oplossen van dergelijke problemen is
MOSEK, dat onder andere draait onder Matlab.

8  Beidenverbleventijdens een ‘sabbatical leave’
als gasthoogleraar in Delft.

9  Deze radiorede is in zijn geheel te lezen en
te beluisteren op de site http://math.sfsu.edu

/smith/Documents/HilbertRadio/HilbertRadio.
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pdf. De laatste woorden waren ‘Wir miissen
wissen, Wir werden wissen’. Deze slogan werd
in de wandeling Hilberts dogma genoemd en is
op Hilberts grafsteen gebeiteld. Hilbert neemt
hiermee afstand van hen die menen dat er
grenzen zijn aan de wetenschappelijke kennis.
Hun positie was verwoord door de Duitse fysi-
cus Emil du Bois-Reymond (1818-1896). Deze
had in 1880 in Berlijn een rede gehouden voor
de Berlijnse Academie van Wetenschappen en
daarin een aantal problemen genoemd waar-
van hij meende dat noch de wetenschap noch
de wijsbegeerte ooit de oplossing zou vinden.
Van hem is de spreuk afkomstig waartegen Hil-
bert bezwaar maakt, namelijk Ignoramus et Ig-
norabimus, oftewel ‘Wij weten het niet, en we
zullen het nooit weten’.

Intussen had Heyting naam gemaakt door een
prijsvraag van het Wiskundig Genootschap te
winnen waarin gevraagd werd op de manier
van de klassieke (aristotelische) logica een axi-
omatisering van Brouwers logica te maken. Hij
ontwikkelde zich tot een nieuwe propagandist
van hetintuitionisme. Zijn werk vond expliciete
waardering bij Brouwer. Van punten die Brou-
wer zelf naar voren had willen brengen zei hij
dat zij door Heyting “op een magistrale wijze
[waren] verhelderd”.

Van 5 tot 7 september 1930 vond een sym-
posium plaats in Kdnigsberg in Pruisen over
de grondslagen van de wiskunde. Er waren
vier hoofdvoordrachten: Heyting voor de in-
tuitionisten, Von Neumann voor de formalis-
ten, Carnap voor de logicisten, en Waisman
vertolkte Wittgensteins ideeén. Godel woonde
dit congres bij, van Hilbert is dit niet zeker. Ze-
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begrip supersymmetrie. Supersymmetrie kan
echter alleen bestaan als de ruimte tiendi-
mensionaal is [15]. Het is opvallend dat deze
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In het najaar van 2010 werd het Platform Wiskunde Nederland opgericht door het Koninklijk
Wiskundig Genootschap (KWG) en de Nederlandse Vereniging van Wiskundeleraren (NVVW), on-
dersteund door de wiskunde-instituten van de Nederlandse universiteiten (inclusief Eurandom
en het Freudenthal Instituut), de Nederlandse Organisatie voor Wetenschappelijk Onderzoek
(NWO), het Centrum Wiskunde & Informatica (CWI), en de stichtingen Thomas Stieltjes en Com-
positio. PWN is opgericht als centrale plaats binnen de Nederlandse wiskunde van waaruit alle
zaken die voor de wiskunde van belang zijn op efficiénte wijze behartigd kunnen worden. In
het eerste jaar is PWN als landelijke organisatie neergezet, en zijn de commissies aan de slag
gegaan. Hiermee is een solide basis gelegd voor het tweede jaar. Wil Schilders, directeur van
het PWN, blikt terug op het eerste jaar en licht de plannen voor de toekomst toe.

Na uitvoerige studies en diepgaande discus-
sies, welke in de afgelopen jaren onder ande-
re geresulteerd hebben in de rapporten ‘Het
Bureau Wiskunde’, ‘Blauwdruk PWN’ en ‘Mas-
terplan Toekomst Wiskunde’, heeft op 20 ok-
tober 2010 de oprichting plaatsgevonden van
het Platform Wiskunde Nederland. Hiermee
heeft de wiskunde een orgaan gekregen dat
vergelijkbaar is met het ICT-onderzoek Plat-
form Nederland, het Nationaal Comité voor
Astronomie, het Regieorgaan Chemie, het NI-
Blvoorbioscience en andere soortgelijke plat-
forms. In feite is PWN zelfs breder van opzet,
het verenigt alle aspecten van de beoefening
van het vak hetgeen wordt gereflecteerd in de
vijf commissies: onderzoek, onderwijs, inno-
vatie, publicaties en publiciteit. In deze zin is
PWN een unieke disciplinegerichte organisa-
tie. Deze integrale visie sprak ook reeds uit
het Masterplan Toekomst Wiskunde.

PWN is opgericht als centrale plaats bin-
nen de Nederlandse wiskunde van waaruit al-
le zaken die voor de wiskunde van belang zijn
op efficiénte wijze behartigd kunnen worden.
Zodoende wordt de slagvaardigheid vergroot

tot profijt van alle Nederlandse wiskundigen

en is er een krachtige pleitbezorger voor de

discipline wiskunde naar buiten toe. De alge-

mene doelstelling van PWN is om te komen tot

de versterking van de financiéle, bestuurlijke,

wetenschappelijke en publicitaire positie van

het wiskundeonderzoek en wiskundeonder-

wijs in Nederland. Tevens streeft PWN naar co-

herentie en een effectieve inzet van middelen

ten behoeve van het wiskundeonderzoek en

wiskundeonderwijs, zowel in wetenschappe-

lijk als in maatschappelijk opzicht. Vertaald

naar de praktijk betekent dit dat PWN zich in-

zet:

— voor een realistische beeldvorming over
wiskunde en wiskundigen;

— voor een stabiele infrastructuur van weten-
schappelijk onderwijs en onderzoek;

— voor een betere positie van wiskunde in
primair en voortgezet onderwijs;

— voor een betere aansluiting tussen voort-
gezet en hoger onderwijs;

— voor een betere verbinding tussen we-
tenschappelijke wiskunde en (innovatieve
toepassingen in) het bedrijfsleven.

Kortom: PWN behartigt de belangen van,
en fungeert als spreekbuis voor, de gehele
Nederlandse wiskunde.

De organisatorische structuur die is geko-
zen voor het verwezenlijken van bovenstaan-
de doelstellingen, wordt gereflecteerd in de
PWN-vijfhoek:

Onderwijs
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Publiciteit Publscaties

De genoemde commissies zijn de centrale
actoren binnen PWN. Zij werken zowel ini-
tiérend als uitvoerend in hun domein, met
eigen doelstellingen. Gezamenlijk werken zij
aan dwarsverbanden tussen de verschillen-
de commissies. Uitvoering van de door deze
commissies en het bestuur uitgestippelde be-
leid geschiedt in nauwe samenwerking met
het Bureau PWN. Op deze wijze is een krach-
tige structuur ontstaan. De commissies zijn
met grote zorg en breed samengesteld zodat
‘de achterban’ goed wordt gerepresenteerd.
Op deze manier zijn mogelijkheden gescha-
pen om op vele fronten tegelijk slagvaardig
te werk te gaan. Het verenigen van al de-
ze aspecten binnen één enkele organisatie
is uniek, en schept additionele mogelijkhe-
den om tevens aan de vele dwarsverbanden
te werken.
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PWN-commissies en dwarsverbanden

De commissies bouwen voort op een aantal
belangrijke ontwikkelingen die we de afgelo-
pen jaren hebben gezien. Zo is het Master-
plan Toekomst Wiskunde inmiddels wijdver-
breid en ook bekend bij voor ons belangrij-
ke organisaties (zoals OCW, ELI, NWO, KNAW
en het rectorencollege), terwijl het KNAW rap-
port ‘Rekenonderwijs op de basisschool: ana-
lyse en sleutels tot verbetering’ een hoog ac-
ceptatieniveau kent ondanks alle tegenstel-
lingen die er de afgelopen jaren zijn geweest.
Op Europees niveau is de afgelopen jaren
veel bereikt op het uitermate belangrijke ge-
bied ‘wiskunde en industrie’, waarbij het zo-
genaamde OECD-rapport (zie www.oecd.org
/dataoecd/47/1/41019441.pdf) en het recen-
te rapport van de ESF-EMS (zie www.cerema-
de.dauphine.fr/FLMI) op een zeerbrede steun
kunnen rekenen. Voor alle commissies geldt
dan ook dat er reeds veel voorwerk heeft
plaatsgevonden, en dit werk dient niet op-
nieuw te gebeuren. De commissievoorzitters,
in nauwe samenwerking met bestuur en di-
recteur, waken dan ook voor herhaling van
zetten, en dragen zorg voor een implementa-
tie van de bevindingen alsmede voor nieuwe
ontwikkelingen.

Gedetailleerde plannen van de commis-
sies voor het komende jaar worden in het
‘Jaarplan 2011/2012’ besproken, dat op ver-
zoek kan worden toegezonden. Hier bespre-
ken we slechts de algemene doelstellin-
gen van deze commissies, de belangrijkste
aandachtspunten voor het tweede jaar, en be-
zien tevens een aantal dwarsverbanden.

Onderwijs

Deze commissie heeft zich, ingegeven doorde

grootte van de commissie en de breedte van

de taakstelling, gesplitst in drie subcommis-
sies welke zich richten op de volgende deelas-
pecten:

— Realisatie van doorlopende, sectorover-
stijgende leerlijnen wiskunde (verbrokkel-
de leerlijnen leiden tot onnodige defi-
ciénties).

— Ontwikkelen van nascholingstrajecten voor
alle typen docenten rekenen en wiskunde
(blijvende professionalisering maakt het
beroep aantrekkelijker).

— Advisering over bestaande curricula op
een betekenisvolle wiskunde en rekenen
(eigentijds onderwijs, ook in vergelijking
met het buitenland).

De commissie ziet zich geconfronteerd met
veel aandacht in de politiek en de media voor
het wiskundeonderwijs, vooral ten aanzien
van het eerste en derde subthema. Zo heeft

de huidige minister zich uitgesproken voor
het verplicht stellen van wiskunde als eind-
examenvak. De commissie blijft alert op deze
ontwikkelingen, zal gevraagd en ongevraagd
advies geven, onder andere middels publica-
ties in landelijke media en rechtstreekse con-
tacten met het ministerie. Belangrijk in dit ver-
band is het nemen van het voortouw in het
opbouwen van adequate contacten met an-
dere organisaties welke zich bewegen op het
terrein van het wiskundeonderwijs, teneinde
ook hier uniformiteit te bereiken. Daarnaast is
een duidelijk aandachtspunt voor het twee-
de jaar de aansluiting tussen vo en ho. De
commissie zal zich ook krachtig inzetten voor
kwaliteitsborging en certificering.

Onderzoek

Deze commissie, samengesteld uit vertegen-

woordigers van alle Nederlandse universitei-

ten, heeft als doelstellingen:

— Verhoging onderzoeksbudget voor de Ne-
derlandse wiskunde, met name voortzet-
ting van de vier wiskundeclusters (DIA-
MANT, GQT, NDNS+, STAR).

— Streven naar grotere slaagkans en verfij-
ning van het subsidiestelsel van NWO in
Vrije Competitie en Vernieuwingsimpuls.

— Ontwikkelen van strategie en beleid rond
het wiskundeonderzoek in Nederland, in-
clusief nieuwe onderzoeksprogramma’s.

— Gevraagd en ongevraagd adviseren van
andere belanghebbenden in het veld.

— Blijvende inzet voor financiering van de
doelstellingen van het Masterplan Toe-
komst Wiskunde (2008).

In het recente rapport ‘Evaluation, con-
clusions and recommendations: Mathema-
tics Clusters 2005—-2010’ worden de wiskun-
declusters (DIAMANT, NDNS+, GQT, STAR) be-
oordeeld variérend van excellent tot exempla-
risch. Voor NWO was dit aanleiding te beslui-
ten tot voortzetting van de financiering van
deze clusters, echter voor een beperktere pe-
riode (2 jaar) en met een kleiner budget. Dit
laatste is mede veroorzaakt door de nieuwe
plannen van het ministerie van Economische
Zaken, Landbouw en Innovatie (ELI) om on-
derzoek vooral plaats te laten vinden in het
kader van de tien ‘topsectoren’. Meer dan
voorheen is het daarom zaak voor de com-
missie Onderzoek om adequaat in te spelen
op deze ontwikkelingen, en dit zal dan ook
het belangrijkste aandachtspunt zijn voor de-
ze commissie. Hiertoe zullen ook nauwe con-
tacten onderhouden worden met de commis-
sie Innovatie.

In 2011 is ook de nieuwe landelijke onder-
zoeksschool WONDER gestart met haar activi-

teiten. Erzal een bestendige relatie tussen de-
ze onderzoeksschool en de commissie Onder-
zoek worden aangegaan, teneinde de groei
van WONDER te begeleiden.

Innovatie

In de politiek zien we momenteel een duide-

lijke verschuiving naar een sterkere focus van

wetenschappelijk onderzoek op maatschap-
pelijk relevante problemen. De commissie In-
novatie is hiervoor goed geoutilleerd, met een

mix van academische en industriéle leden. De

aandacht gaat vooral uit naar:

— Innovatie in het bedrijfsleven helpen be-
vorderen, met speciale aandacht voor het
MKB.

— Vragen rondom innovatie beantwoorden
via het Transferpunt Wiskunde en Innova-
tie (TWI).

— Bekendheid geven aan toepassingen van
wiskunde middels speciale wervende ac-
tiviteiten zoals themadagen, business ca-
ses en publicaties.

— Aansluiten bij grootschalige innovatiepro-
gramma’s, zoals de door het ministerie van
ELI gedefinieerde ‘Topsectoren’.
Rodedraadin deze thema’sis hetduidelijk

maken van de rol welke wiskunde kan vervul-
len in de praktijk en wat zij concreet kan bij-
dragen aan het algemene nut. We observeren
een verdere groei van de eisen van de in-
dustrie, maatschappij en andere wetenschap-
pelijke disciplines aan toepasbare wiskundi-
ge methoden. De door het ministerie van ELI
gepresenteerde topsectoren zullen voor een
groot deel de agenda van de commissie Inno-
vatie dicteren in het tweede jaar, en hierbij zal
tevens ondersteuning gegeven worden aan de
commissie Onderzoek. Daarnaast zal het TWI
verder worden uitgebouwd en een actieve rol
gaan spelen.

Publicaties

De kleinste commissie, maar wel met een

belangrijke missie: het bundelen van de be-

staande activiteiten rond publicaties in wis-
kundig Nederland. Voornaamste aandachts-
punten zijn:

— Een efficiéntieslag maken met het uitge-
ven van tijdschriften die onderverantwoor-
delijkheid van KWG en NVvW vallen.

— Streven naar verdere professionalisering
van de tijdschriften, inclusief het verhogen
van de aantallen abonnees.

Gedurende het eerste jaar is een analyse
gemaakt van de verschillende publicaties, dit
zal in het tweede jaar gebruikt worden om te
komen tot meer structuur, een betere integra-
tie en een strikter financieel beleid. Met na-
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De introductiebijeenkomst van PWN op 14 mei, met vooraan de PWN-bestuursleden Marian Kollenveld, Jan van Maanen, Gert
Vegter en Rob Tijdeman

me voor Pythagoras zullen belangrijke beslis-
singen genomen dienen te worden, teneinde
dit jongerentijdschrift een bestendige en fi-
nancieel gezonde toekomst te kunnen garan-
deren. Een van de mogelijkheden welke mo-
menteel wordt bekeken is het onderbrengen
van Pythagoras bij PWN, om zodoende een
betere balans te krijgen tussen het tijdschrift
met zowel KWG als NVvW. In deze nieuwe op-
zet kan de commissie Publicaties de rol spe-
len van redactieraad, welke momenteel ont-
breekt. Daarnaast zal gestreefd worden naar
een meer structurele oplossing voor zowel de
dienstverbanden als de fysieke locaties van
de verschillende publicaties. In het verleden
werden hiervoor vaak ad-hocconstructies be-
dacht, welke echter door PWN in meer perma-
nente oplossingen kunnen worden omgezet.

Publiciteit

Rondom het thema publiciteit zagen we waar-

schijnlijk de grootste versnippering van activi-

teiten in het verleden. Dit werd mede gevoed
door de vele doelgroepen waarop men zich
richtte. De commissie richt zich dan ook op:

— Structureren, coordineren en ondersteu-
nen van publiciteit voor de wiskunde in
brede zin: middelbare scholieren, het gro-
te publiek, alsmede bedrijven en organi-
saties.

— Inventariseren van bestaande publicitaire
activiteiten met betrekking tot de wiskun-
de in Nederland.

— Uitbouwen van goed lopende activiteiten,
ontwikkelen van nieuwe initiatieven.

— Zorgdragen voor continuiteit in de organi-
satie en de financiering van publiciteit.

— Publicitair ondersteunen van de andere
commissies van PWN.

De commissie heeft een breed scala van
activiteiten gepland voor het tweede jaar. Er

zal onder andere een overzicht worden ge-
maakt van bestaande initiatieven, en een lo-
ket wiskunde worden ingericht voor het infor-
meren van journalisten. De commissie streeft
ernaar in het tweede jaar de wiskunde ‘blits’
te maken door het ontwikkelen van een grote
landelijke activiteit met veel media-aandacht.
Belangrijk aandachtspunt is ook uitbreiding
van de commissie, teneinde alle geplande ac-
tiviteiten adequaat op de rails te kunnen zet-
ten.

Dwarsverbanden
De commissies zijn met grote zorg en breed
samengesteld zodat ‘de achterban’ goed
wordt gerepresenteerd. Op deze manier zijn
mogelijkheden geschapen om op vele fron-
ten tegelijk slagvaardig te werk te gaan. Het
verenigen van al deze aspecten binnen één
enkele organisatie is uniek, en schept additi-
onele mogelijkheden om tevens aan de vele
dwarsverbanden te werken.

In speciale bijeenkomsten met alle com-

missievoorzitters zijn dwarsverbanden geiden-

tificeerd. Dit heeft geleid tot bilateraal overleg

tussen de verschillende commissies, welke in

hettweedejaarzullen worden geintensiveerd.

Hierbij dient gedacht te worden aan onder an-

dere:

— Publiciteit van de verschillende commis-
sies.

— Samenwerking intensiveren tussen ken-
nisinstellingen, bedrijven en maatschap-
pelijke instellingen, ook op onderwijsge-
bied.

— Leerlingen al vroeg laten ervaren wat hen
te wachten staat in een later beroep.

— Publicaties nadrukkelijk inzetten voor on-
derwijs, innovatie, publiciteit.

— Meer aandacht genereren voor didactiek
van de wiskunde door samenwerking tus-

sen de commissies Onderzoek en Onder-
wijs.

— Gezamenlijk optrekken van Onderzoek en
Innovatie richting de topsectoren van het
ministerie van Economische Zaken, Land-
bouw en Innovatie.

Eerste resultaten
PWN profileert zich vanaf het allereerste begin
als een krachtige pleitbezorger voor de disci-
pline wiskunde. Het momentum van de in de
afgelopen jaren bereikte consensus middels
discussies, studies en rapporten is omgezet
in verdere daadkracht. Voor de wiskundigen
in Nederland betekent het ook een aanpas-
sing, het leren omgaan met het hebben van
één landelijke organisatie die hun belangen
behartigt.

Voor alle vijf commissies was een initiéle
agenda opgesteld van taken en aandachts-
punten, welke zeer complex en divers zijn.
In het eerste jaar van het bestaan van PWN
is een planning gemaakt voor het aanpakken
van deze taken, zodat deze uitgevoerd kun-
nen worden: wat zijn de prioriteiten, wanneer
wordt welk punt aangepakt, worden er klei-
nere werkgroepen geformeerd om deze pun-
ten te adresseren, wie krijgt de verantwoorde-
lijkheid hieromtrent, hoe wordt uitvoering ge-
geven aan de bevindingen? Alle commissies
hebben een dergelijke planning afgeleverd en
afgestemd met het bestuur en de directeur.
Vervolgens is begonnen met de uitvoering. Dit
heeft onderandere geleid tot de volgende wa-
penfeiten:

— Deintroductiebijeenkomst op 14 mei werd
druk bezocht, de resultaten van de discus-
sies zijn verwerkt in de plannen van de
commissies.

— Er is een professionele trailer geprodu-
ceerd die ingezet kan worden op middel-
bare scholen: ‘wiskunde is overal’ (be-
schikbaar op de website).

— Er zijn kansrijke ideeén ontwikkeld voor
een efficiéntieslag binnen de wiskundige
publicaties.

— Eris veel meer samenhang en overleg tus-
sen verschillende publicitaire activiteiten
(zo heeft de commissie Publiciteit nauwe
contacten onderhouden met de organisa-
tie van IMO 2011).

— PWN heeft de aanmoedigingsprijzen van
de Koninklijke HMW voor haar rekening ge-
nomen vanaf dit jaar.

— Decommissie Onderzoek heeft aanvragers
in de Vernieuwingsimpuls (vooral Vici) be-
geleid middels oefensessies.

— Er zijn plannen gemaakt voor een ge-
coordineerde inspanning van ‘de wiskun-
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de’ richting de ELI-topsectoren.

— Het Transferpunt Wiskunde en Innovatie is
gestart met haar activiteiten.

— Er is door de commissie Onderwijs ade-
quaat gereageerd op onderwijsnieuws in
de media, onder andere op het in juni ver-
schenen CPB rapport ‘Slecht wiskundeon-
derwijs schaadt economie’.

— Er wordt veel gesproken en in breed (lan-
delijk) verband gediscussieerd over onder-
werpen die tot nog toe onbesproken ble-
ven,

De webpagina www.platformwiskunde.nl
neemtinmiddels een centrale plaats in bij het
functioneren van PWN. Als men eenmaal zijn
weg weet te vinden naar deze bron van infor-
matie en uitwisseling van kennis, dan is com-
municatie met de achterban een stuk eenvou-
diger. Maar ook voor anderen dan onze ach-
terban is de website een belangrijke bron van
informatie.

Volle kracht vooruit

Naast de organisatorische ontwikkeling, wel-
ke vooral van belang was gedurende het eer-
ste jaar, is vooral ook de strategische ontwik-
keling van het Platform Wiskunde Nederland
van uitermate groot belang. Het platform is
absoluut gebaat bij een continue strategische
ontwikkeling, aangezien besluitvorming con-
tinu plaatsvindt en vaak directe actie vergt
teneinde effectief te kunnen zijn. Strategische
ontwikkeling genereert een agenda van be-
langrijke kwesties en mogelijkheden, en geeft
derichtingaan, zoals onderandere is gebeurd
in het slotdocument van het oprichtingsbe-
stuur. Dit zal op een continue wijze gebeuren,
middels geregeld overleg tussen bestuur, di-
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recteur en commissievoorzitters. Het formu-
leren van een strategie is een uitdaging voor
het platform, het omzetten van de gemaak-
te plannen naar de realiteit des te meer. Ver-
anderingen in de manier van werken binnen
wiskundig Nederland kunnen moeizaam ver-
lopen, mede omdat het door het platform be-
reikte resultaat direct afhangt van het suc-
ces van de individuele commissies en disci-
plines binnen de beroepsgroep. Voorbeelden
van mogelijke strategische keuzes zijn wijzi-
gingen in het model van het ‘wiskundige be-
drijf’ (denk maar eens aan kennisvalorisatie
als derde kerntaak van universiteiten, en de
implicaties van het rapport over rekenonder-
wijs op de basisschool) en het betreden van
nieuwe markten voor wiskundigen. Er zal ge-
zocht worden naar andere manieren om de
beroepsgroep te ondersteunen bij hun pro-
fessionele ontwikkeling. Belangrijk hierbij is
te weten waar wiskundigen tegenaan lopen,
en welke veranderingen men zelf voor ogen
heeft. Welke doelen zouden we willen berei-
ken? Deels zijn deze vragen beantwoord in
de onderzoeken die de afgelopen jaren heb-
ben plaatsgevonden, maar de wereld is dy-
namisch van aard (met als lichtend voorbeeld
de recente verschuiving van aandacht naarde
topsectoren van het ministerie van ELI), en we
zullen ons deze vragen voortdurend blijven
stellen, en de strategische ontwikkeling hier-
op baseren. In deze strategische ontwikkeling
worden de wensen en doelen teruggevonden,
samen met een visie en aanpak.

Ook de resultaten van het Deltaplan voor
de béta-studies, uitgevoerd door het Platform
Béta Techniek (PBT) in de afgelopen zes jaar,
zijn van groot belang voor het Platform Wis-
kunde Nederland. PBT heeft vele initiatieven
ontplooid in primair, voortgezet en hoger on-
derwijs, en de resultaten zijn zichtbaar in op
allerlei punten verbeterde cijfers betreffende
de participatie van bétastudies en oplopende
studentenaantallen. Het rapport ‘Zekeringen
voor de toekomst’ van PBT (december 2010)
geeft een overzicht van behaalde resultaten
en formuleert acties voor de toekomst. De
commissie Onderwijs kan hier bij aansluiten,
en de aanbevelingen overnemen ten aanzien
van het wiskundeonderwijs. Ook kan gedacht
worden aan een nauwere samenwerking met
het PBT.

Het is ook van groot belang voor zowel het
platform als voor wiskundig Nederland dat er
een grote mate van betrokkenheid van alle
wiskundigen is bij de activiteiten van PWN.
Nog meer dan voorheen zullen onderzoekers
en leraren betrokken worden bij de plannen
en initiatieven van PWN. Daartoe zal het plat-

form actief deelnemen aan de jaarlijkse bij-
eenkomsten NWD en NMC, en op deze manier
de achterban informeren over ontwikkelingen
binnen de commissies. Middels de website
en nieuwe media zoals Twitter, Facebook en
LinkedIn zal continue discussie en informatie
mogelijk zijn. In dit verband fungeert Twitter
meer als een bron van informatie, terwijl via
speciale LinkedIn-groepen (op te zetten in het
tweede jaar) de discussie uitgelokt zal wor-
den.

In het tweede jaar zal ook meer aandacht
besteed worden aan het ontwikkelen en uit-
werken van nieuwe ideeén binnen alle com-
missies. In het afgelopen jaar is gebleken
dat het lastig is om ‘out-of-the-box’ te den-
ken, derhalve zullen hiervoor nieuwe stimu-
lansen worden gegeven. Er zal veel ruimte
en aandacht gegeven worden hieraan, iedere
commissie zal nadrukkelijk worden gevraagd
nieuwe ideeén aan te dragen. Zulke initiatie-
ven zijn van groot belang voor het welslagen
van de missie van PWN. Ook de blik naar bui-
ten is een belangrijke kwestie voor PWN. In
het eerste jaar is hier al een begin mee ge-
maakt, en dit zal in het tweede jaar alleen
maar uitgebreid worden. Hierbij dient gedacht
teworden aan het opzetten van contacten met
andere platforms en beroepsorganisaties zo-
als IPN, Ngl, NIBI, zowel op het gebied van
het uitwisselen van ervaringen als het samen
optrekken om onze doelen te verwezenlijken.
Ook kijken we nadrukkelijk naar ontwikkelin-
gen in de ons omringende landen:

— Wiskunde-strategiediscussie in Duitsland
(PWN-directeur is mede-auteur van het
rapport ‘Transfer der Mathematik in die An-
wendung’).

— Knowledge Transfer Networks in Engeland,
met name het KTN ‘Mathematics in Indus-
try’ geleid door het Smith Institute.

— Forward Look project ‘Mathematics and In-
dustry’ van de ESF en EMS, hetgeen onder
andere heeft geleid tot een eindrapport
en het boek Success stories Mathematics
in Industry verschenen bij Springer-Verlag
(PWN-directeur is een van de editors).

Financiéle uitdagingen

Naast de inhoudelijke uitdagingen zijn er ook
financiéle uitdagingen. Omdat PWN zich een
permanente positie wil verwerven binnen de
wiskundewereld, is het noodzakelijk dat er
gezorgd wordt voor een blijvende stroom van
financiéle middelen, naast de bijdragen van
de wiskunde-instituten, CWI en NWO. In het
slotdocument werd al een aantal mogelijkhe-
den aangegeven. In het tweede jaar zal hier
extra aandacht aan worden besteed. e
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This graduate level text distinguishes itself from other books on spec-
tral methods by the exclusive treatment of time dependent, in particu-
lar hyperbolic, problems and its focus on the stability analysis for both
semi-discrete and fully discrete cases.

The first chapter introduces spectral methods as infinite order finite
difference schemes. This viewpoint is based on the relation between
the width of a finite difference stencil and its order of convergence.
Chapter 2 summarizes results on the approximation by trigonometric
polynomials of smooth functions, whereas in Chapter 3 these results
are applied to analyse Fourier—Galerkin and Fourier-collocation meth-
ods and their stability: hyperbolic, parabolic, and non-linear problems
are considered. Chapter 4 is on orthogonal polynomials. The Jaco-
bi polynomials are introduced as eigenfunctions of a Sturm-Liouville
problem. The ultraspherical polynomials and the polynomials of Leg-
endre and Chebyshev are treated in detail. In Chapter 5, truncated
expansions in such polynomials of smooth functions and their deriva-
tives are studied, also covering the discrete case, i.e., when quadrature
is used to approximate the coefficients in the expansion. After a short
chapteron polynomial approximation theory, the polynomials are used
in the context of spectral methods in Chapter 7. As before, both in the
Galerkin and the collocation setting, but also as so-called tau-methods.
The discussion of their stability is postponed until Chapter 8.

These first eight chapters could be seen as a complete first course
in spectral methods, covering motivation, derivation, approximation
theory and stability analysis of both Fourier and polynomial spectral
methods. As such, even though the material is, at times, technical of
nature, the book is a pleasant read. The authors have obviously made
an effort in presenting their material carefully. The final chapters of
the book address advanced topics and could form an advanced course
on the subject. Their contents, naturally, reflect the authors’ personal
preferences more than the first part, and are on nonsmooth problems,
computational aspects, and spectral methods on general grids.

The bibliography covers around two hundred items, the index is
sufficient for quick reference, and the many illustrations are clear and
instructive. | recommend this book to anyone interested in a mathe-
matical treatment of the subject. Jan Brandts

Haynes R. Miller, Douglas C. Ravenel
- (edS.)
Elliptic Cohomology
Geometry, Applications, and Higher
S Chromatic Analogues
Cambridge University Press, 2007
=y London Math. Society Lecture Note Ser. 342
P o, 364 p., prijs £53.00
femmm ISBN 9780521700405

Dit zijn min of meer de proceedings van een grote, 13-daagse work-
shop ‘Elliptic Cohomology and Chromatic Phenomena’ die in decem-
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ber 2002 werd gehouden aan het Isaac Newton Institute. Het betreft
hier duidelijk een heel actief gebied van (meetkundig) onderzoek. Het
boek bestaat uit zeventien artikelen, van schrijvende specialisten voor
lezende specialisten. Gelukkig hebben de editors een heel aardig voor-
woord (van vier bladzijden) geschreven, zodat ook de niet-specialist
een beetje een idee kan krijgen van wat hier speelt. Laat mij binnen
de beperkte opzet van deze boekbespreking ook een poging wagen.
Midden vorige eeuw werden karakteristieke klassen (Chern, Pontrya-
gin, Stiefel-Whitney, en dergelijke) ontdekt als efficiente middelen
voor cohomologische berekeningen in de meetkunde. Een hoogtepunt
daarbij is de Stelling van Riemann—Roch in de formulering en alge-
meenheid die Hirzebruch en Grothendieck daaraan gegeven hebben.
Efficiéntie wordt bereikt door de karakteristieke klassen van een co-
homologietheorie onder te brengen in een voortbrengende reeks die
men het geslacht (genus) noemt. Een beroemde fundamentele stelling
van Quillen zegt dat de ingewikkeld ogende algebraische relaties tus-
sen karakteristieke klassen via dat geslacht neerkomen op de structuur
van een eendimensionale commutatieve formele groepwet (afgekort:
1-CFGL). Voor de gewone cohomologie, de K-theorie en de cobordis-
mentheorie zijn dat respectievelijk de additieve, de multiplicatieve en
de universele 1-CFGL. Tot zover de jaren 50 en 60, waarin dus aan een
bekende cohomologietheorie een 1-CFGL werd gekoppeld. Daarna lag
het voor de hand om te vragen naar een omkering: construeer uit een
bekende 1-CFGL een cohomologietheorie. Het nieuwe succesnummer
uit de jaren ’80o was de elliptische cohomologie uitgaande van de 1-
CFGLvan Jacobi’s familie van elliptische krommen 2 = 1-28x2+ex*.
Dat was een puur algebraische exercitie en men vraagt zich af welke
meetkundige objecten voor elliptische cohomologie de rol vervullen
van de vectorbundels in de K-theorie. Toen begonnen ook fysici (met
name Witten) mee te spelen. In het boek zoekt Segal een antwoord
op deze vraag (die overigens nog steeds niet bevredigend beantwoord
schijnt) in de Conformal Field Theory en Mason in de Rational Vertex
Operator Algebras. Greenlees zoekt naar generalisaties waarin de (in-
finitesimale) 1-CFGL vervangen wordt door een (globale) algebraische
groep. Ravenel wil de elliptische krommen vervangen door factoren
van grotere hoogte in Jacobianen van krommen (in karakteristiek p),
terwijl Devoto K3-oppervlakken wil gebruiken. Morava droomt van de
machtreeksontwikkeling van T'(1 + z)~! als een geslacht waarmee iets
motivisch te doen valt. De fysica wordt in dit boek vertegenwoordigd
door het artikel ‘The M-theory 3-form and Eg gauge theory’ van Di-
aconescu, Moore en Freed. Laat me tot slot ook nog de ‘Brave New
Algebraic Geometry’ van Toén en Vezzosi noemen. Jan Stienstra

Henri Poincaré

Translated by John Stillwell

Papers on Topology

Analysis Situs and its Five Supple-
ments

AMS en London Mathematical Society, 2010
History of Mathematics vol. 37

228 p., prijs $59.00

ISBN 9780821852347

De schrijfstijl van Henri Poincaré roept soms weerstanden op, de-
ze staat immers diametraal tegenover de definitie-stelling-bewijs-stijl.
Wat critici soms vergeten is dat Poincaré zich niet bezig hield met de
gebaande paden, de bekende museumwiskunde, maar totaal nieuwe
terreinen bedacht en ontwikkelde. De Analysis Situs is daar een dui-
delijk voorbeeld van. Tot en met de negentiende eeuw was er in de

topologie het begrip Euler-karakteristiek voor veelvlakken en later de
getallen die Betti invoerde voor gesloten oppervlakken in R", bijvoor-
beeld ter onderscheid van boloppervlak en torus. Daar hield het op.
Toch had Leibniz in de achttiende eeuw al gevraagd om een ‘analysis
situs’, een beschrijving van wat er aan algemene kenmerken bestaat
van de vele meetkundige structuren die je kunt bedenken.

De artikelen van Poincarg, vertaald uit het Frans in het Engels door
John Stillwell, bestaan uit een groot artikel (121 pagina’s in de Journal
de ’Ecole Polytechnique), geschreven in 1895, en vijf supplementen,
die in de jaren daarna volgden en waarin hij gedachten en correcties
beschreef waar hij later opkwam. Het is eigenlijk een groot discours
met de lezers, een hoeveelheid redeneringen waarbij gaandeweg een
vakgebied wordt ontwikkeld. Niet voor niets is zijn meest gebruikte
uitdrukking midden in een artikel ‘ce n’est pas tout’. Typerend is dat
hij het in zijn eerste artikelen vanzelfsprekend vond dat een enkelvou-
dig, samenhangend, compact oppervlak in willekeurige dimensie altijd
continu kan worden gedeformeerd naar een boloppervlak. In de loop
der jaren gaat hij dat als probleem zien. Pas in het laatste supplement
wordt dit een vermoeden, in het bijzonder dat een driedimensionaal
enkelvoudig, samenhangend, compact oppervlak continu kan worden
gedeformeerd naar S3 (het Poincaré-vermoeden). Pas in 2002-2003
zal Perelman bewijzen dat het vermoeden juist is, voor hogere dimen-
sies was dat iets eerder gedaan.

Zoals in de analytische meetkunde, begon Poincaré eerst met het
beschrijven van oppervlakken door middel van algebraische vergelij-
kingen. Een nieuwe constructie was het overdekken van een oppervlak
door een verzameling simplices, dat gaf een verband met de Euler-
karakteristiek zodat je deze ook aan een glad oppervlak kon toeken-
nen. De eigenschappen van gesloten krommen en deeloppervlakken
worden bij zo’n simplexbeschrijving behouden. Andere nieuwe con-
cepten zijn geinspireerd door de algebra, de begrippen fundamentaal-
groep en homologie.

Stillwell geeft een korte inleiding op Poincarés werk en de topologie
in het algemeen. Goed leesbaar, maar niet zo duidelijk, vooral niet bij
de behandeling van de Betti-getallen. Het lijkt me dat een heldere inlei-
ding plus commentaar nuttiger was geweest. Zijn vertaling lijkt een ad-
equate weergave van Poincarés teksten; het is goed dat de Analysis Si-
tus-artikelen nu ook in het Engels beschikbaar zijn. Ferdinand Verhulst

David Mumford, Agnés Desolneux
Pattern Theory

The Stochastic Analysis of Real-World
Signals

AK Peters/CRC Press, 2010

375 p., prijs £49.99

ISBN 9781568815794

Farmerin | By

Patroontheorie richt zich op het ontwikkelen van rijke, generatieve,
statistische modellen voor realistische, vaak complexe signalen zoals
beelden, teksten, video’s en spraaksignalen. Dergelijke modellen kun-
nen bijvoorbeeld worden aangewend om zogenaamde classificatie- en
detectietaken op een geautomatiseerde wijze uit te voeren. Denk daar-
bij aan de transcriptie van spraak naar tekst, de detectie van laesies in
computertomografische beelden of het automatisch categoriseren van
de verzameling krantenberichten van deze dag. Patroonherkenning,
en aanverwante disciplines, richt zich op dezelfde soort problemen,
maar waar deze takken der wetenschap methoden ontwikkelen en be-
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studeren die direct tot een oplossing trachten te komen, daar focust
de patroontheorie zich met name op een dieper begrip en een betere
beschrijving van de signalen op zich. De complexiteit van de meest
algemene generatieve modellen die de patroontheorie, in principe,
probeert te verwezenlijken, is natuurlijk immens. Het is bijvoorbeeld
moeilijk voor te stellen dat een computer in staat zou zijn alvast wat
mogelijke kiekjes van uw aanstaande vakantie te genereren. Er is ech-
ter een geweldige vooruitgang geboekt in de afgelopen jaren en voor
simpelere signalen, zoals geschreven teksten, simpele muzikale stuk-
ken en schetsmatige beelden, zijn al enkele modellen beschikbaar.
Het boek Pattern Theory van David Mumford en Agnés Desolneaux
bespreekt dergelijke signaalmodellen. Het richt zich daarbij met na-
me op de modellering en de wiskundige theorieén en methoden die
daar aan te pas komen. Het werk is daarmee uitermate geschikt voor
de onderzoeker die zich de hoofdbestanddelen van de patroontheo-
rie eigen wil maken en een indruk wil krijgen van wat het vakgebied
te bieden heeft, zowel wat theorie als toepassingen betreft. Wat voor-
al zeer aanspreekt, zijn de secties waarin basistechnieken behandeld
worden. Enkele onderwerpen die aan bod komen, zijn entropie en infor-
matie, Fourier-analyse, Lie-groepen en -algebra’s en Gaussische maten
op functieruimten. Hoofdstuk o van het boek geeft een prima uiteen-
zetting van wat de patroontheorie behelst, maar in de overige tekst
mis ik nogal eens de terugkoppeling hiernaar. Dit zou een duidelij-
ke meerwaarde van het boek boven losse tijdschriftartikelen hebben
opgeleverd en tevens de boodschap die de auteurs willen uitdragen
ten goede zijn gekomen. De breedte aan onderwerpen zorgt er ech-
ter voor dat het boek sowieso interessant is voor wetenschappers uit
aanpalende disciplines, zoals beeldverwerkers en patroonherkenners,
die hierin wellicht de inspiratie vinden bepaalde problemen op mathe-
matische wijze te benaderen. Maar het boek is natuurlijk voornamelijk
verplicht leesvoer voor elke wiskundige die zich aan het modelleren
van complexe en realistische signalen wil wagen, ontvanger van de
Fieldsmedaille of niet. Marco Loog

Frangois Bergeron

Algebraic Combinatorics and Coin-
variant Spaces

AK Peters/CRC Press, 2009

230 p., prijs £37.99

ISBN 9781568813240
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Een eerste blik op het boek maakt duidelijk dat het beoogt aantrekke-
lijk te zijn voor een breed publiek: een handzaam formaat, glanzend
papier, volop illustraties in kleur en een luchtige opmaak met fraaie
formules; op de omslag een selectie van illustraties waarvan één zelfs
perspectivisch vervormd is.

De thematiek valt grotendeels uiteen volgens de twee delen van
de titel, waarbij voor de algebraische combinatoriek zo’n tweederde
van de ruim tweehonderd bladzijden is ingeruimd. Hoewel het ver-
klaarde doel van het boek is een introductie te geven tot de theorie
van co-invarianten, is de gelegenheid aangegrepen om een zeer ruime
bloemlezing te geven van onderwerpen uit de algebraische combina-
toriek. Zo treft men onder andere telproblemen (partities, g-binomiaal
coéfficiénten), Young diagrammen en tableaus en operaties daarop,
symmetrische functies en invariantentheorie voor Coxeter-groepen,
plethysme, Schur-polynomen, quasisymmetrische functies, represen-

tatietheorie van symmetrische groepen, Joyals theorie van ‘species’,
en elementaire theorie van Grébner-bases. Deze onderwerpen zijn lang
niet altijd noodzakelijk voor het vervolg, en de uiteenzetting is in het
algemeen luchtig, al is bij het naderen van hoofdstuk 8 ‘Coinvariant
Spaces’ een duidelijke concentratie op nuttige resultaten, een rarefac-
tie van illustraties en een scherpe versnelling van de pas merkbaar.

Jammer genoeg is de presentatie van het eerste deel ronduit slor-
dig. Het stelselmatig verwarren van links- en rechts-actie in formules,
wat al op de tweede bladzijde begint (permutatiematrices) is nog over-
komelijk. Dat diagrammen en tableaus worden ingevoerd met een te
grote algemeenheid voor de geldigheid van hun basiseigenschappen
is storend voor wie weet hoe het wel moet, en bedrieglijk voor wie dat
niet weet. De behandeling van onderwerpen als ‘charge’ en plethysme
is door fouten en ontbreken van context volkomen ondoorgrondelijk.
Voor meer dan een informele kennismaking met diverse onderwerpen
is de tekst ongeschikt.

In de laatste vier hoofdstukken, over co-invarianten en Macdonald-
functies, is de auteur merkbaarzeerthuis, maar neemt hijonvoldoende
de moeite om deze onderwerpen begrijpelijk uiteen te zetten voor de
lezer die dat niet is, zoals de beoogde ‘graduate student’. Feitelijk durf
ik de bewering aan dat door gebrek aan precisie en details de tekst
zonder het raadplegen van andere bronnen onmogelijk te volgen is.

Samenvattend, ik kan dit boek niet anders dan als een teleur-
stellend resultaat beschouwen van een lofwaardige intentie om een
aantal interessante onderwerpen aan een ruim publiek te presente-
ren. Marc van Leeuwen

Sylvie Benzoni-Gavage, Denis Serre
Multi-dimensional Hyperbolic
Partial Differential Equations
First-order Systems and Applications
Oxford University Press, 2007

508 p., prijs £77.00

ISBN 9780199211234

Partiéle differentiaalvergelijkingen en in het bijzonder meerdimensi-
onale stelsels van eerste orde behoudswetten komen vaak voor als
‘real life’-modellen. Daarom staat hun rigoureuze onderzoek centraal
in het werk van vele wiskundigen in de voorbije eeuw. Toch zijn meer-
dimensionale stelsels nog steeds niet voldoende begrepen. Gefocust
op bepaalde problemen waar analytische benaderingen met succes
kunnen worden toegepast, stelt dit boek deze technieken in een brede
en algemene manier voor, met een geleidelijk toenemend niveau van
moeilijkheid.

Het boek bevat vier delen en een aanhangsel. Het eerste deel is
gewijd aan lineaire Cauchyproblemen. Het begint met vergelijkingen
met constante coéfficiénten, en stelt definities voor die later wor-
den gebruikt. Daarna worden lineaire Cauchyproblemen met veran-
derlijke coéfficiénten beschouwd. Hier passen de auteurs de pseudo-
en paradifferentiaalcalculus toe om de ‘symmetrizers’-techniek te be-
handelen. Het tweede deel gaat verder met begin- en randwaarde-
problemen (IBVPn). Het begint met symmetrische dissipatieve IBVPn,
evenals problemen met constante coéfficiénten in een half-oneindig
gebied, gebruikmakend van de Kreiss-symmetrizers en de Lopatinski-
conditie. Daarna wordt de welgesteldheid van IBVPn met veranderlijke
coéfficiénten onderzocht met behulp van pseudo- en paradifferentiaal-
calculus.
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In het derde deel wordt de welgesteldheid voor niet-lineaire pro-
blemen bestudeerd. De resultaten hier gelden voor korte tijd. Dit deel
begint met een herziening voor Cauchyproblemen voor quasi-lineaire
stelsels en de welgesteldheid wordt meestal voor Sobolev-ruimtes van
hoge index gegeven, dus voor klassieke oplossingen. Dit hoofdstuk
is ook voorbereidend voor het geval van stuksgewijs gladde oplos-
singen. Vervolgens worden IBVPn voor quasi-lineaire stelsels, gevolgd
door meerdimensionale schokken en hun persistentie bestudeerd. Het
vierde deel is gewijd aan gasdynamica, maar in de context van een
algemene drukwet. Het bespreekt sommige grondbegrippen over hy-
perboliciteit en symmetriseerbaarheid, als ook randvoorwaarden. Dit
deel wordt beéindigd met schokgolven in reéle vloeistoffen, waar de
Kreiss—Lopatinski-conditie wordt toegepast.

Het aanhangsel is heel breed en bevat belangrijke resultaten op
het gebied van calculus, Laplace- en Fourier-transformaties, en van
pseudo- en paradifferentiaalcalculus. Ten slotte volgen een uitgebreide
bibliografie en een index.

Het boek is veelomvattend en opzichzelfstaand. Het is het resultaat
van enkele colleges op graduate-niveau gegeven door de auteurs, die
experts in het gebied zijn. Onderzoekers met belangstelling in hyper-
bolische vergelijkingen en samendrukbare vioeistoffen zullen dit boek

heel interessant en leerzaam vinden. Sorin Pop
Harold G. Diamond, H. Halberstam
A Higher-Dimensional Sieve Method
im With Procedures for Computing Sieve
nw Functions (by William F. Galway)
S Cambridge University Press, 2008
w"_'._:._.:'.":l:':'__ Cambridge Tracts in Mathematics 177
266 p., prijs £57.00
ISBN 9780521894876

Zij P een eindige verzameling van priemgetallen en A een eindige
verzameling van natuurlijke getallen. Met S(A, P) geven we de cardina-
liteit aan van de verzameling van de elementen van A die niet deel-
baar zijn door enig priemgetal uit P. De centrale vraag bij de studie
van zeefmethoden is om een zo goed mogelijke schatting voor S(A4, P)
te vinden. Zij P := [[,cpp. Er geldt dan de Eratosthenes—Legendre-
formule: S(A, P) = X 41p u(d)| A4, waarbij u(-) de Mébius-functie is en
Aij={ae A:d|a}.

Kiezen we voor P de verzameling van priemgetallen < x!/2 en
A={n € N:n < x}, dan geldt |A4] = [x/d]| en SA,P) =
(x) — m(x/2) + 1 = 3 4p u(d] x/d], de bekende formule voor het
tellen van de priemgetallen, afgeleid uit de beroemde zeef van Era-
tosthenes. Helaas blijkt deze formule, voor zover we weten, niet ge-
schikt om redelijke schattingen voor S(A, P) mee te vinden. De studie
van zeefmethoden is er op gericht om genoemde formule zo aan te
passen dat wel redelijke (boven- en onder-) schattingen voor S(A, P)
kunnen worden afgeleid.

Na Eratosthenes zijn er talrijke betere zeefmethoden bedacht: Brun,
Buchstab, Rosser, Selberg, Ankeni, Onishi, lwaniec, Jurkat en Richert
hebben hierin een belangrijke rol gespeeld. Dit boek is een research
monograph waarin een nieuwe zeefmethode wordt gepresenteerd. Het
begrip ‘dimensie’ in de titelvan het boek heeft te maken met het gemid-
delde aantal restklassen dat voor ieder priemgetal uit P wordt wegge-
zeefd uit A. Bij de Zeefvan Eratosthenes is dat 1 omdat alle veelvouden
van p worden geélimineerd. Bij het zoeken naar priemtweelingen kiest
men voor A de verzameling van getallen van de vorm n(n+2) en zeven

we die producten n(n + 2) uit waarvan minstens één van n en n + 2
door p deelbaaris. We elimineren dus de restklassen 0 en —2 mod p,
zodat de dimensie hier 2 is. Van zeefmethoden van dimensie 1 is veel
meer bekend dan van hogerdimensionale zeefmethoden.

Het centrale resultaat van dit boek is een uitbreiding van een stelling
van Jurkat en Richert naardimensies hogerdan 1 en deintroductie daar-
mee van een nieuwe zeefmethode. Zeefmethoden geven aanleiding tot
gecompliceerde sommen waarvan een schatting moet worden gegeven
en het blijkt dat deze sommen benaderd kunnen worden doorde oplos-
singen van bepaalde differentie-differentiaalvergelijkingen. Het twee-
de deel van dit boek is gewijd aan een analytische studie van deze ver-
gelijkingen. In een appendix wordt de numerieke oplossing van deze
vergelijkingen met behulp van Mathematica behandeld. Het resulte-
rende Mathematica-pakket kan worden gedownload vanaf de website
van het boek: www.math.uiuc.edu/SieveTheoryBook. Herman te Riele

Jack Koolen, Jin Ho Kwak, Ming-Yao Xu

(eds.)
— Applications of Group Theory to Com-
ST binatorics

CRC Press, 2008
188 p., prijs £99.00
ISBN 9780415471848

The book contains eleven survey papers which are based on invited
lectures given at the 2007 ‘Com>MaC International Workshop on Appli-
cations of Group Theory to Combinatorics’, which was held at Pohang
University of Science and Technology, July 9—12, 2007, under the spon-
sorship of the Combinatorial and Computational Mathematics Center.

The aim of the meeting was to bring experts from combinatorics, group

theory and combinatorial topology together to stimulate the research

and interaction between these areas.

The papers cover topics from a large and diverse spectrum. Besides
two purely group theoretic papers, on triangle groups and separability
properties of groups, the topics of the papers can be grouped roughly
into the following two categories:

— Applications to combinatorial topology: regular maps and embed-
dings, coverings, genus parameters, Belyi functions, Hurwitz prob-
lems.

— Applications to graph theory and design theory: Cayley digraphs,
the coverings, decompositions and factorizations of graphs, transi-
tive graphs and designs.

Each paper gives an overview of the current state-of-the-art of the
given subject and is aimed at researchers and graduate students who
use combinatorics and group theory. John van Bon
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Sharon Bertsch McGrayne

The Theory that Would Not Die

How Bayes’ Rule Cracked the Enig-
ma Code, Hunted Down Russian Sub-
marines, and Emerged Triumphant
from Two Centuries of Controversy
Yale University Press, 2011

ISBN 9780300169690
yalepress.yale.edu/book.asp?isbn=
9780300169690

Persi Diaconis, Ron Graham
Magical Mathematics
Princeton University Press, 2011
ISBN 9780691151649
press.princeton.edu/titles/9510.html

Michéle Audin

Remembering Sofya Kovalevskaya
Springer, 2011

ISBN 9780857299284
www.springer.com/978-1-4614-0310-4

Carlos A.S. Oliveira, Panos M Pardalos
Mathematical Aspects of Network
Routing Optimization

Springer, 2011

ISBN 9781461403104
www.springer.com/978-1-4614-0310-4

Roland van der Veen, Jan van de Craats
De Riemann-hypothese

Een miljoenenprobleem

Epsilon Uitgaven, 2011

ISBN 9789050411264
www.epsilon-uitgaven.nl/E69.php
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Gunter Malle, Donna Testerman
Linear Algebraic Groups and Finite
Groups of Lie Type

Cambridge University Press, 2011

ISBN 9781107008540
www.cambridge.org/knowledge/isbn
/item6432954

Elias M. Stein, Rami Shakarchi
Functional Analysis

Introduction to Further Topics in Anal-
ysis

Princeton University Press, 2011

ISBN 9780691113876
press.princeton.edu/titles/9627.html

Johannes Ueberberg

Foundations of Incidence Geometry
Springer, 2011

ISBN 9783642209710
www.springer.com/978-3-642-20971-0

T. Lery et al. (eds.)

European Success Stories in Industri-
al Mathematics

Springer, 2011

ISBN 9783642238475
www.springer.com/978-3-642-23847-5

Jeremy Kepner, John Gilbert (eds.)

Graph Algorithms in the Language of
Linear Algebra

Siam, 2011

ISBN 9780898719901
www.ec-securehost.com/SIAM/SE22.html
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This Problem Section is open to everyone; everybody is encouraged to send in solutions and
propose problems. Group contributions are welcome.

For each problem, the most elegant correct solution will be rewarded with a book token worth 20
Euro. At times there will be a Star Problem, to which the proposer does not know any solution.
For the first correct solution sent in within one year there is a prize of 100 Euro.

When proposing a problem, please either include a complete solution or indicate that it is
intended as a Star Problem. Electronic submissions of problems and solutions are preferred
(problems@nieuwarchief.nl).

The deadline for solutions to the problems in this edition is March 1st, 2011.

Problem A (folklore)

Let T be a finite undirected graph (without loops or multiple edges). Denote the set of vertices
by V. Assume that there are a function f: V — Z and a positive integer n such that

D> (fw) = faw)| =2n,

w

where v runs over all the vertices of I and w over all the neighbours of v. Show that there are
an m < n and a collection of m edges such that the graph obtained from I' by removing those
edges is not connected.

Problem B (folklore)

Let € be a positive real number. Show that there is a finite group G that is not a 2-group, but in
which the proportion of elements that have 2-power order is at least 1 — €.

Problem C (proposed by Hendrik Lenstra)

Let B be a commutative ring and A a subring of B. Assume that the additive group of A has
finite index in B. Show that the unit group of A has finite index in the unit group of B.

Edition 2011-2 We have received correct solutions from Pieter de Groen (Brussel), Alex Heinis
(Hoofddorp), Wim Hesselink (Groningen), Alexandervan Hoorn (Abcoude), Thijmen Krebs (Noot-
dorp), Tejaswi Navilarekallu (Amsterdam), Michiel Smid (Ottawa), Rob van der Waall (Huizen)
and Martijn Weterings (Wageningen).

Problem 2011-2/A Let S be an open subset of R.( that contains arbitrarily small elements.
Prove that every positive real number can be written as a sum of finitely many elements of S.

Solution We have received solutions from Pieter de Groen, Alex Heinis, Wim Hesselink, Alexan-
der van Hoorn, Thijmen Krebs, Tejaswi Navilarekallu, Michiel Smid and Martijn Weterings. The
book token goes to Wim Hesselink.

Let x be a positive real number. By assumption there exist ¥ < x and 0 < € < x — y such
that the open interval (y — €,y + €) is contained in S. Also choose z € S with z < 2¢. Then
the interval (x — y — €,x — » + €) contains a multiple nz of z, with n > 0 an integer. Now
w=x-nzliesin(y —¢,y+¢€) C Sand x =w +nzis a finite sum of elements of S.

Problem 2011-2/B Let n be a positive integer. Show that every sequence of n elements
of {0,...,9} occurs as a sequence of consecutive digits in the last 2n digits of the decimal
representation of some power of 2. Also, determine all x € R for which the statement still
holds if we replace 2n by [an].
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Solution We have received solutions from Alex Heinis, Tijmen Krebs and Tejaswi Navilarekallu.
The book token goes to Alex Heinis. The following is partly based on the solution of Tejaswi
Navilarekallu.

Note that for every positive integer n, 2 is a primitive root mod 5". We will use this fact later on.
We prove that the statement holds if and only if &« > lf’fglso. First note that for ¢ < 1, the
statement cannot hold, as [an] < n for sufficiently large n.
So suppose 1 < & < 210, Note that there are at most 4 - 5/*"1=! residue classes modulo
5fenl that are residues of powers of 2. Also note that modulo 2/*"1, there are [an] residue
classes that are residues of powers of 2, and that for k > [an], we have 2k = 0 (mod 27%n1),
Hence, by the Chinese remainder theorem, there are at most A,, = 4 - 5/%n1-1 4 [an] residue
classes modulo 10/*"1 that are residues of powers of 2.

Each of these A, residue classes gives rise to at most [axn] —n + 1 sequences of n digits in the
last [ xn] digits of a power of 2. So if we can show that there exists an n with ([an]-n+1)A, <
10™, then we are done. To this end, note that the left-hand side can be bounded from above by
a constant multiple of n5%™. Since 5% < 10, for any ¢ € R, we have for sufficiently large n
that cn5%" < 10", Hence also (Jan| — n + 1)A, < 10" for sufficiently large n.

Now suppose & > lfogglso. Let n > 1 be an integer. Suppose ao,...,an-1 € {0,1,...,9} and
set A = 2’,2;01 10*ay. Note that for v = [an] — n, we have 2"*" < 10". Therefore, there is a
multiple Y of 2" with A- 10" <Y < (A+1)-10". So let s < » be the smallest positive integer
for which there exists a multiple Y of 2" with A - 105 <Y < (A+1) - 105,

If Y were divisible by 10, then it would follow that s > 2, as there are no multiples of 10 between
10A and 10(A + 1). Then A - 10571 < % <(A+1)-10°1, and % is divisible by 2m+s-1,
contradicting the minimality of s. Hence Y is coprime to 5. Since 2 is a primitive root mod
57, it follows that there exists a t = n + s with 2f = Y (mod 5"*%). We also have2i =0 =Y
(mod 2"*5), so by the Chinese remainder theorem, it follows that 2! = Y (mod 10"™*). In other
words, the last n + s digits of 2! are the same as those of Y. In particular, 2¢ contains A as a

sequence of digits in its last [an] digits.

Problem 2011-2/C Let p be a prime number. Determine the smallest integer d for which there
is a monic polynomial f of degree d with integer coefficients such that p?+*! divides f(n) for all
integers n.

Solution We have received solutions from Pieter de Groen, Alex Heinis, Thijmen Krebs, Tejaswi
Navilarekallu, Michiel Smid, Rob van der Waall and Martijn Weterings. The book token goes to
Tejaswi Navilarekallu, whose solution was as follows.

We claim that the smallest degree is p?2.

For a polynomial f(X) € Z[X] we denote by fU the polynomial f(X + 1) — f(X) and by fi™
the polynomial obtained by repeating this operation m times. Now assume that f is monic of
degree d, and that pP*! divides f(n) for all nn. Then also p¥*! divides f@(n) for all n. But we
have f“@(X) = d!, so we conclude that p?*! divides d! and hence that d is at least p2.

To see that the minimal degree is exactly p?, it suffices to observe that the polynomial

FX)=(X-1)(X-2)---(X-p?)

satisfies the required condition.



