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Op het omslag

Een rotor draait rond een vaste as en ondervindt
hierbij weerstand, onder meer van de lucht. Al in
1924 werd ontdekt dat rotorsystemen eerderinsta-
biel worden met wrijving dan zonder; dit heeft te
maken met Whitney’s paraplu-singulariteit van het
stabiliteitsgebied. Lees het artikel van Ferdinand
Verhulst en Oleg Kirillov op pagina 250.
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Stoute wiskundigen
doen niet aan PR

Elke keer als ik een nummer van het NAW doorblader, valt me
op hoeveel opwindende dingen er in de wiskunde gebeuren. Zo
wordt in dit nummer een stelling besproken over wiskunde en de-
terminisme in verband met de vrije wil, ook blijken golven onder
water allerlei verrassingen op te leveren. In het septembernum-
mer ging het over de begaafde maar ook gekwelde Grothendieck,
daarnaast het heikele onderwerp van peer review gekoppeld aan
citatie-analyse. Bij discussie over dat laatste onderwerp krijg je al
snel grimmige gezichten: “Citatie-analyse, publicaties tellen, dat
heeft toch geen zin voor wiskundigen!” Daar valt wel een kant-
tekening bij te maken. Het heeft zin om met citaties na te gaan
of bepaalde onderwerpen een belangrijke rol spelen in het inter-
nationale wetenschappelijke discours. Ook kun je zo iets zeggen
overde rol en invloed van bepaalde wetenschapsteams, maarin-
derdaad, wat betreft individuen moet je zeer terughoudend zijn
met uitspraken gebaseerd op citatie-analyse. Toevallig wordt in
dit nummer verteld hoe Bottema in 1956 een excellent artikel
schreef, belangrijk voor lineaire algebra, meetkunde en mecha-
nica. MathSciNet en GoogleScholar geven geen enkele citatie van
dit artikel voor de periode 1956-2008 (ondertussen is er een ken-
nelijk niet-geregistreerde citatie ontdekt in een AMS publicatie
van 1985), het artikel werd gewoon niet opgepikt. Liepen de stijl
en de methode te ver vooruit in de tijd? Nee, absoluut niet, de
wetenschappers die er hun voordeel mee hadden kunnen doen,
hebben het gewoon niet gezien.

Bottema was een stout wiskundige in de middeleeuwse be-
tekenis van het woord: ondernemend en voor geen kleintje ver-
vaard. Ik herinner me dat een tijd geleden een topbestuurder
van de UU de plaatselijke wiskundigen ook stout vond, maar
dan in de moderne betekenis van het woord: “Ze laten te weinig
studenten afstuderen en ze maken te weinig reclame voor hun
vak”, zei hij me eens. Nu, het eerste was een bestuurlijk ver-
plicht nummer, maar het tweede was wel waar. Het is in deze tijd
van hypes en wisselende geldstromen belangrijk om spannende
verhalen te vertellen. Biologen hebben het al vroeg geleerd en
sterrenkundigen zijn er meesters in. De maatschappelijke inte-
resse in een vak, het aantal studenten dat ervoor kiest en de

geldstroom richting wiskunde hangen voor een belangrijk deel
samen met die verhalen. Helaas zijn er maar weinig wiskundigen
goed in dat verhalen vertellen en moeten we het vaak van we-
tenschapsjournalisten hebben. Opmerkelijk genoeg helpen ook
fysici en ingenieurs ons daarbij; de citatie-analyse zegt daar iets
interessants over. Je kunt de citaties vergelijken van MathSciNet,
dat alleen naar de belangrijkste wiskundetijdschriften kijkt, met
die van GoogleScholar, dat veel breder de publicaties volgt maar
wat minder zorgvuldig telt. Als we kijken naar de citatiescore
sinds 2000 van actieve toegepast wiskundigen dan worden die
in GoogleScholar vele malen meer geciteerd dan in MathSciNet.

Is dat niet opmerkelijk? Het gaat hier om wiskunde-artikelen
die verre van populair geschreven zijn, maar buiten de wiskun-
de, bij biologen, fysici en ingenieurs, kennelijk van grote waarde
worden geacht en veel gebruikt worden, zelfs beduidend veel
meer dan binnen de wiskunde. Dat is in elk geval een expliciete
maatschappelijke betekenis al staat het nog wel ver af van span-
nende verhalen voor het grote publiek. Is MathSciNet een goede
bron voor peer review? Misschien. Voor de (ruwweg) helft van de
wiskundigen die zich met toepassingen en methoden bezighou-
den geeft MathSciNet een eenzijdige indruk en heeft voor citaties
weinig te betekenen.

Om nu weer terug te komen op het NAW: een belangrijke ru-
briek is ‘onderzoek’, waarin een overzicht kan worden gegeven
van recente ontwikkelingen in een bepaald deel van de wiskun-
de, maar dan geschreven voor een wat groter publiek dan directe
vakgenoten. Op zijn beurt zou deze rubriek dan weer aanleiding
kunnen zijn voor verhalen naar buiten toe, meer dan nu het geval
is. Dan moet die rubriek echter wel gevuld worden. Ideeén voor
het schrijven van artikelen zijn bij de hoofdredactie zeer wel-
kom. Vooral op het gebied van wat de zuivere wiskunde wordt
genoemd zijn er te weinig overzichtsartikelen, stoute wiskundi-
gen doen nu eenmaal niet aan PR. Het is voor ons allemaal van
groot belang dat daar verandering in komt. o

Ferdinand Verhulst, hoofdredacteur
Mathematisch Instituut, Universiteit Utrecht
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Agenda

| Upcoming Events

Gelieve gegevens voor deze agenda door te geven aan
onderstaand adres.

Please submit items for this calendar to the following
address.

Nieuw Archief voor Wiskunde,

Mathematisch Instituut, Universiteit Leiden,
Postbus 9512, 2300 RA Leiden.

Email: naw@math.leidenuniv.nl

december 2009

15 december 2009

[] wiskunde als kunst

Met hallucinerende computeranimaties laat Hen-
drik Lenstra in Spinoza te Paard zien welke wis-
kundige trucs Escher toepaste in zijn kunstwerken
plaats Paard van Troje, Den Haag

info www.nwo.nl/nwohome.nsf/pages/
NWOA_7UTCQC

7 — 11 december 2009

[] New directions in Dynamical Systems
Workshop over verschillende actieve onderzoeks-
gebieden binnen dynamische systemen

plaats Lorentz Center, Leiden

info  www.lorentzcenter.nl/Ic/web/2009/363/in-
fo.php3?wsid=363

januari 2010

8 december 2009

[ Parallel, groen en snel

Oratie van Rob Bisseling

plaats Aula Academiegebouw, Utrecht
info www.math.uu.nl

8 januari 2010

[] Onderzoek naar informeel leren van Béta en
Techniek

Wintersymposium en tevens de startbijeenkomst
van de themagroep Béta en Techniek van de Vere-
niging voor Onderwijs Research

plaats FNWI-gebouw, UvA, Amsterdam

info www.examiner.phys.tue.nl/BenT

10 december 2009

(] Van Hiele middag

Symposium ter ere van de goste verjaardag van
Van Hiele

plaats Drienenburght, Universiteit Twente

info http://www.utwente.nl/elan/nieuws

12 — 14 januari 2010

[] Lunteren Conferentie Mathematische Beslis-
kunde

35ste editie, georganiseerd door het LNMB. Met
een speciale sessie ter gelegenheid van het eme-
ritaat van Lodewijk Kallenberg

plaats Conferentiecentrum De Werelt, Lunteren
info www.lnmb.nl/conferences/lunterenzo10

10 december 2009

L] Rekenproblemen herkennen, analyseren en
oplossen

Cursus van het Freudenthal Instituut

plaats Freudenthal Instituut, Utrecht

info http://www.fi.uu.nl

13 januari 2010

[] Netwerkdag voor codrdinatoren rekenen
Netwerkdag voor codrdinatoren rekenen in het ba-
sisonderwijs. De volgende netwerkdag is op 7 april
plaats Freudenthal Instituut, Utrecht

info www.coordinatorenbasisonderwijs.nl/mam-
bo

14 — 18 december 2009

0] Dynamic Random Environments

Workshop over dynamische stochastische omge-
vingen

plaats Eurandom, Eindhoven

info  www.eurandom.tue.nl/events/workshops/-
2009/DynamicRandomEnvironments

16 januari 2010

[ Blik op Oneindig

Wintersymposium van het KWG met sprekers
Klaas Pieter Hart, Bart de Smit en Dap Hartmann
plaats Academiegebouw, UU, Utrecht

info www.wiskgenoot.nl

15 december 2009

[] Studiedag voor wiskundeleraren

Studiedag van het Opleidingsinstituut Natuurwe-
tenschappen en Technologie van de Rijksuniver-
siteit Groningen. Thema: Wiskunde, interessanter
als je denkt!

plaats Bernoulliborg, Nijenborg 9, Groningen
info www.rug.nl/wiskunde

18 — 20 januari 2010

[J gth Winter school on Mathematical Finance
Jaarlijkse winterschool over financiéle wiskunde
met ditjaarals speciaal onderwerp ‘Numerical me-
thods and illiquid markets’

plaats CongresHotel de Werelt, Lunteren

info staff.science.uva.nl/ spreij/stieltjes/winter-
school.html
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20 — 22 januari 2010

[] 28ste Panamaconferentie

Jaarlijkse conferentie over rekenonderwijs; met
thema ‘Waardevol reken-wiskundeonderwijs - Ken-
merken van kwaliteit’

plaats Leeuwenhorst congrescentrum, Noordwij-
kerhout

info www.fi.uu.nl/panama/conferentie

4 — 5 februari 2010

[] Actuarial and Financial Mathematics Confe-
rence

Conferentie overfinanciéle wiskunde in het bijzon-
der met betrekking tot verzekeringen

plaats Brussel, Belgié

info www.afmathconf.ugent.be

12 — 16 april 2010

U EsGl

Europese wiskundigen komen samen om te brain-
stormen over industriéle problemen. De Europese
grote broer van SWI

plaats University of Warwick, UK

info miis.maths.ox.ac.uk

25-29 januari 2010

[] Studiegroep Wiskunde met de Industrie

Een aantal bedrijven presenteert maatschappelijk
relevante en wiskundig uitdagende problemen.
Wiskundigen gaan de uitdaging aan om deze pro-
blemen binnen een week op te lossen

plaats CWI, Amsterdam

info www.cwi.nl

5 — 6 februari 2010

[] Nationale Wiskunde Dagen

16de editie van deze dagen voor leraren in het
voortgezet onderwijs

plaats NH Leeuwenhorst, Noordwijkerhout

info www.fi.uu.nl/nwd

21 april 2010

[] Grote Rekendag 2010

Landelijk georganiseerde dag voor alle basisscho-
len waarop alles in het teken staat van rekenen
plaats Deelnemende scholen

info www.rekenweb.nl/groterekendag

27 januari 2010

[] 8ste wiskundeconferentie voor vmbo en onder-
bouw havo/vwo

Jaarlijkse conferentie voor leraren

plaats Utrecht

info www.aps.nl/APSsite/Onderwijssectoren/Pro-
jecten/Exact/Agenda/Wiskundeconferentie+2010.
htm

maart 2010

mei-juni 2010

29 januari 2010

[] Nederlandse Wiskunde Olympiade 2010
Eerste ronde van de Nederlandse Wiskunde Olym-
piade

plaats Deelnemende scholen

info www.wiskundeolympiade.nl

12 — 13 maart 2010

[ Finaleweekend Wiskunde A-lympiade
Finale van de jaarlijkse scholierenwedstrijd
plaats Garderen

info www.fi.uu.nl/alympiade

31 mei — 4 juni 2010

U EIDMA/DIAMANT minicourse

Minicursus over algebraische optimalisatie en se-
midefinite programming, gegeven door Pablo Par-
rilo

plaats Eindhoven

info www.win.tue.nl/math/eidma

februari 2010

18 maart 2010

[] Kangoeroewedstrijd

Reken- en wiskundewedstrijd voor iedereen vanaf
groep 5

plaats Deelnemende scholen

info www.math.ru.nl/kangoeroe

7 — 18 juni 2010

L] Numerations

Een week van minicursussen, gevolgd door een
workshop van een week over verschillende aspec-
ten van getalsystemen

plaats Lorentz Center, Leiden

info lorentzcenter.nl/Ic/web/2010/384/info.php3?
wsid=384

1 februari — 5 maart 2010

(] Math Info 2010

Een maand met lezingen en workshops over
nieuwe interacties tussen wiskunde en informa-
tica

plaats CIRM, Marseille

info www.lirmm.fr/Mathinfo2o010

18 — 19 maart 2010

[] Nationale Rekenagen

Ontmoetingsplaats voor leerkrachten basisonder-
wijs

plaats NH Leeuwenhorst, Noordwijkerhout

info www.fi.uu.nl/rekenweb/rekendagen

21juni - 10 juli 2010

] PIMS Summer School

sde editie van de zomerschool over kansrekening
voor jonge onderzoekers

plaats University of Washington, US

info pims2o10.web.officelive.com/default.aspx

3 februari 2010

[ Hoe leren kinderen rekenen?

Eerste bijeenkomst van een scholingstraject voor
Speciaal Rekenen en kwaliteitsverbetering van het
rekenonderwijs op de eigen school. De andere bij-
eenkomsten zijn op 3 maart, 31 maart en 1 mei
plaats Utrecht of Zwolle

info www.speciaalrekenen.nl

april 2010

23 — 25 juni 2010

[] De lerende leraar als onderzoeker en ontwerper
Onderwijsresearchdagen 2010

plaats Universiteit Twente, Enschede

info www.utwente.nl/onderwijs/ord2010
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| News

Nieuws

Deze rubriek is een kroniek van wiskundige activiteiten in Nederland.
Toekomstige activiteiten worden aangekondigd en van voorbije activiteiten wordt
verslag gedaan.

Wilt u uw aankondiging of verslag in deze rubriek geplaatst zien?

Stuur dan uw bijdrage (+ 350 woorden, zo mogelijk met illustratie) naar
nieuws@nieuwarchief.nl. De redactie behoudt zich het recht voor berichten

te weigeren of in te korten.

Redacteur: Charlene Kalle

Blik op Oneindig

Het komende Wintersymposium van het Koninklijk Wiskundig Genoot-
schap staat in het teken van ‘Blik op Oneindig’, naar het gelijknamige
Zebra-boekje van Epsilon Uitgaven (http://www.epsilon-uitgaven.nl).

Klaas Pieter Hart, universitair hoofddocent aan de TU Delft, opent
het symposium met een voordracht over ‘oneindig veel’ in de verza-
melingenleer. Bart de Smit, wetenschappelijk medewerker aan de uni-
versiteit van Leiden, zal spreken over Escher en het Droste-effect. Dap
Hartmann, universitair docent aan de TU Delft, sluit het symposium af
met een lezing over oneindig in het universum.

Het symposium wordt gehouden op zaterdag 16 januari 2010 van
10:00 uur tot 14:45 uur in het Academiegebouw van de Universiteit
Utrecht. Deelnemers wordt verzocht zich van te voren online aan te
melden via de website van het Koninklijk Wiskundig Genootschap,
www.wiskgenoot.nl (kies dan ‘wat doet het KWG’ en vervolgens ‘con-
gressen en symposia’). Nadere inlichtingen: Iris van Gulik, e-mail: gu-

likgulikers@home.nl. Bron: www.wiskgenoot.nl

Een goed excuus

De wiskundige Alan Turing heeft postuum excuses aangeboden gekre-
gen van de Britse premier Gordon Brown. Turing slaagde er tijdens de
Tweede Wereldoorlogin om de Enigma-code te kraken, waardooronder
andere de locatie van Duitse onderzeeérs bekend werd. Na de oorlog
was hij enige tijd verbonden aan de universiteit van Manchester, waar
hij werkte aan de ontwikkeling van computers.

Onderandere omstandigheden was Turing na de oorlog waarschijn-
lijk uitgeroepen tot nationale held. In werkelijkheid werd hij echter
vervolgd voor homoseksualiteit. In 1952 werd hij gearresteerd op be-
schuldiging van ‘liederlijk gedrag’ en kreeg hij de keuze tussen een
gevangenisstraf of chemische castratie. Turing koos voor de tweede
optie. Vanwege zijn homoseksualiteit en arrestatie werd hij ontslagen
bij het afluistercentrum GCHQ en kon hij niet langer werkzaam zijn als
rijksambtenaar. In 1954 pleegde hij op 41-jarige leeftijd zelfmoord.

Premier Brown schreef op 15 september op de website van 10
Downing Street dat Alan Turing werkelijk op een gruwelijke manier is
behandeld en dat hij zoveel meer had verdiend. Op de officiéle excuses
was eerder door middel van een petitie aangedrongen door duizenden
mensen, waaronder schrijvers, wetenschappers en activisten voor ho-

morechten. Bron: www.kennislink.nl

60% van de statistieken klopt niet

Op 8 oktoberis Rink Hoekstra aan de Rijksuniversiteit Groningen gepro-
moveerd op het gebruik van statistiek in psychologisch onderzoek. Zijn
belangrijkste conclusies zijn dat Nederlandse onderzoekers in de psy-
chologie elementaire statistische methodes niet onder de knie hebben
en te stellige uitspraken doen. Kortom, in psychologisch wetenschap-
pelijk onderzoek worden ernstige statistische fouten gemaakt.

Bij psychologisch onderzoek worden experimenten vaak met re-
presentatieve steekproeven gedaan. In de generalisatiestap van de
steekproef naar de hele populatie worden de meeste fouten gemaakt.
Meestal wordt een significantietoets gebruikt om een bepaald effect
vast te stellen. De significantietoets staat echter al heel lang ter dis-
cussie. In plaats van onderzoeken of een effect bestaat, zou je ook
kunnen kijken hoe groot het effect precies is. Stel dat je een onderzoek
doet naar de lengtes van mannen en vrouwen. Met een significantie-
toets zou je kunnen laten zien dat mannen gemiddeld langer zijn dan
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vrouwen, maar het is misschien beter om je af te vragen hoe groot
het lengteverschil tussen mannen en vrouwen is. Op steekproefniveau
wordt dit uitgedrukt door de effectgrootte. Met behulp van betrouw-
baarheidsintervallen kan de effectgrootte van de steekproefvervolgens
gegeneraliseerd worden naar de hele populatie.

Internationaal geldt dat in psychologisch onderzoek een significan-
tietoets niet hoeft, maar het gebruik van effectgrootte is noodzakelijk
en betrouwbaarheidsintervallen worden sterk aangeraden. Uit het on-
derzoek van Hoekstra blijkt echter dat het in de praktijk niet zo nauw
genomen wordt met deze nuanceringen van de significantietoets. De ef-
fectgrootte en betrouwbaarheidsintervallen worden wel meegenomen
in de analyse, maar bij het trekken van conclusies spelen ze nauwe-
lijks een rol meer. Volgens Hoekstra vindt een kritische lezer in vrijwel
ieder gepubliceerd artikel, ook in gerenomeerde tijdschriften, wel iets
wat niet klopt. Uit interviews en tests met Nederlandse promovendi
blijkt dat er vaak geen sprake is van onwil, maar meer van onkunde en

onwetendheid. Bron: www.rug.nl

Goede oude Pythagoras

Dit jaar verschijnt de 49ste jaargang van het wiskundetijdschrift voor
jongeren, Pythagoras. Ter gelegenheid van deze bijna vijftigste ver-
jaardag is de hele eerste jaargang van het tijdschrift in pdf-formaat
beschikbaar gemaakt. Zo is goed te zien hoeveel het tijdschrift in al
deze jaren veranderd is. De eerste jaargang bestaat uit vijf nummers,
van het oktobernummer van 1961 tot het juninummer van 1962. Op de
onderstaande website staan links naar deze nummers.

Tegenwoordig komen erieder jaar zes nummers van Pythagoras uit.
Een jaargang looptvan septembertot en met augustus. ledere jaargang
heeft een speciaal thema. In 2009-2010 is dat Beroepen en zal er in
iedernummer zal een wiskundige aan het woord komen die een andere
baan heeft dan wiskundeleraar of onderzoeker aan een universiteit.

In de komende maanden zullen nog meer oude jaargangen als pdf

op de website verschijnen. Bron: www.pythagoras.nu/pyth/index.php
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Onmisbare basiskennis voor deelnemers Olympiade

Dit jaar was de finale van de Nederlandse Wiskunde Olympiade op 18
september. Op de Technische Universiteit Eindhoven verzamelden zich
de 150 deelnemers die waren geselecteerd uit de 4400 deelnemers van
de eerste ronde.

In de finale werden vijf pittige opgaven gemaakt. Na afloop kreeg
iedere deelnemer als prijs het boek 50 inzichten wiskunde: Onmisbare
basiskennis van Tony Crilly mee naar huis. In dit boek worden vijf-
tig belangrijke wiskundige ideéen en begrippen uitgelegd, waaronder
fractals en speltheorie.

Aan de dertig deelnemers met de beste resultaten wordt gevraagd
om mee te doen aan een uitgebreid trainingsprogramma ter voorberei-
ding op de Internationale Wiskunde Olympiade van 2010 in Kazachstan
(zie ook het bericht hieronder over de editie van dit jaar).

De opgaven en antwoorden zijn te vinden op de onderstaande web-
site. Bron: www.wiskundeolympiade.nl

Zilver en brons op IMO 2009...

Tijdens de Internationale Wiskunde Olympiade (IMO 2009) heeft de
Nederlandse delegatie dit jaar een zilveren en een bronzen medaille
in de wacht gesleept. Deze delegatie bestond uit Wouter Berkelmans,
Saskia Chambille en Maarten Roelofsma, allemaal 18 jaar, Raymond
van Bommel en Harm Campmans van 17 jaar en David Kok, 16 jaar oud.

De deelnemers moesten ieder voor zich zes moeilijke wiskunde-
vraagstukken oplossen en konden voor iedere vraag maximaal zeven
punten krijgen. Wouter Berkelmans haalde met 24 punten een zilveren
medaille binnen en Raymond van Bommel met 21 punten een bronzen.
David Kok en Harm Campmans kregen beiden een eervolle vermelding.
In totaal waren er door de Nederlandse deelnemers 79 punten behaald
en daarmee is Nederland op de 47ste plaats geéindigd in het officieuze
landenklassement.

Voorafgaande aan de olympiade hadden de deelnemers een oefen-
wedstrijd tegen het team uit Nieuw-Zeeland. Zij kwamen naar Apel-
doorn om samen opgaven te maken en te bespreken.

De IMO 2009 vond in juli plaats in Bremen, Duitsland, met in totaal
565 leerlingen uit 104 landen. Bron: www.wiskundepersdienst.nl

... en zilver en brons op IMC 2009

Van 25 tot 30 juli vond dit jaar in Boedapest (Hongarije) de zestiende
International Mathematics Competition for University Students plaats.
Deze competitie is bedoeld om contact tussen wiskundestudenten uit
verschillende landen te bevorderen, de vraagstukken bestrijken het
volledige spectrum van wiskundige vaardigheden.

Hoewel het een individuele wedstrijd betreft sturen universiteiten
traditioneel teams van vier studenten. De wedstrijd is puurvoor het ple-
zier en de eer: slechts de winnaars van de Grand First Prize krijgen een
klein geldbedrag. Toch neemt een aantal universiteiten de wedstrijd
bijzonder serieus en vaardigen deze regelmatig winnaars af, zoals de
Staatsuniversiteit Moskou.

Vanuit Nederland stuurden twee universiteiten een vier personen
tellend team. Dit waren de Universiteit Utrecht (Sjoerd Boersma, Wou-
ter van Limbeek, Leslie Molag en Egbert Rijke) en de Universiteit van
Amsterdam (Alexander van Hoorn, Kyndylan Nienhuis, Eddie Nijholt
en Tijmen Veltman). De training van de Nederlandse deelnemers werd
verzorgd door Sergey Shadrin van de Universiteit van Amsterdam.

De winnaar was dit jaar weer Alexander Efimov (80 punten) van



224 NAW5/10 nr. 4 december 2009

Nieuws

de Staatsuniversiteit van Moskou, hij won de IMC ook al in de twee
voorgaande jaren. De beste Nederlandse deelnemer was Leslie Molag
met Zilver (43 punten), gevolgd door Kyndylan Nienhuis met Brons (33
punten). De overige Nederlandse deelnemers hebben alle een eervolle
vermelding verkregen. In het teamklassement scoorde de Universiteit
Utrecht een 4oste plaats en de Universiteit van Amsterdam was 47ste.
Het beste van de 65 teams was de Nationale Taras Shevchenko Univer-
siteit Kiev.
De opgaven, uitwerkingen en volledige uitslag zijn te vinden op:
http://www.imc-math.org.uk
Bron: Leslie Molag en Jeroen Sijsling, Universiteit Utrecht

Goed gevuld

Het bekende bolstapelingsprobleem luidt: Hoe kun je de ruimte zo
efficiént mogelijk vullen met bollen van dezelfde grootte, of met andere
woorden, wat is de grootst mogelijke stapelingsdichtheid van deze
bollen? Het vermoeden van Kepler, dat deze maximale dichtheid gelijk
is aan % stamt uit 1611. Dit is de dichtheid die je krijgt als de bollen
gestapeld worden zoals kanonskogels in een piramide. In 1998 slaagde
de Amerikaanse wiskundige Thomas Hales erin om het vermoeden te
bewijzen. Het bewijs bestaat uit het doorrekenen van een enorm aantal
gevallen en een commissie van twaalf personen besloot na vier jaar
controleren dat ze er voor 99% zeker van waren dat het bewijs van
Hales correct is.

In augustus verscheen erin Nature een artikel van de hand van twee
onderzoekers van Princeton, Salvatore Torquato en Yang Jiao, over sta-
pelingsdichtheden van regelmatige veelvlakken. De kubus is niet in-
teressant in dit opzicht, aangezien je daarmee de hele ruimte kunt
opvullen. Door middel van computersimulaties hebben ze voor de an-
dere vier regelmatige veelvlakken de dichtste stapelingen ooit gevon-
den. Deze dichtheden zijn afgerond 0,782 voor de tetraéder, 0,947 voor
de octaéder, 0,905 voor de dodecaéder en 0,836 voor de icosaéder.
Nu is het wachten op een echt bewijs.

De optimale bolstapeling is een zogenaamde Bravais roosterstape-
ling. In 1848 toonde de wiskundige Bravais aan dat er maar veertien
fundamenteel verschillende manieren zijn waarop objecten op een re-
gelmatige manier in de ruimte gestapeld kunnen worden, de veertien
Bravais roosterstapelingen. De stapelingen die Torquato en Jiao von-
den voor de octaéder, de dodecaéder en de icosaéder zijn allemaal
Bravais roosterstapelingen. Die van de tetraéder is dat echter niet. De
reden, volgens Torquato en Jiao, is dat de tetraéder niet centraal sym-
metrisch is en de andere regelmatige veelvlakken wel. Torquato en Jiao
vermoeden dat voor centraal symmetrische regelmatige veelvlakken de
dichtste Bravais roosterstapeling ook daadwerkelijk de dichtste stape-
lingis. En ze vermoeden dat hetzelfde geldt voor centraal symmetrische
Archimedische veelvlakken. Dat zijn veelvlakken die opgebouwd zijn
uit twee of meerdere soorten regelmatige veelhoeken en waarvan alle

hoekpunten er hetzelfde uitzien. Bron: www.nature.com

Russell gestript
Logicomix, het stripboek over wiskunde in de eerste helft van de twin-
tigste eeuw dat in september werd uitgegeven in Groot-Brittanié en de
Verenigde Staten, is een onverwacht groot succes geworden. Het boek
stond in oktober in de Amazon top 10 van meest gekochte boeken in
de categorieén fictie en stripboeken.

De hoofdpersoon van het stripverhaal is Bertrand Russel, filosoof

en wiskundige die leefde van 1872 tot 1970. Het verhaal vertelt in meer
dan 300 pagina’s over Russells zoektocht naar de grondslagen van de
wiskunde en over andere aspecten van zijn leven. Zo komen de gees-
telijke problemen van zijn familieleden, zijn relatie met andere grote
wiskundigen uit die tijd en twee van zijn vier huwelijken voorbij. Op de
achtergrond spelen de grote gebeurtenissen in Europa, zoals de op-
komst van het Nazisme. Dit laatste vormde een zeer directe bedreiging
voor de hoofdpersoon, die tijdens de eerste wereldoorlog als pacifist
werd gearresteerd.

De schrijver, Apostolos Doxiadis, die het boek maakte samen met
Christos Papadimitriou, hoogleraar informatica, zegt dat Russell de
ideale hoofdpersoon was voor hun verhaal. Russell was op een meer
of minder directe manier betrokken bij alle gebeurtenissen waarover ze
wilden vertellen. Ook was hij volgens Doxiades de enige kandidaat die
niet een mega-nerd was. Hij was een politiek activist en rokkenjager,
en hield van reizen en avontuur.

Het kostte in totaal zeven jaar om het boek te maken. Twee kunste-
naars die betrokken waren bij het boek, Alecos Papadatos en Anni Di
Donna, hebben in drie weken tijd alle plekken uit het boek bezocht. Ze
reisden van Cambridge naar Londen en via Parijs en Wenen naar Halle
in Duitsland, waar de wiskundige Georg Cantor, één van Russells grote
helden, de laatste maanden van zijn leven doorbracht.

Het boek kwam al in 2008 uit in Griekenland en de makers waren
net zo verbaasd als hun uitgever over het enorme succes. In de laatste
dertigjaaris geen enkel boek uit Griekenland in het buitenland zo goed

verkocht. Bron: news.yahoo.com
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Uitmuntend

Hoeveel cent moet iedere munt waard zijn om zo efficiént mogelijk
wisselgeld te kunnen geven? Dat vroeg econoom Patrick DeJarnette
zich af. Met efficiént wordt hier bedoeld dat je zo min mogelijk munten
terug krijgt.

In de Verenigde Staten worden de penny (1 cent), nickel (5 cent),
dime (10 cent) en quarter (25 cent) gebruikt. Voor 1 dollar is er een
bankbiljet. Als je iets koopt met een bankbiljet krijg je met dit systeem
gemiddeld 4,7 munten terug. DeJarnette schreef een computerscriptje
om simulaties uit te voeren met verschillende waardes voor de munten.
Hij ging steeds uit van een systeem met vier verschillende munten en
deed twee aannames. Ten eerste moest ieder bedrag tussen o en 99
cent te maken zijn (dit betekent dat één van de munten de waarde 1
cent moet hebben) en ten tweede nam hij aan dat het bedragin centen
dat je bij een transactie terug krijgt uniform verdeeld is tussen 0,00 en

0)99'

Copyright: 2009, Logicomix Print Ltd.
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Uit zijn simulaties bleek dat een systeem met munten van 1 cent, 3
cent, 11 cent en 37 cent en het systeem (1,3,11,38) even efficiént zijn
en beiden 4,1 munten per transactie nodig hebben. Maar aangezien
deze systemen in de praktijk om andere redenen waarschijnlijk wat
onhandigzijn, heeft DeJarnette verder gezocht naarde eerste ‘redelijke’
oplossing. Dat was (1,4,15,40) met 4,14 munten per transactie. Ook
(1,3,10,35) doet het goed met 4,16 munten per transactie. De beste
optie met de 1 en verder alleen veelvouden van 5 was (1,5,15,40). Deze
geeft 4,4 munten per transactie.

In totaal zijn er 152.096 verschillende mogelijkheden. Het huidige
Amerikaanse systeem staat op de 2.952de plaats.

Bron: freakonomics.blogs.nytimes.com

Nieuwe minor rekenen-wiskunde

De hogescholen Arnhem Nijmegen en Windesheim ontwikkelen een
nieuwe minor, genaamd rekenen-wiskunde 10-14. Deze minor zal in
februari 2010 voor het eerst aangeboden worden.

Het onderwerp van de nieuwe minor is de overgang van rekenen-
wiskunde in het primair onderwijs (po) naar wiskunde in het voortge-
zet onderwijs (vo). De minor is geschikt voor studenten van de twee-
degraads lerarenopleiding, bovenbouwspecialisten van de pabo en
po- en vo-docenten die willen professionaliseren tot rekenexpert op
hun school. De minor duurt in totaal een half jaar en bevat een sta-
ge. Bron: www.rekeneniototi4.nl

De laatste universalist?

Op 5 oktober 2009 overleed op 96-jarige leeftijd Izrail Moiseevitsj Gel-
fand. Hijwas een even briljant als veelzijdig wiskundige, tevens actief in
de mathematische fysica en de mathematische biologie. Behalve een
zeer invloedrijk onderzoeker was Gelfand ook een groot leermeester,
met als bekendste promovendi Alexandre Kirillov en Joseph Bernstein.
Zijenvele anderen kwamen totwasdom in het beroemde Gelfand Semi-
nar, dat oorspronkelijk aan de (Staats-)Universiteit van Moskou plaats-
vond, en na Gelfands emigratie naar de V.S. in 1989, achtereenvolgens
op Harvard, MIT, en Rutgers University. Zoals een van ons persoonlijk
heeft mogen ervaren, was het bij dit seminar Gelfands gewoonte om
naast de spreker te gaan staan en vrijwel iedere zin en formule te corri-
geren, waardoor de spreker zeker drie uur bezig was en na afloop totaal
gefrustreerd naar huis ging. Naast zijn werk op de universiteit schreef
Gelfand ook schoolboeken en onderhield hij zowel in zijn Russische
als in zijn Amerikaanse tijd een netwerk van getalenteerde scholieren,
waar onder meer Maxim Kontsevich van heeft geprofiteerd.

Gelfand werd op 2 september 1913 geboren in de buurt van Odes-
sa. Ondanks het vroegtijdig afbreken van de middelbare school en
het ontbreken van een universitaire opleiding promoveerde hij in 1935
bij Kolmogorov in de functionaalanalyse. Zijn vroegste werk gaat over
Banach algebra’s, culminerend in zijn baanbrekende artikel met Nai-
mark in 1943 over C*-algebra’s. Dit gaf Gelfand tevens een analytisch
raamwerk voor de theorie van oneindig-dimensionale unitaire groeps-
representaties, waarvan hijals een van de grondleggers kan worden be-
schouwd (met Wigner, Mackey, Harish-Chandra en Selberg). Zijn (met
verschillende co-auteurs geschreven) serie van vijf boeken over gege-
neraliseerde functies (distributies) is mede geinspireerd door vragen
uit de harmonische analyse, evenals zijn latere werk aan automorfe
functies (met Graev en Piatetskii-Shapiro). Zo vormt zijn oeuvre één
groot continulim, eindigend met zijn laatste grote bijdrage aan de wis-

kunde in de vorm van een boek over resultanten en discriminanten uit
1994 (met Kapranov en Zelevinsky). Maar zelfs daarna bleef hij nog
ruim tien jaar actief als hoogleraar aan Rutgers.

Naar eigen zeggen lag de essentie van zowel goede wiskunde als
klassieke muziek voor Gelfand in “beauty, exactness, simplicity, crazy
ideas”. Daar kunnen we ‘The Unity of Mathematics’ aan toevoegen, de
titel van de conferentie die in 2003 op Harvard werd gehouden ter ere
van Gelfands goste verjaardag. In het voorwoord van de proceedings
van deze conferentie plaatst Cartan hem dan ook terecht in de traditie
van Poincaré en Hilbert.

Bron: Gert Heckman en Klaas Landsman, Radboud Universiteit Nijmegen

Tzrail Gelfand (1913-2009)

Tekens van leven

Een team van Amerikaanse en Indiase onderzoekers heeft Markov-
ketens ingezet in een poging om het Indusschrift te ontcijferen. Hun
resultaten zijn afgelopen augustus gepubliceerd in de Proceedings of
the National Academy of Sciences.

In de Indusvallei, in het huidige grensgebied tussen India en Pakis-
tan, bloeide zo’n 4500 jaar geleden een redelijk ontwikkelde bescha-
ving. Het bestaan van deze beschaving werd pas ontdekt in de twintig-
ste eeuw. Tijdens opgravingen zijn kleitabletten, zegels en amuletten
gevonden met daarin vreemde tekens gekrast. Ondanks vele pogingen
is het nog steeds niet gelukt deze tekens te ontcijferen en hierdoor is
veel informatie over deze beschaving nog steeds ontoegankelijk. Het
is zelfs niet bekend of het Indusschrift een beeldschrift is (dat voor
iedere begrip een ander symbool heeft) of een taalkundig schrift. Er
zijn verscheidene pogingen gedaan om de tekens te ontcijferen, maar
niet één van deze ontcijferingen is algemeen aanvaard als de juiste.
In totaal zijn er 3800 inscripties gevonden. De meeste hiervan bevat-
ten een korte reeks symbolen, gemiddeld zo’n vier a vijf symbolen per
inscriptie. De langste bekende inscriptie bevat zeventien symbolen. In
totaal zijn er 417 verschillende symbolen geidentificeerd.

Om te onderzoeken of het Indusschrift een beeldschrift is of niet,
hebben de onderzoekers een Markovketen gebruikt. Deze Markovke-
ten bevat voor ieder symbool een toestand, in totaal dus eindig veel.
Verder is uit de beschikbare data een overgangsmatrix gemaakt, die
voor iedere twee symbolen de kans geeft dat de ene gevolgd wordt
door de andere. Oftewel, voor iedere twee toestanden is de overgangs-
kans berekend van de ene naar de andere toestand. Ook is uit de data
voor ieder symbool berekend wat de kans is dat een tekst begint of
eindigt met dat symbool.

Uit deze berekeningen bleek dat de overgangskansen niet onafhan-
kelijk zijn. Voor de meeste symbolen geldt dat er een aantal symbolen
zijn die ervaak na komen, dat er anderen zijn die er vaak voor staan en
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voor de overgebleven symbolen geldt dat er een hele kleine kans is om
de twee symbolen in een tekst naast elkaar aan te treffen. Hieruit blijkt
ook dat bepaalde symbolen vaak twee keer achter elkaar voorkomen,
terwijl dat voor de meeste symbolen juist helemaal niet het geval is.
Verder hadden symbolen vaak een voorkeur voor een bepaalde positie
in de inscriptie. De kans om op een bepaalde positie voor te komen
verschilt van symbool tot symbool, wat erop zou kunnen duiden dat de
symbolen ook syntactische eigenschappen bezitten. Dit zijn allemaal
aanwijzingen dat het Indusschrift waarschijnlijk geen beeldschrift is.
Verder kan de Markovketen gebruikt worden om nieuwe stukken tekst
te genereren, dievoldoen aan de statistische eigenschappenvan de be-
staande stukken tekst. Ook kunnen gaten in bestaande stukken tekst
met grote waarschijnlijkheid correct opgevuld worden door te kijken
naar de symbolen die de grootste kans hebben om op de open plek te
staan.

In andere gebieden in het westen van Azié zijn ook stukken tekst
gevonden met dezelfde symbolen. Dit zijn gebieden waar de Indus-
beschaving handel mee dreef. De onderzoekers hebben gekeken naar
de waarschijnlijkheid die hun Markovketen aan deze teksten toekent.
Er bleek dat de Markovketen aan deze teksten een veel lagere waar-
schijnlijkheid toekent dan aan de teksten uit de Indusvallei zelf. Vol-
gens de onderzoekers zou dat erop kunnen duiden dat de symbolen
van de Indusbeschaving door andere volkeren in hun taal gebruikt wer-
den. Bron: www.pnas.org

Als ik jou was

Bij de nieuwe editie van het wiskundeboek Getal en Ruimte, dat op veel
middelbare scholen gebruikt wordt, zal software worden meegeleverd
die intelligente feedback geeft. De technologie daarvoor is nu zover
ontwikkeld dat het mogelijk is om dit grootschalig in te voeren.

Sinds 2005 wordt eraan de faculteit informatica van de Open Univer-
siteit onderzoek gedaan naar dit soort software. De intelligente feed-
back is gebaseerd op oplossingsstrategieén. Het programma geeft uit-
werkingen en leerlingen kunnen tijdens het maken van een som op ver-
schillende momenten om een hint vragen. Ook herkent het programma
veelgemaakte fouten. De software is nu ontwikkeld voor een aantal ver-
schillende onderwerpen, zoals het oplossen van allerlei vergelijkingen
en het werken met breuken en matrices. Door nieuwe concepten uit de
informatie te gebruiken kan deze software veel gedetailleerdere feed-
back geven dan de huidige systemen.  Bron: www.wiskundepersdienst.nl

Naar de maan

Nieuwe methodes om een computer grote getallen met elkaar te laten
vermenigvuldigen hebben voor een doorbraak gezorgd in een oud wis-
kundeprobleem: het vinden van congruente getallen. Een congruent
getal is een geheel getal dat de oppervlakte is van een rechthoekige
driehoek, waarvan de lengtes van alle zijden rationale getallen zijn.
Het kleinste congruente getal is 5, dat is de oppervlakte van een recht-
hoekige driehoek met zijden 3/2, 20/3 en 41/6. 0ok 6, 7, 13, 14, 15, 20
en 21 zijn congruente getallen.

Erwaren al veel congruente getallen bekend, maar met de vernieuw-
de vermenigvuldigingsmethode zijn er nog eens 3.148.379.694 nieuwe
congruente getallen gevonden. Hierdoor zijn op dit moment meer dan
een biljoen congruente getallen bekend. De berekeningen zijn zo lang,
dat ze onmogelijk door een mens uitgevoerd of gecontroleerd kunnen
worden. Daarom zijn alle getallen op twee verschillende computers be-

rekend met verschillende algoritmen die door verschillende mensen
geschreven zijn. De getallen waar het hier om gaat zijn zo groot dat ze,
als ze met een normaal handschrift uitgeschreven zouden worden, van
de aarde naar de maan zouden lopen en weer terug.

Erwordt al eeuwenlang gezocht naar congruente getallen. Zo zijn ze
in verkapte vorm te vinden in een Arabisch manuscript uit de tiende
eeuw. Hierwordt gevraagd: Voorwelke gehele getallen N bestaat ereen
kwadraat van een rationaal getal, a2, zodanig dat a® — N en a? + N ook
kwadraten van rationale getallen zijn? Veel bekende mensen hebben
zich later met het probleem bezig gehouden. Zo toonde Fibonacciin de
twaalfde eeuw aan dat 5 en 7 congruente getallen zijn en vermoedde
hij dat 1 er geen was. Fermat toonde in de zestiende eeuw aan dat dit
vermoeden juist was.

In 1915 waren alle congruente getallen onder 100 bekend en in 1952
bewees Kurt Heegner dat alle priemgetallen uit de rij 5, 13, 21, 29, ...
congruent zijn. Maar er bestaat nog steeds geen algoritme om te bepa-

len of een gegeven getal congruent is of niet.  Bron: www.kennislink.nl

Eredoctoraat Onno Boxma

De Universiteit van Haifa heeft op 2 juni j.l. een eredoctoraat verleend
aan Onno Boxma. Boxma is hoogleraar Stochastische Besliskunde aan
de Faculteit Wiskunde en Informatica van de Technische Universiteit
Eindhoven, en wetenschappelijk directeur van EURANDOM. Onlangs is
hij ook voor een periode van drie jaar benoemd tot honorary professor
aan de Department of Mathematical Sciences van Heriot-Watt Universi-
ty in Edinburgh. Zijn specialisme is de wachtrijtheorie; hij en zijn groep
houden daarbij een open oog voor toepassingen van deze theorie op
produktie-, computer- en communicatienetwerken.  Bron: Wil Schilders

Onno Boxma

Een bubbeltje op zijn kant

Ruggero Gabbrielli, wiskundige aan de University of Bath, heeft een
nieuw tegenvoorbeeld voor het vermoeden van Kelvin gevonden. Kelvin
vroeg zich af hoe je de ruimte op kunt delen in objecten met hetzelfde
volume, z6 dat het oppervlak tussen de verschillende objecten zo klein
mogelijk is. Oftewel, wat is de meest efficiénte manier om schuim te
maken? Het vermoeden van Kelvin was dat deze optimale opdeling
bestaat uit een afgeknotte octaéder, met veertien zijden, waarvan het
oppervlak van de zeshoekige zijden licht gekromd is.

In 1994 vonden Denis Weaire en Robert Phelan, twee natuurkundi-
gen van Trinity College in Dublin, door middel van computersimulaties
een structuur die een nog kleiner oppervlak geeft. Hun schuim wordt
opgebouwd uit onregelmatige twaalfvlakken en tetrakaidecaéders, of-
tewel veelvlakken bestaande uit twee zeshoeken en twaalf vijffhoeken,
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met licht gekromde zijvlakken en met even grote inhoud. De Weaire-
Phelan structuur geeft een verbetering van 0,3 procent ten opzichte van
de oplossing van Kelvin.

Gabbrielli kwam in aanraking met schuim tijdens zijn promotieon-
derzoek in de werktuigbouwkunde aan de University of Bath. Hij hield
zich bezig met materialen die gebruikt worden ter vervanging van men-
selijke botten, zoals kunstheupen. Tijdens zijn studie naar deze materi-
alen bedacht hij een nieuwe structuur bestaande uit vier verschillende
soorten veelvlakken. Hiervoor gebruikte hij een partiéle differentiaal-
vergelijking die normaal gesproken gebruikt wordt bij tweedimensio-
nale patroonvorming. Gabbrielli heeft deze differentiaalvergelijking nu
toegepast op het driedimensionale probleem van schuimvorming. De
schuimen die hij op deze manier kon maken lijken veel op schuimen
zoals ze in de natuur voorkomen.

Het schuim van Gabbrielli is geen betere oplossing dan die van We-
aire en Phelan, maar verslaat wel de oplossing van Kelvin. Voor het
maken van zijn schuim heeft Gabbrielli nieuwe technieken gebruikt.
Hij vermoedt dat als deze ideéen verder uitgewerkt en beter bestu-
deerd zullen worden, dat zijn aanpak zal leiden tot een nog efficiénter
schuim of anders tot een bewijs dat het schuim van Weaire en Phelan
optimaalis. Zijn resultaten zijn in augustus verschenen in het tijdschrift

Philosophical Magazine Letters. Bron: www.physorg.com
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Het schuim van Ruggero Gabbrielli

Iedereen kan rekenen
Het Bartjens Rekendictee groeit langzaam uit tot een nationaal feno-
meen. De organisatie verwachtte dit jaar zo’n 10.000 deelnemers en na
de eerste paar dagen van de voorrondes lijkt deze verwachting reéel.
Het rekendictee wordt jaarlijks gehouden. ledereen kan meedoen
aan de voorronde via diverse websites door online een aantal reken-
opgaven te maken. De mensen met de minste fouten en de snelste
tijden worden daarna uitgenodigd voor de grote finale. Dit jaar werd
die gehouden op 20 november. Op het moment dat dit stukje werd
geschreven, was nog niet bekend wie de finale heeft gewonnen en nu

de gelukkige eigenaar is van de hoofdprijs, een glazen telraam.

Het dictee werd zes jaar geleden voor het eerst gedrganiseerd. Mar-
jolein Kool, wiskundedocent uit Schalkwijk, bedacht toen de opgaven
als een ludieke omlijsting van de heruitgave van De Cijfferinghe, het
rekenboek van Willem Bartjens uit 1604 dat zo’n driehonderd jaar lei-
dend is geweest in het rekenonderwijs. Intussen heeft Kool een team
van acht mensen om zich heen verzameld die zich bezig houden met
het dictee. Kool heeft overwogen om te stoppen met het samenstellen
van het dictee omdat het veel tijd kost, maar vindt het zo leuk dat ze
het toch nog een jaar doet. Ze wil andere mensen graag laten zien dat
rekenen leuk kan zijn en voor iedereen is weggelegd.

Nieuw dit jaar was een aanmoedigingsprijs voor de beste jonge
deelnemer. Die mag in 2010 mee met het wiskundezomerkamp van de

Universiteit Leiden. Bron: www.bndestem.nl

Meer studenten bedrijfswiskunde

Het aantal studenten dat bedrijfswiskunde studeert in Nederland
neemt toe. In september van het afgelopen jaar zijn 167 studenten
begonnen aan een opleiding bedrijfswiskunde in het hbo. Vorig jaar
waren dat er nog 141. De Hogeschool van Amsterdam verzorgt op dit
moment de grootste opleiding. Hier begonnen dit jaar 50 eerstejaars
studenten. Daarna volgt de opleiding van Hogeschool InHolland met
40 eerstejaars. Deze opleiding wordt uitsluitend in het Engels aange-
boden. In totaal zijn ervijf hogescholen in Nederland die een opleiding

bedrijfswiskunde aanbieden. Bron: www.wiskundepersdienst.nl

Nederlands Mathematisch Congres 2010
Het 46-ste Nederlands Mathematisch Congres (NMC 2010) vindt plaats
in Utrecht op donderdag 22 en vrijdag 23 april 2010. Dit jaarlijkse
congres is de ontmoetingsplek bij uitstek van wiskundig Nederland.
Naast hoofdvoordrachten zijn er minisymposia over verschillende
onderwerpen uit de zuivere en toegepaste wiskunde. Zo zullen er
minisymposia worden georganiseerd rond Stochastiek, Meetkunde,
Analyse en Getaltheorie, maar ook rond De impact van nieuwe ict-
mogelijkheden op wiskundebeoefening, Geschiedenis van de wiskun-
de en Biowiskunde. Het congres geldt als officiéle bijscholing voor

leraren van het voortgezet onderwijs. Bron: Michiel Doorman

Hans Kaper en Hendrik Dijkstra SIAM Fellows

In het septembernummer meldden we dat Henk van der Vorst tot SIAM
fellow was benoemd. Later bleek ons dat bij dezelfde gelegenheid
ook onze landgenoten Hans Kaper (Argonne National Laboratory en
Georgetown University) en Hendrik Dijkstra (Universiteit Utrecht) tot
SIAM fellow zijn benoemd. Redactie
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De vrije wil-stelling van
Conway en Kochen

Bestaat toeval? Hebben mensen een vrije wil? In 2006 en 2009 verschenen twee opzienbaren-
de artikelen van de bekende wiskundigen John Conway en Simon Kochen uit Princeton, waarin
zij onder plausibele aannamen — die neerkomen op slechts een klein deel van de kwantumme-
chanica - bewijzen dat als experimentatoren over vrije wil beschikken, elementaire deeltjes
in sommige situaties indeterministisch (en daarmee strikt onvoorspelbaar) gedrag vertonen.
Klaas Landsman, hoogleraar mathematische fysica aan de Radboud Universiteit, legt het bewijs

uit, inclusief de historische context.

De vraag of alle gebeurtenissen al bepaald
zijn voor ze plaatsvinden, en dus een nood-
zakelijk gevolg zijn van eerdere gebeurtenis-
sen, of dat er ook strikt toevallige voorvallen
zijn, wordt al sinds de klassieke oudheid ge-
steld. Presocratici als Democritus en Empedo-
cles zagen toeval als een scheppende kracht,
maar Plato achtte dit juist in strijd met de kos-
mische ordening. Ook de grote islamitische
geleerde Omar Khayyam (1048-1123) meende
dat “De eerste dag van de Schepping schreef
wat de Dag des Oordeels zal lezen”.

Dediscussie kon echter pas scherpworden
gevoerd toen het begrip Natuurwet met Des-
cartes zijn intrede deed. De te beantwoorden
vraag is dan of de heersende natuurwetten
deterministisch zijn, in de zin dat de toekomst
volgens deze wetten geheel door het heden is
bepaald.

Volgens de klassieke mechanica van New-
ton is dat het geval (behoudens pathologi-
sche situaties waarin bijvoorbeeld de krach-
ten niet aan een Lipschitz voorwaarde vol-
doen [14]), omdat de naar hem genoemde
bewegingsvergelijkingenin het algemeen een
unieke oplossing bij gegeven beginvoorwaar-
den hebben. Wie kent niet het citaat uit La-

place’s Essai Philosophique sur les Probabi-
lités, waarin hij zich een superintelligent we-
zen voorstelt dat op een bepaald moment zo-
wel alle krachten in de natuur kent als de toe-
stand van alle deeltjes, zodat niets voor hem
onzeker is en zowel de de toekomst als het
verleden zich voor hem ontvouwen?

Kwantummechanica

In één van de beroemdste artikelen van de
20ste eeuwse natuurkunde [19] beweerde
WernerHeisenbergop grond van de in dat arti-
kel afgeleide (en later naar de auteur genoem-
de) onzekerheidsrelatie tussen plaats en im-
puls dat de demon van Laplace de toestand
van alle deeltjes volgens de kwantummecha-
nica in principe niet zou kunnen kennen, en
dat de natuur daarom indeterministisch was.
Een groot logicus was Heisenberg klaarblijke-
lijk niet (met de ongeldigheid van het antece-
dent bij Laplace vervalt niet automatisch ook
diens conclusie), maar de stemming keerde
zich in die dagen duidelijk tegen het deter-
minisme. Zo had Max Born al een jaar eer-
der in een eveneens beroemd artikel [6] ver-
kondigd dat de kwantummechanica niet de
vraag naar de precieze toestand van een sys-

teem van deeltjes na een botsingsproces kan
beantwoorden (zoals de klassieke mechanica
dat wel kan), maar slechts de vraag naar de
kans op een bepaalde eindtoestand. Al spoe-
dig gesteund door Heisenberg en Bohr, zag
Born dit niet als een gebrek van deze theorie,
maar als een weerspiegeling van een funda-
mentele eigenschap van de natuur: deze zou
op microscopische schaal indeterministisch
zijn.

De meeste fysici sloten zich bij deze con-
clusie aan, behalve Einstein, nota bene een
van de grondleggers van de kwantumtheorie
(en bovendien de eerste die binnen dat ka-
der probabilistisch redeneerde): hij schreef
in 1926 aan Born dat hij er van overtuigd
was dat God (“der Alte”) niet dobbelt. Op de
Solvay-conferentie van 1927 ging Einstein het
gevecht aan met Bohr. In deze eerste fase van
wat later het Einstein—Bohr debat zou gaan
heten (zie [5, 15] voor primaire bronnen en [20,
25] voor een moderne interpretatie) probeer-
de Einstein de inconsistentie van de onzeker-
heidsrelaties van Heisenberg aan te tonen,
maar dit lukte hem niet: gesteund door met
name Wolfgang Pauli wist zijn opponent in ie-
dergeval op dat momental zijn argumenten te
weerleggen. Daarop veranderde Einstein van
strategie: hij accepteerde de geldigheid van
het formalisme van de kwantumtheorie (waar
de onzekerheidsrelaties direct uit volgen), en
probeerde in de volgende fase van het debat
de onvolledigheid van de theorie aan te to-
nen. Deze fase vond haar hoogtepunt in het
artikel van Einstein, Podolsky en Rosen uit
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1935 [16], waar we straks op terug komen.

Von Neumann
In de herfst van 1926 nam David Hilbert in
Gottingen een nieuwe assistent aan voor zijn
grondslagenonderzoek in de wiskunde. Deze
assistent was Johann (Janos) von Neumann,
die zich al op jonge leeftijd een naam had
verworven met werk in de axiomatische ver-
zamelingenleer. Hij zou ook belangrijk werk
publiceren over Hilberts bewijstheorie, maar
zijn aandacht ging, net als die van Hilbert zelf,
toch vooral uit naarde kersverse kwantumme-
chanica (waarvan Géttingen naast Kopenha-
gen het toonaangevende centrum was). Deze
belangstelling leidde uiteindelijk tot het boek
Mathematische Grundlagen der Quantenme-
chanik [26], waarin Von Neumann voor het
eerst de moderne definitie van een Hilbert-
ruimte geeft, de spectraalstelling voor zowel
begrensde als onbegrensde zelfgeadjungeer-
de operatoren bewijst, en dit formalisme bo-
vendien verbindt met de op dat moment nog
nauwelijks begrepen kwantummechanica.
De belangstelling van Von Neumann was
allerminst beperkt tot de wiskundige aspec-
ten van de kwantummechanica; zijn boek be-
vat uitvoerige discussies over zaken als en-
tropie, metingen, en determinisme. Om de
stelling van Kochen en Specker uit 1967 goed
te begrijpen is het noodzakelijk om te weten
hoe Von Neumann probeerde te bewijzen dat
de natuur volgens de kwantummechanica in-
deterministisch is. Laat A de reéele vector-
ruimte van hermitische matrices (in het alge-
meen: begrensde zelfgeadjungeerde operato-
ren) op H zijn. ledere toestand y als boven
definieert een afbeelding £, : A — R door
middel van &y (a) = (@, ay). In het algemeen
heeft deze verwachtingswaarde een dispersie
Ep(a®) - (Ey(a))? > 0 (tenzij y een eigenvec-
tor van a is, in welk geval de dispersie nul
is). Indien men de toestand niet precies kent,
maar een rij eenheidsvectoren (y;) heeft met
kansverdeling (A;), 0 < A; < 1, >;A; =1 (zo-
dat A; de kans is dat het systeem zich in de
toestand y; bevindt), dan verkrijgt men een
algemener soort verwachtingswaarde, gege-
ven door &= 3; A;Ey,, oftewel

&a) =Sp(pa), @

waarbij Sp het spoor is (zelfs in het Neder-
lands ook wel trace genoemd), terwijl p =
2iAipy;, met py, de projectie op ;; dit
is een positieve matrix met spoor 1 (omge-
keerd is vanwege de spectraalstelling iedere
positieve matrix met spoor 1 van de gegeven
vorm). Afbeeldingen £: A — R gegeven door

Hilbert-ruimten en kwantummechanica

Het begrip Hilbert-ruimte ontstond tussen 1904 en 1910 uit het werk van Hilbert, Erhard
Schmidt, Frederic Riesz, Ernst Fischer, en anderen; de volgende abstracte definitie werd
echter pas in 1927 gegeven door Von Neumann. Een (complexe) Hilbert-ruimte is een vector-
ruimte over C met inproduct (—, —) die volledig is in de bijbehorende norm ||y = (@, @).
Het eenvoudigste voorbeeld, voldoende om de rest van dit artikel te begrijpen, is C" met
het standaard-inproduct (z, w) = 31| Z;w;, maarin de functionaalanalyse is men uiteraard
vooral geinteresseerd in oneindig-dimensionale Hilbert-ruimten.

Naast de Hilbert-ruimten zelf gaat het vooral om de operatoren daarop, dus lineaire afbeel-
dingen. Een operator op een eindig-dimensionale Hilbert-ruimte als C" is (uitgedrukt in een
bepaalde basis) niets anders dan een matrix; in het algemeen moet men verschil maken
tussen begrensde en onbegrensde operatoren (de laatste zijn niet overal gedefinieerd). In
beide gevallen wordt het uit de lineaire algebra bekende begrip van een hermitische matrix
gegeneraliseerd tot een zelfgeadjungeerde operator.

Het verband tussen Hilbert-ruimten en kwantummechanica is in een notendop als volgt.
Ten eerste worden de toestanden van een kwantumsysteem wiskundig beschreven door
eenheidsvectoren g in een complexe Hilbert-ruimte H (waarbij twee eenheidsvectoren ¢ en
¢ dezelfde toestand voorstellen als ¢y = z¢ voor een zekere z € C met |z| = 1). Ten tweede
zijn de observabele grootheden (zoals plaats, impuls, energie, enz.) zelfgeadjungeerde
operatoren a op H. In het vervolg nemen we voor het gemak aan dat H eindig-dimensionaal
is, zodat H = C"; de observabelen zijn dan dus gewoon hermitische matrices.

Het verband tussen deze twee postulaten is dat de gemiddelde waarde (of verwachtings-
waarde) van een observabele a in een toestand y gelijk is aan (@, ay). Een speciale klasse
van observabelen correspondeert met zogenaamde ja/nee experimenten: vragen aan het
fysische systeem waarop het antwoord van de Natuur slechts ‘ja’ of ‘nee’ kan zijn (een
voorbeeld is: ‘bevindt een deeltje zich in een bepaald gebied van de ruimte?’). Dit zijn
de projecties, oftewel de zelfgeadjungeerde operatoren p = p* die tevens voldoen aan
p? = p. Voor een eenheidsvector ¢ wordt het reéele getal (y, py), dat tussen o en 1 ligt,
dan geinterpreteerd als de kans dat het antwoord op de vraag p in de toestand y ‘ja’ luidt.
Als py = y is die kans dus gelijk aan (@, p@) = (@, @) = |2 = 1, want y is per definitie
een eenheidsvector.

Klaas Landsman

(1) hebben de volgende eigenschappen:

&) =1; (2)
&a?) = 0; (3)
Esa+tbh) = s&a)+ t&ED), 4)

vooralles,t e Rena,b € A.

Met Heisenberg in het achterhoofd zegt
Von Neumann nu dat een deterministische
theorie tenminste over voldoende veel ver-
wachtingswaarden £ : A — R moet beschik-
ken die dispersievrij zijn, in de zin dat

&a?) = &a)?, (5)

voor alle a € A. Dergelijke afbeeldingen kan
men ‘verborgen toestanden’ van het systeem
noemen; zij zouden onder de kwantumtheo-
rie liggen en de voorspellingen daarvan door
uitmiddeling moeten reproduceren.

Welke eigenschappen heeft een verborgen
toestand &€ nog meer, behalve (5) — en daar-
mee automatisch (3) — en de onschuldige nor-
malisatie (2)? Nu komt de omstreden stap:

Von Neumann neemt aan dat £ lineair is als
in (4), net als in de kwantummechanica en de
klassieke mechanica. Ditis voorhemvoldoen-
de om te bewijzen dat verborgen toestanden
niet bestaan. Eerst bewijst hij dat een afbeel-
ding £: A — R die aan (2), (3), (4) voldoet
van de vorm (1) is, voor een zekere positieve
matrix p met spoor 1. Een verborgen toestand
£ moet dan ook van de vorm (1) zijn. Maar
dergelijke toestanden voldoen niet voor alle
a aan (5), tegenspraak!

Als een echte wiskundige concludeert Von
Neumann: ‘Damit ist im Rahmen unserer Be-
dingungen die Entscheidung gefallen, und
zwar gegen die Kausalitat’ (cursivering toe-
gevoegd). Hij wijst er dus netjes op dat hij
slechts onder bepaalde aannamen tot zijn re-
sultaat is gekomen. Niettemin werd de zaak
hiermee voor minstens 30 jaar als afgedaan
beschouwd.

Kochen en Specker

Ofschoon het EPR-argument (van Einstein, Po-
dolsky en Rosen) eerder verscheen dan dat
van Kochen en Specker, is de gang van za-
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stelling hieronder voorkomen.

ken beter te begrijpen als we met het laatste
beginnen. Al in 1935 wees de filosofe Grete
Hermann op het onbevredigende karaktervan
Von Neumanns aanname dat & lineair is [21].
Von Neumann toont in zijn boek aan dat twee
observabelen dan en slechts dan commute-
ren als ze beide een functie van een derde
observabele zijn, wat fysisch precies het ge-
val is als ze gelijktijdig gemeten kunnen wor-
den en de metingen elkaar niet verstoren. Ook
zelf merkt hij overigens op dat de lineariteit
&a + b) = &a) + &) alleen fysisch gemoti-
veerd kan worden als ab = ba, maar hij laat
zich toch meeslepen door zijn eigen formalis-
me van de kwantummechanica door deze ei-
genschap voor algemene a en b op te leggen.
Zijn bewijs sluit daarom niet alle verborgen
variabelen uit, maar alleen degene die vol-
doen aan zijn eis. Het bleek relatief eenvou-
dig om modellen op te schrijven die daar niet
aan voldoen [3], en dit bracht de fysicus John
Bell onafhankelijk tot soortgelijke kritiek als
Hermann [2]. Bells artikel bevat overigens een
primitieve versie van de onderstaande stel-
ling van Kochen en Specker, die Bell afleidt
uit een eerdere stelling van Gleason [18] (zo-
dat sommigen van het Bell-Kochen—-Specker
Theorem spreken).

Het artikel van Kochen en Specker uit 1967
[24] lost dit probleem op door middel van de
volgende stelling:

Voor Hilbert-ruimten van dimensie > 3 be-
Staan er geen functies £ : A — R die voldoen
aan de condities (2), (4) voor commuterende
operatoren a en b, en (5).

Voor H = C? bestaan er expliciete tegen-
voorbeelden. Het bewijs (met een vereenvou-
diging van de laatste stap door Peres [28])
verloopt als volgt (zie [17] voor een ander een-
voudig bewijs).

De eerste stap is dat het resultaat voor
de Hilbert-ruimte C3 impliceert dat de stel-

ling geldtin alle Hilbert-ruimten van dimensie
> 3; deze stap komt in een andere context
al voor bij Gleason [18]. Neem nu een assen-
stelsel oftewel orthogonaal (niet noodzakelijk
orthonormaal) frame (uy, u>, u3) in R3. Dit cor-
respondeert op de voor de hand liggende ma-
nier met een keuze van drie 1-dimensionale
projecties (p1, p2, p3) op C3 die loodrecht op
elkaar staan (ofwel p1p2 = p1p3 = p2p3 =0)
en voldoen aan p; + p2 + p3 = 1; hierbij is p;
de projectie op u;. De standaardkeuze van de
X, ¥, en z-as geeft bijvoorbeeld

100 000
pi=l0 00|, po=|01 0],
000 000
000
p3=|0 0 0
00 1

Men kan deze situatie fysisch realiseren door
een systeem met spin 1: de matrix py is dan
de projectie op de eigenvector van Ji met ei-
genwaarde o, met

(e}
o
(e}

J1=

o O

= O

o L
~
no
I

|

-

In het algemeen is Jy de matrix die de compo-
nent van de spin langs de u-richting represen-
teert. Met andere woorden, py is de ja/nee
vraag ‘Jix = 07’ of de spin Jx van het systeem
in de k-richting gelijk is aan nul; het is hierbij
opmerkelijk dat ofschoon de Ji niet onderling
commuteren (er geldt immers [J1,J2] = iJ3
etc.), de projecties py dat wél doen. We kun-

Foto: Princeton University

nen de drie vragen ‘(J; = 0?, J> = 0?, J3 = 0?)’
voor een gegeven assenstelsel dus tegelijk
stellen; ditis echter niet het geval voor vragen
die bij verschillende assenstelsels horen.

Nu volgt direct dat voor een functie£: A —
R (waar in dit geval A de ruimte van symme-
trische reéele 3 x 3 matrices is) die voldoet
aan de aannamen in de stelling van Kochen
en Specker, geldt

Ep1) +Ep2) +Ep3) =1, ©6)

en omdat wegens p?2 = p tevens geldt dat

kan & op een projectie p slechts de waarden
o of 1 aannemen. De functie € beeldt daarom
precies één van de drie projecties (p1, p2, p3)
op 1 af, en de andere twee op 0. Met ande-
re woorden, de mogelijke antwoorden op de
combinatievraag ‘(J; = 0?,J2 = 02, J3 = 0?)
zijn slechts ‘(ja, nee, nee)’, ‘(nee, ja, nee)’, en
‘(nee, nee, ja)’.
Bekijk nu de volgende 10 assenstelsels:

up ur us

(0,0,1) (1,0,0) (0,1,0)
(1,0,1)  (=1,0,1) (0,1,0)
0,1,1)  (0,-1,1) (1,0,0)
1,-1,v2) (-1,1,v/2)  (1,1,0)
(1,0,v/2) (-v2,0,1)  (0,1,0)
+/2,1,1) (0,-1,1) (-v2,1,1)
+/2,0,1)  (0,1,0)  (=1,0,/2)
(1,1,v2) (1,-1,0) (-1,-1,+/2)
0,1,2)  (1,0,0)  (0,-v2,1)
(1,v2,1)  (-1,0,1) (1,-v2,1).

De bewering is dat er geen &£ bestaat die vol-
gens de bovenstaande regel waarden o of 1
toekent aan deze vectoren (of beter gezegd,
aan de bijbehorende projecties). De essen-
tie van het argument is dat een gegeven vec-
tor in meerdere assenstelsels voorkomt. Stel
dat er zo’n £is. Zonder verlies van algemeen-
heid beelden we in het eerste stelsel (0,0, 1)
af op 1 en de andere twee vectoren op o. In
het tweede stelsel moet dan ofwel (1, 0, 1) of-
wel(—1,0,1) naar1 (en de andere naar o). Het
maakt niet uit welke keuze wordt gemaakt; we
sturen (1,0, 1) naar 1. Ook in de derde en vier-
derijligt het beeld van usz vastdoorde eerdere
keuzen, en kiezen we er steeds voor u; naar1
te sturen (andere keuzes geven een soortge-
lijke tegenspraak). Maar daarna ligt alles vast.
In de vijfde rij kwam (0, 1, 0) al eerder voor en
staat (=+/2,0, 1) loodrecht op (1, -1, /2) uit
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de vierde rij; omdat die laatste naar 1 gaat,
moet (—~/2,0, 1) naar o. Zo voortredenerend
moeten alle vectoren u; naarienalleu; enus
naar 0. Nu komt het slotakkoord: de vectoren
(1,0,0), (0,+/2,1) en (0, —1,+/2) zijn orthogo-
naal, en £ zou dus precies één van hen naar
1 moeten sturen. Maar de eerste gaat naar o
volgens rij 1, de tweede staat loodrecht op
(1,-1,+/2) uit rij 4 en moet dus ook naar o,
terwijl de derde loodrecht staat op (1,+/2,1)
uit rij 10 en daarom eveneens op o moet wor-
den afgebeeld. Tegenspraak!

Uit dit bewijs volgt dat de stelling van Ko-
chen en Specker in feite sterker is dan de
formulering suggereert: niet alleen bestaat er
geen functie £ : A — R met de gegeven ei-
genschappen, er bestaat zelfs geen £ die de
verzameling van 33 vectoren uit het bewijs op
{0, 1} afbeeldt, zodanig dat van ieder ortho-
gonaal tripel precies één vector naar 1 gaat.
Fysisch betekent dit dat de vragen ‘Jy = 0?7’
niet voor al deze 33 vectoren u op consisten-
te wijze met ja of nee kunnen worden beant-
woord.

Er zijn ook diepe verbanden, ontdekt door
Roger Penrose in de 8oer jaren, tussen dit ty-
pe bewijs en de meetkunde van polyhedra;
zie [1, 8]. Zo is de beroemde lithografie Wa-
terval van M.C. Escher gemotiveerd door het
polyhedron dat door de bovengenoemde 33
vectoren in R3 wordt opgespannen. Soort-
gelijke constructies in C* blijken verband te
houden met het worteltralie van de exceptio-
nele Lie algebra Eg; zie [11] (dit was de oor-
spronkelijke reden dat Conway in deze kwes-
tie geinteresseerd raakte). Ten slotte is er ook
een interessante logische interpretatie van de
gegeven redenering [8, 24].

EPR

Na deze sprong voorwaarts in de tijd pakken
we nu de draad weer op in 1935. Einstein gaf
in dat jaar (met zijn medewerkers Podolsky
en Rosen) een totaal nieuwe draai aan zijn
debat met Bohr [16]. Opmerkelijk is daarbij
dat hun artikel destijds algemeen werd be-
schouwd als een wanhoopspoging van een
achterhaalde figuur om een al verloren dis-
cussie nog ten goede te keren [25, 27], terwijl
het nu het meest geciteerde werk uit de 20ste
eeuwse natuurkunde is.

Het oorspronkelijke EPR-argument maakt
gebruik van de observabelen plaats en im-
puls, die fysisch weliswaar aanschouwelijk
zijn, maar wiskundig worden gegeven door
onbegrensde operatoren die bovendien een
continu spectrum hebben. De redenering is
duidelijker als met spin wordt gewerkt, zoals
we nu (in navolging van velen) zullen doen.

Als een kwantumsysteem S; als toestands-
ruimte een Hilbert-ruimte H; heeft, i = 1, 2,
dan heeft het gecombineerde systeem als
toestandsruimte het tensorproduct Hy ® H>.
Een paar van kwantumdeeltjes met spin 1
heeft dus als toestandsruimte C3 ® C3. Deze
ruimte bevat een bijzondere toestand waarin
de totale spin van het systeem gelijk is aan o;
dit is de eenheidsvector

elee?+e)) @ef +e}) el

Yo = 73 )

waarin (e;, e», e3) de standaardbasis van C3
is, en eg) en ef) de kopieén van de basis-
vector ey in respectievelijk de eerste en de
tweede factor C3 in het tensorproduct zijn.
Evenzo krijgen de projecties py en de spin-
operatoren Ji als boven een extra label p}f),

J, 0datpi) = pre 1, pi? = 1 @ py, etc. De

projecties pg) en pf) commuteren voor alle
k,l =1,2,3, zelfs voor verschillende assen-
stelsels voor deeltje 1 en deeltje 2. We kun-
nen dus een willekeurige vraag (inclusief toe-
gelaten combinaties van vragen) aan deeltje 1
tegelijk stellen met een andere vraag (of com-
binatie) aan deeltje 2.

Nu volgt er iets zeer opmerkelijks. In de
gegeven toestand is de kans op het antwoord
‘ja’ op ieder van de vragen ‘J,(f) = 07, ge-
steld aan één van de twee systemen, ge-
lijk aan 1/3. Indien we echter dezelfde vraag
‘Jx = 07" aan de beide deeltjes stellen, en
dus de projectie p}cl) ® pf) meten, is de kans
op het antwoord ‘(ja, ja)’ gelijk aan 1/3 en
die op ‘(nee, nee)’ 2/3; de kans op de ant-
woorden ‘(ja, nee)’ en ‘(nee, ja)’ is nul. Het
ene deeltje geeft op dezelfde vraag dus altijd
hetzelfde antwoord als het andere, al is dit
antwoord in ieder geval volgens de kwantum-
mechanica onvoorspelbaar. Dit heet tegen-
woordig een EPR-correlatie en vormt de basis
van de kwantumcryptografie en de kwantum-
informatietheorie.

Het trio EPR redeneert nu (geparafraseerd)
alsvolgt. Als we aan deeltje 1vragen of J; = 0,
krijgen we een bepaald antwoord. We hoeven
diezelfde vraag dan niet meer aan deeltje 2
te (laten) stellen, want het antwoord is be-
kend. Als nu de beide deeltjes zeer ver van
elkaar verwijderd zijn, mag het voor deeltje
2 niet uitmaken wat we met deeltje 1 doen;
dit is Einsteins eis van lokaliteit van de na-
tuurkunde. Daarom moet het antwoord op de
vraag aan deeltje 2 sowieso al bekend zijn,
of we de vraag aan deeltje 1 stellen of niet.
Dit is echter niet wat de kwantummechanica
zegt: die beweert dat als we niets aan deeltje 1
vragen, in de gegeven toestand g beide ant-

woorden bij deeltje 2 met een bepaalde kans
mogelijk zijn, als de vraag daaraan gesteld
wordt. De kwantummechanica is volgens EPR
dus onvolledig. Het is zelfs nog erger dan het
lijkt, want het argument kan herhaald worden
met verschillende vragen aan deeltje 1. Daar
volgt dan uit dat het antwoord op alle mogelij-
ke vragen aan deeltje 2 in principe al bekend
moet zijn, zelfs dat op vragen die correspon-
deren met niet-commuterende projecties en
daarom volgens de kwantummechanica hele-
maal niet tegelijk gesteld kunnen worden.

Bohr

Niets Bohr publiceerde al na zes weken een
antwoord op het EPR-argument [4]. Dit ant-
woord is, zoals de meeste geschriften van
Bohr, nogal wollig, maar een aantal punten
zijn toch duidelijk. Ten eerste is Bohr niet on-
derdeindruk van het EPR-argument, hij ziet er
eigenlijk niets nieuws in. Dit standpunt zou hij
later herhalen [5] en het blijkt ook uit andere
bronnen dat hij erzo overdacht[27]. Ten twee-
de ziet hij de zwakte van hun redenering in
het feit dat EPR geen rekening houden met de
meetopstelling die nodig is om de vragen aan
de deeltjes te stellen. In het bijzonder zegt
hij dat de meetopstelling bij deeltje 1 wel de-
gelijk invloed heeft op de gang van zaken bij
deeltje 2, enwel op “the very conditions which
define the possible types of predictions regar-
ding the future behavior of the system”. Boe-
kenkasten zijn volgeschreven over de moge-
lijke betekenis van dit zinsdeel, waarbij mag
worden opgemerkt dat Bohr juist EPR dubbel-
zinnigheid verwijt.

Hoe dan ook, als Bohr langer had nage-
dacht over het probleem, Einstein serieuzer
had genomen, en wat wiskunde van zijn broer
Harald had geleerd, zou hij misschien de stel-
ling van Kochen en Specker hebben gevonden
en als onmiddellijke weerlegging van het EPR-
argument kunnen publiceren. Dat laatste leidt
namelijk precies tot de waardebepaling die
Kochen en Specker uitsluiten. Hierbij is het
van belang dat Einstein de kwantummechani-
ca in 1935 als een correcte, maar onvolledige
theorie zag; hij accepteerde dus integraal de
geldigheid van haar voorspellingen.

Het antwoord dat Bohr wél gaf, zou door
Einstein aangegrepen hebben kunnen wor-
den om het debat op de volgende wijze voort
te zetten (dit gebeurde echter niet; de volgen-
de discussie stamt uit de jaren ’60 [2]). In de
klassiek natuurkunde leest een (goede) me-
ting een al bestaande waarde van een groot-
heid af. Een deterministische theorie voor-
spelt dergelijke meetwaarden, die samenval-
len met werkelijke waarden die niet door de
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meting zijn beinvloed. Dit was de door Ein-
stein in iedere fysische theorie gewenste situ-
atie, maar Kochen en Specker tonen aan dat
dit ideaal in ieder geval in de kwantumthe-
orie een illusie is. Bohr en Heisenberg gaan
verder: zij beweren niet alleen dat meetresul-
taten in zekere zin door de metingen zelf ge-
creéerd worden en van tevoren nog niet be-
stonden, maar tevens dat de aldus gevonden
meetuitkomsten niet door een deterministi-
sche theorie beschreven kunnen worden.

De tweede bewering staat in principe los
van de eerste, en een vastberaden determi-
nist zou een positie tussen de klassieke en de
kwantummechanica in kunnen nemen door
vol te houden dat meetresultaten weliswaar
vO0r de meting nog niet bestonden, maar wel
degelijk voorspeld kunnen worden door mid-
del van een deterministische theorie die die-
per graaft dan de kwantummechanica en het
meetproces in detail beschrijft (juist dat laat-
ste is volgens Bohr en Heisenberg onmoge-
lijk). Het is deze positie, die men contextueel
determinisme zou kunnen noemen, die Bohr
op een presenteerblad aan Einstein aanbiedt.
De stelling van Kochen en Specker sluit de-
ze positie niet uit: hun bewijs loopt direct al
spaak op de aanname dat € een functie van
A naar R is. Een contextuele waarde van een
projectie p hangt echter in principe af van de
totale meting, en dus van het tripel waar p
onderdeel van is (in het algemeen hangt een
meting van een observabele a af van de keu-
ze van een maximale commutatieve deelalge-
bra van A waarin a bevat is; een assenstelsel
geeft zo’n keuze).

De ironie van EPR is daarmee tweevou-
dig. Ten eerste vormen de EPR-correlaties
de meest spectaculaire voorspelling van de
kwantummechanica. Einstein zag deze corre-
laties echter als reductio ad absurdum argu-
ment tegen de theorie, terwijl Bohr, die een
gat in de lucht had moeten springen bij deze
bijzondere eigenschap van zijn levenswerk,
in zijn onvermogen Einstein serieus te nemen
het belang ervan totaal over het hoofd zag.
Ten tweede gaf het antwoord van Bohr, be-
doeld om EPR te weerleggen, Einstein juist
een potentiéle troef in handen, namelijk het
contextueel determinisme (al zou hij deze
kaart nooit spelen). Enjuist de EPR-correlaties
maken, als cruciaal ingrediént van de stelling
van Conway en Kochen, ook een einde aan
deze hoop.

Conway en Kochen

In [12—13] (zie ook [10]) bewijzen Conway en
Kochen dat de conjunctie van de volgende
aannamen inconsistent is:

i. Kwantumtheorie van een spin-1 systeem;
ii. EPR-correlaties tussen twee spin-1 syste-
men;
iii. (Contextueel) determinisme;
iv. Zwakke lokaliteit;
v. Vrije wil van de experimentator.
De precieze betekenis van deze termen (met
name de laatste!) zal blijken uit het vervolg.
Hetargument speeltzich afrond een gelijk-
tijdige (preciezer: ruimteachtig gescheiden)
meting aan twee ver van elkaar verwijderde
deeltjes met spin 1in de toestand g van to-
tale spin o, zie boven. Met aanname (iii) wordt
dan bedoeld dat er een functie V; bestaat die
de uitkomstvan een meting aan deeltje i voor-
spelt en af mag hangen van de geschiedenis
G van deeltje i (technisch gesproken: van al-
les wat zich ooit in de achterwaartse lichtke-
gel ten opzichte van de plaats en tijd van de
meting heeft afgespeeld), van de context bij
i, en van de context bij de andere deeltjes.
We gebruiken de notatie

Vi (P 1 Gi, Y, pY) € 10,1}

voor het resultaat van de meting van p; van
deeltje i in de context waarin aan deeltje i
tevens p» en p3 worden gemeten, met het tri-
pelvan projecties (p1, p2, p3) als bij Kochen—
Specker (ofwel ieder 1-dimensionaal, onder-
ling orthogonaal, en p; + p2 +p3 = 1). In prin-
cipe zou deze functie ook af kunnen hangen
van de projecties die aan het andere deel-
tje worden gemeten, maar deze afhankelijk-
heid wordt per definitie door aanname (iv)
uitgesloten: de uitkomst van een meting aan
deeltje 1 hangt volgens deze aanname niet af
van de context van mogelijke metingen aan
deeltje 2 (maar mogelijk wel van het resul-
taat daarvan), en vice versa. Voor alle dui-
delijkheid: als bij deeltje i de drie projec-
ties (p1, p2, p3) tegelijk worden gemeten, krij-
gen we als uitkomst drie getallen (v, v, v3)
die in bovenstaande notatie worden gegeven
door v; = V; (p(li) | Gi,p(zi),p(;)), etcetera.
Aanname (i) geeft dan

Vi (P(li) | G, pY, Iﬂ(3i)) +

V(o1 Gl ) +

Vi(pd 16 ) =1 @
Het is nu essentieel dat de keuze om p; bij
deeltje i te meten niet door de geschiedenis
G; wordt afgedwongen, maar volgens aanna-
me (v) vrij is: de functie V; moet daarom bij
dezelfde G; ook voor willekeurige andere pro-
jecties en eventueel daarbij gekozen contex-
ten gedefinieerd zijn. Vgl. (7) geldt dan voor

alle tripels (p1, p2, p3) als boven. Aanname
(i) impliceert nu

vi (P17 161 py YY) =
Va2 (pi 1 G2,a5,45)) ®)

waarbij het tripel (p1, g2, q3) dat aan deeltje
2 wordt gemeten niet identiek hoeft te zijn
aan het tripel (p1, p2, p3) bij deeltje 1. Verge-
lijking (8) is een relatie van de vorm

Sfilx,y,..) = folx, z,...),

waaruit volgt dat f1 en f> beide gelijk moe-
ten zijn aan een functie f die slechts af kan
hangen van x en mogelijke andere gemeen-
schappelijke variabelen van f; en f>. Dus

Vi (P 161 pY)) = Vip1,Gi A Ga),

voor een zekere functie V, waarbij het sym-
bool G; A Gy staat voor de gemeenschap-
pelijke geschiedenis van deeltjes 1 en 2 ten
opzichte van de tweevoudige meting (dit is
de doorsnede van de beide achterwaartse
lichtkegels ten opzichte van de metingen).
Met de notatie &p) = V(p,G1 A G2), waar-
bij G1 A G2 in het rechterlid als constante
wordt beschouwd, volgt dan uit (3) dat £ aan
(6) moet voldoen. Dit geeft echter een tegen-
spraak met Kochen-Specker, volgens welke
stelling een dergelijke functie & niet kan be-
staan.

Discussie

Ofschoon Conway en Kochen zeggen tien jaar
aan hun stelling gewerkt te hebben, was het
stramienvan hetargumental lang bekend; zie
[7, 9, 22, 30] (Kochen antwoordt op dit soort
opmerkingen dat hij het basisidee al eerder
had bedacht maar nooit gepubliceerd [11]).
Hoe dan ook heeft het argument een aange-
name scherpte die bij andere auteurs op dit
terrein nog wel eens ontbreekt. We kunnen
ons daarom afvragen welke van de vijf aan-
namen verworpen moet worden. Gezien de
rotsvaste theoretische status en experimen-
tele bevestiging van de eerste twee aanna-
men, komen daartoe slechts de laatste drie
in aanmerking.

Conway en Kochen zijn hier stellig over:
determinisme sneuvelt (in de vorm van aan-
name (iii)). Deze keuze houdt in dat hun stel-
ling wordt geinterpreteerd als de implicatie
Vrije Wil — Indeterminisme, waarbij het lin-
kerlid aan de mens wordt toegeschreven en
het rechterlid aan elementaire deeltjes (Con-
way en Kochen spreken zelfs in het laatste
verband van vrije wil). Zoals ze in [12] opmer-
ken (zie ook [23]) kan men de aanname van
Vrije Wil echter vervangen door de in de fysica
zeer gebruikelijke aanname dat een dynami-
sche theorie gedefinieerd moet zijn voor wil-
lekeurige beginvoorwaarden. Een andere her-
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formulering van aanname (v) is dat de fac-
toren die (in een deterministische theorie) de
instelling van een experiment bepalen (en dat
kan zowel via het brein van de experimentator
als via een geautomatiseerde opzet verlopen)
onafhankelijk zijn van de factoren die de res-
pons op dat experiment bepalen. In beide ge-
vallen is de conclusie feitelijk dezelfde als die
uit de beroemde Bell-ongelijkheden, namelijk
dat kwantummechanica incompatibel is met
de combinatie van determinisme én zwakke
lokaliteit [8, 29].

Gerard 't Hooft (en, gezien diens uitgespro-
ken opvattingen over de vrije wil, ongetwijfeld
ook Albert Einstein) verwerpt daarentegen de
vrije wil; in een deterministisch Universum is
tenslotte alles bepaald. Dit standpunt wordt
echtermeestal als een samenzweringstheorie
afgedaan, hetgeen men het duidelijkst ziet uit
de tweede herformulering van aanname (v):
dergelijke ‘superdeterministen’ moeten vol-
houden dat de oorzaken van de keuzes die ex-
perimentatoren (of random-generatoren) ma-
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Vals-positieve en vals-negatieve uitslagen van de sensor: is er nu wel of niet een indringer aan-
wezig? Thales vroeg voor SWI2008 om wiskundige hulp bij het plannen van een sensornetwerk
en het omgaan met de imperfectie van de sensoren.

Een draadloos sensornetwerk een omgeving
in de gaten houden, bijvoorbeeld voor de be-
veiliging van een gebouw of een bedrijventer-
rein. Het idee is dat een netwerk van tiental-
len tot duizenden sensoren aan een centrale
doorgeeft waar objecten zich op een bepaald
moment bevinden en hoe ze vervolgens door
de omgeving bewegen.

De sensoren kunnen klein en goedkoop
zijn. Ze geven alleen maar door of er zich
wel of niet een object bevindt binnen een cir-
kelvormig gebied rond de sensor. Afhankelijk
van de beoogde toepassing, kan de detec-
tietechnologie van een enkele sensor geba-
seerd zijn op radarstraling, microgolfstraling,
infrarode straling, maar ook op ultrasone ge-
luidsgolven of seismische activiteit. Het be-
drijf Thales onderzoekt of zo’n sensornetwerk
praktisch realiseerbaar is. Een van de onder-
werpen is het reconstrueren van het pad dat
het indringende object volgt. Op grond van
de signalen van de individuele sensoren die
centraal binnenkomen, moet immers een pad
worden bepaald van hoe het object beweegt
in de omgeving van het netwerk. De padbepa-

ling wordt echter bemoeilijkt door het feit dat
sensoren niet perfect werken. Soms geeft een
sensor het signaal dat er een object in zijn
nabijheid is, terwijl er niets zit: vals alarm dus.
Aan de andere kant kan een sensor ook een
object in zijn nabijheid over het hoofd zien:
een gemiste detectie.

Yvo Boers van Thales vertelt welke proble-
men dit voor de interpretatie van het sensor-
netwerk betekent: “Wij hebben een netwerk
met honderden sensoren gesimuleerd. Als we
aannemen dat de vals-alarmkans 2% is, en
de detectiekans 95%, dan laat onze simula-
tie zien dat je niet op het oog in staat bent
om op grond van alle sensormetingen te be-
palen hoe het object in het netwerk beweegt
en zelfs niet of er een object aanwezig is. Voor
de praktijk is de imperfectie van de sensoren
dus echt een probleem.”

Maar in plaats van kwalitatief betere, en
dus duurdere sensoren in te zetten, is het
waarschijnlijk goedkoper om met slimme wis-
kunde het probleem te verhelpen. De be-
langrijkste doelstelling is dat de detectiekans
maximaal moet zijn, en de vals-alarmkans mi-

nimaal. Een deels open probleem voor Thales
is hoe je moet beslissen of er wel of niet een
objectin de buurt van een sensor zit, gegeven
een bepaalde detectiekans en een bepaal-
de vals-alarmkans. Deze vragen legde Thales
voor aan de studiegroep wiskunde met de in-
dustrie. Een andere vraag van het bedrijf is
wat de beste manieris om de sensoren in een
gebied neer te leggen.

Hexagonale plaatsing

Elke sensor bewaakt bij benadering een cir-
kelvormig gebied met straal + om zich heen.
Plaatsing van sensoren in een groot gebied
komt dan neer op het plaatsen van een hele-
boel cirkels met eenzelfde straal in een plat
vlak. De cirkels kunnen elkaaral dan niet over-
lappen. In de gebieden waar de cirkels over-
lappen, is de detectiekans groter, omdat niet
één, maar twee of zelfs meer sensoren het-
zelfde object kunnen opmerken, wanneer het
zich in het gebied van de overlap bevindt.

De studiegroep gebruikte zowel een één-
als een tweedimensionaal model voor het on-
derzoeken wat de beste manier is om senso-
renin een gebied te plaatsen. Nelly Litvak, De-
nis Miretskiy, Michel Vellekoop (UT), Muham-
med Umer Altaf, Alina Barbu, Ertan Onur, Juli-
us Harry Sumihar (TU Delft), SudhirJain (Aston
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Figuur 1 Een sensor die in een draadloos sensornetwerk
gebruikt kan worden.

University, UK), Leila Mohammadi (LUMC), Jos
in ’t Panhuis, Sandra van Wijk (TU/e) en Rob
Bisseling (UU) bestudeerden het probleem.
Litvak vertelt: “De belangrijkste conclusie uit
beide modellen is dat het alleen zin heeft om
de sensoren te laten overlappen wanneer de
waarschijnlijkheid om het object op een be-
paalde plaats te vinden sterk varieert als func-
tie van de plaats. We konden ook een vuistre-
gel afleiden voor hoe onregelmatig deze func-
tie moet zijn voordat het zinvolis om sensoren
te laten overlappen.”

Wanneer de a priori kans om een object
op een bepaalde plaats te vinden overal even
groot is, dan is de optimale plaatsing van de
sensoren exact bekend. Litvak: “De optimale
plaatsingis dan die van cirkels neergelegd op
een hexagonaal grid; dat is een grid bestaan-
de uit zeshoeken. Elke zeshoek heeft zijden
met lengten van twee maal de straal van de
cirkel. Als je de sensoren precies op de hoek-
punten van de zeshoeken plaatst, wordt de
ruimte maximaal opgevuld en is de overlap
minimaal, namelijk nul.”

Reconstructie

Aan het probleem van de objectdetectie be-
gonnen de wiskundigen met twee statistische
methoden: hypothese-testing en een Baye-
siaanse aanpak. Hypothese-testing laat zien
dat, als sensoren elkaar niet overlappen, het
eenmalig aflezen van een enkele sensor niet
genoeg is om een object efficiént op te spo-
ren. Dat kan worden opgelost ofwel door sen-
soren wel te laten overlappen, ofwel door
meerdere waarnemingen achter elkaar te ge-
bruiken.

In de Bayesiaanse aanpak gaan de wis-
kundigen uit van niet-overlappende senso-
ren. Deze aanpak drukt de kans dat een ob-
jectin het sensorbereik zit uitin (1) de a priori
waarschijnlijkheid dat het object in het ge-
bied aanwezig is, (2) de detectiekans, (3) de
vals-alarmkans en (4) het aantal aanwezige
sensoren. Deze aanpak is in principe ook toe-
pasbaarop opeenvolgende sensoraflezingen.

De a posteriori waarschijnlijkheid wordt dan
in een volgende afleesstap als nieuwe a priori
waarschijnlijkheid gebruikt.

Ten tweede gebruikten de wiskundigen
een nieuwe methode voor opeenvolgende
observaties van de sensoren: een hidden
Markov model. Dit is gebaseerd op een sto-
chastisch proces dat gemodelleerd is als
een Markovketen waaraan ruis wordt toege-
voegd. De ruis is het gevolg van het feit
dat de sensoren niet perfect zijn, en zowel
een gemiste-detectie- als een vals-alarmkans
hebben. Waar in een gewoon Markov-model
de volgende toestand in het model alleen
afhangt van de vorige, hangt in een hidden
Markov model de huidige toestand af van de
hele voorgeschiedenis.

Met deze aanpak kan men uit een lan-
ge reeks actuele observaties van individue-
le sensoren — weergegeven als een rij nul-
len (geen object aanwezig) en enen (object
aanwezig) — reconstrueren wat de meest
waarschijnlijke reeks van ‘ware’ detecties is.
Stel dat een enkele sensor op opeenvolgen-
de afleestijdstippen de reeks 000111011000
geeft, dan is de ‘ware’ reeks waarschijnlijk
000111111000. Als de sensor steeds een ob-
ject detecteert, opeens een keer niet, en daar-
na weer wel, dan is er waarschijnlijk een ge-
miste detectie geweest. Aan de andere kant
is de kans groot dat de waargenomen reeks
0001000 eigenlijk alleen maar uit nullen moet
bestaan, omdat die ene detectie geheel uit
de toon valt. Het bestaande Viterbi-algoritme,
gebaseerd op dynamisch programmeren, lost
dit reconstructieprobleem in zijn algemeen-
heid op.

Litvak: “Voor het eenvoudige voorbeeld
van een enkele sensor hebben we deze me-
thode uitgewerkt. Voor gecompliceerdere ge-
vallen met meerdere sensoren hebben we
aangegeven hoe het probleem in principe op-
gelost kan worden. Omdat het aantal bereke-
ningen exponentieel toeneemt met het aan-
tal sensoren, hebben we ook een slimme me-
thode bedacht om het aantal berekeningen
te beperken. Het voordeel van deze methode
is dat je in principe vooraf, en dus offline, al
kunt berekenen welke waarnemingspatronen
vertellen dat er een object is, en welke niet.”

Ten slotte hebben de wiskundigen een nu-
merieke simulatie ontwikkeld die gebaseerd
is op zowel het handig plaatsen van senso-
ren, als het bepalen of een detectie goed of
fout is. Een combinatie dus van beide bestu-
deerde problemen. In de praktijk van een sen-
sornetwerk moeten beide problemen name-
lijk tegelijk opgelost worden, meende de stu-
diegroep. Waar mogelijk, zijn de simulatiere-

Figuur 2 Sensornetwerk in een gebied van 650 bij 650
meter.

sultaten vergeleken met de eerder verkregen
analytische resultaten voor eenvoudige geval-
len. Litvak: “De resultaten laten zien dat we
voor een efficiént sensornetwerk onze oplos-
singen voor beide problemen succesvol kun-
nen combineren. Bovendien kan de methode
in principe ook worden gebruikt om een ob-
ject te volgen in het gebied van het sensor-
netwerk, en dat is toch het ultieme doel van
Thales.”

Onverwachte oplossingen

“De studiegroep heeft veel gedaan in een
week”, reageert Yvo Boers van Thales op de
resultaten van de studiegroep. “Vooraf hoop-
te ik dat deze week ons een aantal onver-
wachte methoden of inzichten zou opleveren,
en dat is gelukt. Wij zijn er tot nu toe steeds
vanuit gegaan dat de plaatsing van de senso-
ren een gegeven is waar we ofwel helemaal
geen controle over hebben, ofwel dat we de
sensoren intuitief neerleggen. De wiskundi-
gen hebben op een formele manier laten zien
hoe de verdeling van de sensoren afthangt van
het verwachte gedrag van een object. De stu-
diegroep heeft in wiskundige stellingen gevat
wat wij alleen ad hoc hadden gedaan.

“De wiskundigen hebben ook een veelbe-
lovende suggestie gedaan waar we zelf niet
aan hadden gedacht: de suggestie dat het
wel eens handig kan zijn om de sensoren van
eenklein geheugen te voorzien. Dat geheugen
kan bijvoorbeeld de laatste tien waarnemin-
genopslaan enze dan eensindetientijdstap-
pen in een keer doorgeven aan de centrale.
Technisch gezien kan dat. Zeker weten doen
we het niet, maar dat zou best een handige
aanpak kunnen zijn.” Boers wil met zijn NWO-
Casimirsubsidie specifiek deze suggestie ver-
der onderzoeken. Hij verwacht trouwens niet
dat een draadloos sensornetwerk al op korte
termijn praktijk wordt. Daarvoor moet nog wel
extra onderzoek gebeuren. “Maar,” zegt hij,
“we weten dat er vraag naar bestaat, en ook
andere bedrijven werken aan dit soort netwer-

ken.” —
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Wiskunde D - nieuw perspectief?

Het nieuwe vak wiskunde D bestaat nu twee jaar in het voortgezet onderwijs. Bij dit vak is
een belangrijke rol weggelegd voor hogescholen en universiteiten. Theo van den Bogaart is op
twee manieren bij dit vak betrokken. Vanuit het projectteam van de vernieuwingscommissie
c¢TWO is hij belast met de cobrdinatie van activiteiten rondom wiskunde D. En als voormalig
docent aan College De Heemlanden te Houten heeft hij het afgelopen jaar het vak op zijn school
geprobeerd in te voeren. In dit artikel geeft hij zijn impressie van een vak in ontwikkeling.

Aanvankelijk stond ik erg sceptisch tegenover
wiskunde D, het nieuwe vak in de bovenbouw
van havo en vwo. Door de gekozen structuur
leek het vak gedoemd tot een bestaan in de
marge met kleine, en dus dure, klassen. Daar-
om had mijn eigen school bijvoorbeeld al lang
geleden besloten het vak niet aan te bieden.
Hoewel ik dit probleem zeker niet wil baga-
telliseren, blijken er over wiskunde D sinds
de invoering juist ook veel mooie dingen te
melden. Bij mijn werkzaamheden voor het
projectteam van cTWO heb ik te maken met
veel enthousiaste wiskunde D-docenten, ac-
tieve steunpunten van hogescholen en uni-
versiteiten en een gestage groei van inspire-
rend lesmateriaal. Daarnaast heb ik het afge-
lopen voorjaar op mijn eigen school bij wijze
van experiment toch les mogen gegeven in
twee wiskunde D-modulen: complexe getal-
len en cryptografie. Hoewel deelname geheel
vrijwillig was en leerlingen er in materieel op-
zicht slechts een certificaat aan overhielden,
was de belangstelling groot. Het fanatisme en
enthousiasme waarmee deze leerlingen be-
zig zijn geweest, vormt voor mij de belangrijk-
ste indicatie dat wiskunde D op school een
mooie plaats kan en moet innemen. En ook
voor mijn schoolleiding is het reden om in-
voering serieus te heroverwegen. Na een kor-
te beschrijving van wiskunde D, zal ik uitge-
breider ingaan op de genoemde positieve en

negatieve aspecten van het nieuwe school-
vak.

Nieuwe vakken

De bovenbouw van het voortgezet onderwijs
is opgedeeld in vier profielen. In plaats van
de vrije vakkenkeuze van vroeger kiest een
leerling nu (ten minste) één profiel. Gekop-
peld aan zo’n profiel zijn een aantal verplichte
vakken en een aantal vakken waaruit de leer-
ling een keuze moet maken [1]. Voor de exacte
studies is het profiel Natuur-en-Techniek het
relevantst. Het profielsysteem bestaat vanaf
het eind van de jaren negentig, maar in 2007
heeft een herziening plaatsgevonden van de-
ze zogenaamde Tweede Fase, waarbij de vak-
ken en de profielstructuur op de schop zijn ge-
gaan. Op het havo heeft afgelopen jaarde eer-
ste lichting het diploma behaald in dit nieuwe
systeem; voor het vwo is dat komend voorjaar
het geval.

Wiskunde D is bij de herziening van 2007
ingevoerd. Voorheen kende het Natuur-en-
Techniekprofiel het verplichte vak wiskun-
de B1,2. Dit was een omvangrijk vak met,
naast veel analyse, uitgebreid aandacht voor
bijvoorbeeld meetkunde, kansrekening en
statistiek. Hiervoorin de plaats is het vak wis-
kunde B gekomen. Dit vak is kleiner: wiskun-
de B1,2 op het vwo telde bijvoorbeeld 720 stu-
dielasturen, wiskunde B slechts 600. Boven-

dien werd het vak samengevoegd met het
oude B1, hetgeen betekent dat het nieuwe
wiskunde B ook bestemd is voor leerlingen
in het minder ‘harde’ bétaprofiel Natuur-en-
Gezondheid. Gevolg van deze urenreductie
is dat er in de stof is gesneden [2]. Uiter-
aard leidde dit tot veel politieke ophef en
als ‘lapje voor het bloeden’ is toen wiskun-
de D ingevoerd als keuzevak dat leerlingen
naast wiskunde B mogen volgen. De totale
studielast wiskunde op het vwo komt daar-
mee op 1040 uren. Anders dan bij B1,2 zijn
scholen niet verplicht het vak aan te bieden;
en leerlingen zijn niet verplicht het vak te kie-
zen —tenzij de school geen andere keuzevak-
ken aanbiedt.

De klassengrootte van Wiskunde D is in het
algemeen klein, omdat het een keuzevak is
met een beperkte doelgroep. Om hier aan te-
gemoet te komen, worden tal van construc-
ties uitgeprobeerd, zoals het combineren van
jaarlagen of het gemeenschappelijk aanbie-
den van het vak door meerdere scholen of
zelfs aan hogescholen en universiteiten. Voor
het vak wiskunde D is het extra nadelig dat er
in 2007 ndg een bétavak is ingevoerd: Natuur,
Leven en Technologie (NLT). Dit vak is aantrek-
kelijk voor scholen om in te voeren, omdat het
inspeelt op de trend van vakintegratie. Boven-
dien bedient het een grotere groep leerlingen,
omdat het ook een keuzevak voor het profiel
Natuur-en-Gezondheid is. We komen later nog
op dit vak terug.

Overigens wil ik hier wel een duidelijk po-
sitiefaspect noemen van de hervormingen uit
2007: in alle wiskundevakken is meer nadruk
komen te liggen op algebraische vaardighe-
den. In de praktijk blijkt duidelijk dat dit tot
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betere resultaten bij leerlingen leidt [4-5]. Ik
verwacht dat dit effect op hogescholen en,
vanafvolgend jaar, op universiteiten duidelijk
zal blijken bij de eerstejaarsstudenten.

Keuze

Gek genoeg is er geen registratie van wiskun-
deD-scholen, zodat het niet bekend is op hoe-
veel scholen het vak wordt aangeboden. De
enige betrouwbare cijfers komen uit een om-
vangrijk onderzoek [3] uit 2007, waaruit blijkt
dat 70% van de scholen het vak op het vwo
aanbiedt en 50% op het havo. Uit de opkomst
bij wiskunde D-bijeenkomsten trek ik de voor-
zichtige conclusie dat dit percentage redelijk
constant is gebleven.

Kritiek punt in de keuze van leerlingen is
de voorlichting. Vaak moet de keuze voor wis-
kunde D al in klas 3 gemaakt worden, waar
het voor docenten al moeilijk genoeg is om
het verschil tussen wiskunde A en B uit te leg-
gen — laat staan dat de decaan (de studie-
voorlichter), veelal zonder béta-achtergrond,
de opdeling helder voor ogen staat. Boven-

dien ontdekken de meeste leerlingen pas in
klas 4 hoe groot hun affiniteit met wiskun-
de is: het vak wiskunde in de onderbouw is
helaas niet substantieel genoeg om goed op
niveau te differentiéren. In het experiment op
mijn school kozen leerlingen pas halverwege
klas 4 of 5 (het was een gemengde groep, die
vrijwel geheel bestond uit vwo’ers) voor het
vak, na persoonlijk te zijn benaderd door de
docent. Achteraf vertelden leerlingen dat ze
voor de uitdaging gingen en dat ze nieuws-
gierig waren naar wiskunde buiten de “saaie,
eentonige stof” uit wiskunde B. Ik vermoed
dat de geprivilegieerde status van de door
ons gekozen structuur ook een rol heeft ge-
speeld. De reacties over de inhoud waren na
afloop unaniem positief. Wat zeker meehielp
was dat sommigen naar een open dagvan de
TU Delft waren geweest en daar werd hen wis-
kunde D aangeraden. Zie hier het belang van
goede PR.

Naast studievoorlichting vervullen univer-
siteiten nog een mooie rol: de netwerkfunc-
tie. Bijna alle universitaire wiskundefacultei-

ten hebben, soms samen met hogescholen,
regionale steunpunten opgezet. Vanuit de-
ze steunpunten worden bijvoorbeeld bijeen-
komsten voor docenten georganiseerd, les-
modulen gemaakt en ondersteund, nascho-
ling en gastlessen verzorgd en leerlingactivi-
teiten aan het instituut aangeboden. Uiter-
aard zijn er tal van organisatorische obsta-
kels, maar mijn algemene indruk van deze
steunpunten is erg positief; iets wat ik ook
bij collega-docenten merk. Alleen voor na-
scholing valt de animo tegen. De activiteiten
van steunpunten staan vaak goed weergege-
ven op hun sites, bereikbaar via de site van
cTWO [7]. Op deze site staat ook het overzicht
van alle modules die uit de steunpunten ko-
men.

Op het havo is de toestand veel zorgwek-
kender dan op het vwo. Het vak is bij leer-
lingen niet populair. Tegenover 20 vwo’ers
stonden op mijn school bijvoorbeeld 2 gein-
teresseerde havo-leerlingen. Ik zie hier drie
redenen voor. Ten eerste spreekt het abstrac-
te, puzzelachtige karakter van wiskunde D de

Foto: Nevit Dilmen
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meeste havo-leerlingen niet genoeg aan. Op
het havo lijkt op veel scholen wiskunde D het
daarom af te leggen tegen het veel prakti-
scher ingestelde NLT. Ten tweede blijkt dat
veel havisten al vastlopen in het overladen
wiskunde B-programma (zie een recent on-
derzoek in [8]). Ten derde valt het hbo veel
te verwijten. Anders dan op de universiteiten
zijnin het hbo vrijwel alle vakgroepen wiskun-
de opgedeeld en wegbezuinigd. Hierdoor ver-
loopt inmenging uit het hbo met wiskunde D
moeizaam — al zijn er gunstige uitzonderin-
gen. Bovendien zijn in de strijd om de stu-
denten de toelatingseisen z6 laag gemaakt,
dat er nog maar één hbo-studie is waarvoor
wiskunde B verplicht is [9]: de lerarenoplei-
ding wiskunde. Bedrijfswiskunde, bouwkun-
de, technische natuurkunde, etc., kunnen ge-
woon gekozen worden met een Natuur-en-
Gezondheidprofiel met wiskunde A, waarbij
(op havo) zowat de enige algebraische vaar-
digheid die aan bod komt het oplossen van
lineaire vergelijkingen is [10]. Voeg daaraan
toe dat ook natuurkunde voor geen enke-
le opleiding meer als verplichte voorkennis
geldt (NLT is voldoende) en het hbo heeft naar
mijn mening alle recht van spreken verloren
als het gaat om het niveau van eerstejaars
bétastudenten.

Lef

Wiskunde D kent geen centraal eindexamen
en docenten krijgen daardoor veel vrijheid
het vak naar eigen goeddunken in te vul-
len. Vanuit dit oogpunt zijn de eindtermen
in [6] (het bindende document waarin de vak-
inhoud wordt voorgeschreven) dan ook erg al-
gemeen geformuleerd. Onderwerpen dieinie-
der geval aan bod moeten komen zijn op het
havo kansrekening en statistiek en voortge-
zette analyse en op het vwo kansrekening en
statistiek, codrdinaatmeetkunde en dynami-
sche systemen (zowel discreet als continu).
Docenten kunnen daarnaast kiezen voor een
‘samenwerkingsmodel’ met het hoger onder-
wijs. De onderwerpskeuze is dan verder vrij
en het is aan de docent hoe hij de samenwer-
king invult. Een populair onderwerp voor vwo

Referenties

1 Zie ‘Schema’s Vernieuwde Tweede Fase’ op
www.tweedefase-loket.nl/downloaden

2 Eenoverzicht van de inhoudelijke wijziging van
alle wiskundeprogramma’s havo/vwo staat in
het Verschildocument, te vinden op www.ctwo.
nl onder ‘publicaties’.

3 Tweede Fase Adviespunt: ‘Vernieuwde Tweede
Fase, de start in cijfers’, december 2007. Te vin-
den op www.tweedefase-loket.nl

4  Projectteam cTWO: ‘Rapport tussenevaluatie
van de 2007-programma’s wiskunde havo/vwo’

is bijvoorbeeld complexe getallen (dat overi-
gens een verplicht onderwerp is als niet voor
samenwerking wordt gekozen).

Wiskunde D biedt veel vrijheid. Dat is
nieuw voor wiskundedocenten en niet ieder-
een vindt dat even makkelijk. Het is daarom
fijn dat de grote methoden schoolboeken voor
wiskunde D hebben gemaakt die als leidraad
kunnen dienen. Niet alle onderwerpen zijn
daar even gelukkig in terecht gekomen. Er is
bijvoorbeeld veel kritiek op het te lage niveau
van de kansrekening en statistiek. Dit valt de
uitgevers en auteurs overigens niet aan te re-
kenen, want ze moesten werken onder grote
tijdsdruk. De uitgevers hebben nieuwe edities
aangekondigd en lijken zich de kritiek aan te
trekken.

Toch is de charme van wiskunde D juist dat
er ook eens buiten het boek gewerkt wordt.
Sommige docenten hebben zelfs het boek
helemaal aan de kant gezet en werken ge-
heel met losse modules. Gezien de openheid
van de eindtermen is dat geen probleem. Het
vraagt wel lef en tijd van de docent en een
goed overzicht van de onderwerpen. Om hulp
te bieden, is er een idee om een centrale da-
tabank van schoolexamens voor wiskunde D
te maken. Deze schoolexamens zouden geza-
melijk door docenten uit voortgezet en hoger
onderwijs gemaakt kunnen worden en kun-
nen worden gecertificeerd. Met dit idee is tot
nu toe nog niets gedaan.

Toekomst

Is wiskunde D relevant voor bétaleerlingen? Ik
vind van wel. Ten eerste is basale kennis van
bijvoorbeeld statistiek en differentiaalverge-
lijkingen belangrijk. Daarnaast is het voor
leerlingen goed dat ze al eens in contact ko-
men met vervolgstudies; een argument dat
overigens ook opgaat voor docenten! Samen-
werking tussen voortgezet en hoger onderwijs
is een speerpunt in het Nederlandse onder-
wijsbeleid van de afgelopen jaren en met wis-
kunde D krijgt dit op een concrete en vrucht-
bare manier gestalte. Ten slotte heb ik zelf ge-
merkt hoe leerlingen nieuwsgierig zijn en het
leuk vinden om bij een vak eens in het diepe

(februari 2009). Te vinden op www.ctwo.nl on-
der ‘publicaties’

5 Hielke Peereboom: ‘Hoe staat het met de al-
gebraische vaardigheden in de Tweede Fase?’
Euclides 8, juli 2009, pp. 292-295

6 Deexamenprogramma’s met daarin de eindter-
men zijn o.a. te vinden op www.ctwo.nl .

7  Kijk op www.ctwo.nlonder het kopje ‘Wiskunde
D’

te worden gegooid met grotere, open proble-
men. Dat is iets wat het dichtgetimmerde, ge-
heel op het eindexamen gerichte wiskunde B
niet kan bieden.

Er bloeien, met name op het vwo, mooie
dingen op rondom wiskunde D. Bijeenkom-
sten voor docenten worden vaak goed be-
zocht en het lijkt erop dat docenten steeds
meer ontdekken wat er allemaal kan met het
vak. De klassengrootte is een groot punt van
zorg. Veel staat of valt met een goede voor-
lichting in de derde en vierde klas.

Op dit punt moet de concurrentie met NLT
niet worden onderschat. Indien mogelijk lijkt
het mij het verstandigst om op twee paarden
te wedden: probeer modules te maken die ge-
schikt zijn voor zowel wiskunde D als NLT. De
wiskundecomponent in de huidige gecertifi-
ceerde NLT-modules is naar mijn oordeel vaak
belabberd. Toch biedt NLT voldoende ruimte
voor leerzame, toegepaste wiskunde en zijn
er ook vaak wiskundedocenten bij het vak be-
trokken. Nadeel is wel dat NLT ook gekozen
kanworden metwiskunde A. Dit maakt het bij-
na noodzakelijk om de wiskunde in een NLT-
module gedifferentieerd aan te bieden: Met
B-leerlingen kan dieper op analyse en meet-
kunde worden ingegaan, terwijl A-leerlingen
al kennis hebben van kansrekening en statis-
tiek. Hetis maar de vraag of hiereen vorm voor
kan worden gevonden die ook onderwijsbaar
is.

Er is voor hogescholen en universiteiten
een belangrijke taak weggelegd: in de stu-
dievoorlichting, in de contacten met docen-
ten en in de ontwikkeling van lesmateriaal.
Ik roep iedereen uit het hoger onderwijs op
eens een wiskunde D-bijeenkomst te bezoe-
ken: bijvoorbeeld die van het regionale steun-
punt of de landelijke wiskunde D-dag die aan
het eind van ieder schooljaar georganiseerd
wordt. Alleen met blijvende inzet en enthou-
siasme van docenten uit het voortgezet én ho-
ger onderwijs, kan wiskunde D uitgroeien tot
het ideale vak voor béta-georiénteerde leer-

lingen. o

8 Gerard Koolstra en Marja Bos: ‘Enquéte con-
tacttijd; samenvatting van de resultaten’,
WiskundE-brief 496, 31 mei 2009. Te vinden op
www.wiskundebrief.nl

9 Bijlage D van de Regeling nadere vooropleid-
ingseisen hoger onderwijs 200y, laatst gewi-
jzigd op 23 februari 2009. Te vinden op www.
cfi.nl onder kenmerk HOenS/BS-2009/104932

10 CEVO: Wiskunde A havo, Syllabus centraal exa-
men 2010. Te vinden op www.examenblad.nl
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Ode aan het getal 43

leder mens is uniek, en ieder getal is dat ook. Naast de overvloedige belangstelling voor
wereldberoemde getallen zoals T, is er over elk natuurlijk getal wel iets interessants te melden,
als men maar goed zoekt. In deze bijdrage zet Hendrik Lenstra het getal 43 uitgebreid in het

zonnetje.

In mijn Californische tijd gebeurde het een
keer dat het gebied waar ik woonde en werk-
zaam was een ander netnummer kreeg: in
plaats van 415 was het voortaan 510. De-
ze dramatische ingreep in het leven van mil-
joenen telefoongebruikers was voor een em-
ployé van de Oakland Tribune aanleiding ons
Department of Mathematics te bellen met de
vraag wat voor goeds er over het nieuwe num-
mer te melden viel. Direct greep ik mijn exem-
plaarvan David Wells’ The Penguin dictionary

Figuur 1. Met translaties van deze uit 43 zeshoekjes
samengestelde rozet kan men het platte vlak bete-

gelen. Schrijven we p = e2™/3_ dan zijn de middel-
punten van deze zeshoekjes de 43 elementen «x van
deringZ[p]l = {a+bp : a,b € Z} met de eigenschap
& < 13. Deze 43 elementen representeren de rest-
klassen van Z[p] modulo het ideaal (6 — p). De ring
Z[p]/(6—p) kan men identificeren met de ring Z/43Z
van gehele getallen modulo 43; in het zeshoekje met
middelpunt « staat de restklasse modulo 43 waar «
mee correspondeert.

of curious and interesting numbers [14] van de
plank, met het tevreden gevoel dat ik de aan-
schafprijs van dit speelse boekje terecht bij
de beroepsonkosten had gerangschikt. Het
stelde mijn verwachtingen echter teleur: het
getal 510 stond er niet in, en we moesten zelf
wat bedenken. We maakten de reporter geluk-
kig met de mededeling dat het voor n = 510
mogelijk is een regelmatige n-hoek met pas-
ser en liniaal te construeren, en dat getallen
met deze mooie eigenschap dun gezaaid zijn;
datn =512 enn =514 erook bij horen, heb-
ben we maar voor ons gehouden.

Het is Wells niet kwalijk te nemen dat niet
ieder natuurlijk getal in zijn opus voorkomt.
Naar men zegt probeert hij dit goed te ma-
ken door het kleinste dat ontbreekt steeds in
de volgende druk op te nemen, zodat aan het
eind dertijden alle natuurlijke getallen als cu-
rious of interesting te boek zullen staan. Het
getal 43 valt de twijfelachtige eer te beurt het
kleinste te zijn dat men in mijn eerste druk uit
1986 niet aantreft. Omdat ik het onder mijn
persoonlijke vrienden tel, wil ik een poging
tot rehabilitatie wagen. Figuur 1 vormt van de-
ze poging een bescheiden begin.

Euclides’ recept

Aan het welbekende bewijs van Euclides dat
eroneindigveel priemgetallen bestaan (zie Fi-
guur 2), ontleent men het volgende recept om
getallen te genereren. Uitgaande van een ein-
dige verzameling S van natuurlijke getallen,

vormt men het product van alle getallen in S,
telt hier 1 bij op, en voegt het aldus verkregen
getal aan S toe. Met de nieuwe S begint men
weer van voren af aan. Neemt men de lege
verzameling als startpunt, dan krijgt men vol-
gens dit recept achtereenvolgens de getallen

2, 3, 7, 43, 1807, 3263443,
10650056950807, ... .

We zullen het nde getal in deze rij met Ey
aangeven, bijvoorbeeld

E4=(1+1)-((1+1)+1)-
((1+1)-((1+1)+1)+1)+1=43.

De lezer die op grond van Euclides’ bewijs
meent dat de getallen E,, allemaal priem zijn,
en de eerste vier inderdaad als zodanig her-
kent, wordt uitgenodigd het product 13 x 139
uit te rekenen en te concluderen dat het ge-
tal 43 het eind van een illusie markeert. Het
getal 3263443 is weer een priemgetal, maar
misschien wel het laatste in derij. De lezer die
opmerkt dat E,, voor n > 2 alternerend 7 en
43 modulo 100 is, wordt voor meer gegevens
naar Tabel 3 verwezen.

Men komt de getallen E, tegen bij het
bestuderen van Egyptische breuken. Een
Egyptische breuk is een getal dat geschre-
ven is als som van stambreuken, waar-
bij een stambreuk per definitie de in-
verse van een positief geheel getal is.
Een voorbeeld van een Egyptische breuk
is 1/4 + 1/5 + 1/120. Een ander voor-
beeld, met dezelfde waarde 11/24, is 1/3+
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Figuur 2. Propositie 20 uit het negende boek van de Elementen van Euclides en het begin van zijn bewijs,

volgens de editie van Peyrard [6]

1/8. In het proefschrift [13] van Kurt Vogel
leest men hoe zulke breuken in de rekenkun-
de van de Egyptenaren figureerden. Het ging
hun natuurlijk om eindige sommen van stam-
breuken, maar hier kijken we eerst naar on-
eindige.

Stel dat men 1 wil schrijven als som
van een oneindige rij stambreuken 1/m,.
Dan kan men mj, mpy, ... met de volgen-
de ‘gretige’ methode bepalen: kies steeds,
als my, ..., my_1 al gekozen zijn zodanig
dat 1/m; +...+1/myu—1 < 1, de grootste
stambreuk 1/m,, waarvoorgeldt1/m; +...+
1/my—1 +1/my < 1. Dit geeft achtereenvol-
gens1/my;=1/2,1/mx=1/3,1/m3=1/7,
en met inductie ziet men gemakkelijk in dat
de getallen m, identiek zijn met de getal-
len Ey. De rij (En)y-; is dus de ‘lexicogra-
fisch kleinste’ oplossing van de vergelijking
1 = 3,_1/xy in positieve gehele getallen
xn (zie ook Figuur 4).

0ok bij eindige Egyptische breuken met
waarde 1 hebben de getallen E, een extre-
me eigenschap. Voor elke positieve gehele t
heeftmen 1 = (3, 1/En) +1/(E; — 1), bij-
voorbeeld1 =1/2+1/3+1/7+1/43+1/1806.
Het is een leerzame opgave om te bewij-
zen dat voor elke vaste t de vergelijking 1 =
1/my +...+1/m; maareindig veel oplossin-
gen in stambreuken 1/m; heeft. Veel lastiger
is het om aan te tonen dat de grootste m; die
bij deze oplossingen optreedt, gelijk is aan
Ef—1.Dus,alsl=1/m; +1/mo+1/mz+
1/mg4 + 1/ms, dan is elke m; ten hoogste
1806. Dit werd bewezen door Curtiss [1].

De net genoemde resultaten hebben een
leuke toepassing in de groepentheorie, die
het eerst door Landau [3] is opgemerkt. Twee
elementen g en h van een groep G noemt
men geconjugeerd als er een x in G is met
g =x-h-x"1. Het gaat hier om een equi-
valentierelatie op G, waarvan de equivalen-
tieklassen de conjugatieklassen van G heten.
Stel nu dat de groep G eindig is. Dan zijn
er ook maar eindig veel conjugatieklassen,
zeg Cy, ..., Ct. Op een college groepenthe-
orie leert men dat voor elke i het aantal ele-

menten #C; van C; een deler van #G is, zeg
#G =m,; - #C;. Omdat de C; een partitie van
G vormen, geldt #G = #Cy + ...+ #C;. Deelt
men deze relatie door #G, dan vindt men
1=1/mi+...+1/m;.Hiermeeis 1 geschre-
ven als som van evenveel stambreuken als er
conjugatieklassen in G zijn. Omdat één van
de C; alleen uit het eenheidselement van G
bestaat, komt 1/#G onder deze stambreuken
voor. De zojuist genoemde leerzame opgave
impliceert dus dat er voor vaste t maar eindig
veel mogelijkheden voor #G zijn, en vanwege
het preciezere resultaat van Curtiss geldt zelfs
#G < E; —1.Voor1 < t < 12 is de grootste
#G in feite gelijk aan

1, 2, 6, 12, 60, 168, 360, 720,
2520, 20160, 29120, 443520,

respectievelijk, zie [11]. Men krijgt de indruk
dat de ongelijkheid #G < E; — 1 nog aanzien-
lijk verscherpt kan worden. Dat dit inderdaad
het geval is, heeft Pyber met behulp van de
classificatie van eindige simpele groepen be-

"-.\

Figuur 4. Nestor Romeral Andres heeft een mooie
manier bedacht om de identiteit >,,51 1/En = 1
meetkundig te verbeelden (zie [11]). De linkeronder-
hoek van het laatste vierkant op elke rij ligt op de

grafiek y = x +x~1 - 2,

wezen [8]. Voor oneindige groepen liggen de
zaken heel anders: met resultaten die men bij
Serre [9, Ch. |, §1.3 en §1.4] aantreft, kan men
voor elke gehele t > 2 een oneindige groep
met precies t conjugatieklassen construeren.
Hiermee hebben we het getal 43 echter wel
uit het oog verloren.

We keren terug tot de elementaire getal-
theorie, en beschouwen een door Birkhoff ge-
suggereerde vraagstelling [2]. Laat n een po-
sitiefgeheel getal zijn. Als a, b, ¢, d gehele ge-
tallen zijnmeta = b mod nenc = d mod n,
dan geldtooka+c=b+dmodnena-c=
b - d mod n. Als gevolg hiervan kan men op
zinvolle wijze de som en het product van twee
restklassen modulo n definiéren. Kan men
ook machtsverheffing voor restklassen modu-
lo n definiéren? Met andere woorden, als a,

n basis 10 basis 2 basis 5
1 2 10 2
2 3 11 3
3 7 111 12
4 43 101011 133
5 1807 100001111 24212
6 3263443 111010011 313412233
7 056950807 000010111 034411212
8 361000443 111111011 404003233
9 485195807 000011111 202231212
10 645185443 110100011 131413233
11 213920807 000100111 230431212
12 453610443 111001011 111013233
13 545045807 100101111 012431212
14 183235443 101110011 402013233
15 388170807 000110111 332431212
16 018860443 110011011 312013233
17 291295807 000111111 032431212
18 884485443 101000011 412013233
19 994420807 001000111 032431212
20 400110443 101101011 412013233

Tabel 3. Bij het bestuderen van patronen in de eindcijfers van de getallen Ey, in het tientallig stelsel, ligt het
voor de hand ook naar de eindcijfers in basis 2 en basis 5 te kijken. Beide gevallen tonen een heel verschillend
gedrag. De rijen (E2y—1)5-7 en (E2n)y—; convergeren 5-adisch naar de beide 5-adische wortels uit —1, maar
2-adisch zijn de getallen (En)y,>1 gelijkverdeeld over de restklasse 3 mod 4. Voor elke n > 1 heeft Ej, + 1

precies twee factoren 2 meerdann — 1.
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Figuur 5. Deze illustratie laat zien hoezeer de on-
dergroep (2,3) van (Z/4312)* uit het lood ligt. In
perspectief ziet men de grafiek van f(x) = #{n €
Z:0 < n < x, (mmod431) € (2,3)} voor
0 < x < 431. Omdat één op de tien elementen
van (Z/4312)* tot (2, 3) behoort, zou men verwach-
ten dat f(x) dichtbij x/10 ligt, waarvan de grafiek
door de diagonaal gegeven wordt. De grafiek van
f(x)—x/10, die men niet-perspectivisch ziet, toont
evenwel anders. Het middelste element van (2, 3)
komt men al op een kwart van het interval tegen.
Men krijgt g(x) door (2,3) te vervangen door zijn
nevenklasse 26 - (2,3), die veel gelijkmatiger ver-
deeld is.

b, c, d gehele getallen zijn meta = b mod n
enc = d mod n, enc end positief, heeftmen
dan ook a¢ = b% mod n? Voorbeelden tonen
aan dat men deze conclusie niet in alle geval-
len kan trekken, maar er zijn waarden voor n
waarvoor dit toch kan, onafhankelijk van de
keuzevana, b, c en d. Zulke getallen n zullen
we, de betekenis van het woord d0vauig in-
dachtig, dynamisch noemen. We gaan, in het
voetspoor van Dyer-Bennet (zie [2; 10, Ch. VI,
§6] maar ook [5]), alle dynamische getallen
bepalen.

Neem aan dat n dynamisch is, en laat p
een priemdeler van n zijn. Kiezen we a =
b =p,c=n+1,d =1, dan blijkt uit
a® = b4 mod n datn een delervan p™+! —p
is, en daarom maar een enkele factor p bezit.
Bijgevolg is n kwadraatvrij, dus n = [ ,ev p

voor een of andere eindige verzameling V van
priemgetallen. We bewijzen nu de opmerkelij-
ke formule

[l a

acv,q<p

p-1= voorelke p € V.

Hiertoe nemen we voor a een primitieve wor-
tel modulo p,enb =a,c=n+1,d = 1.
Uit a¢ = b4 mod n volgt dan a” = 1 mod p,
dusp—1deeltn =[] ey gendaaromp—1=
[14ev, a voor een zekere deelverzameling V,,
van V. Omdat alle priemdelers van p — 1 klei-
ner dan p zijn, geldtg € V, = g < p. Om
de verlangde omkering hiervan te bewijzen,
voorp, q € V, passen we een dubbele induc-
tie toe, die ons in staat stelt aan te nemen dat
voor kleinere p de omkering waaris, en ook bij
dezelfde p voor kleinere q. Dan bevat V;, om
te beginnen alle priemgetallen in V die klei-
ner dan q zijn, en deze hebben productg — 1.
Zou q niet in V}, zitten, dan zouden de andere
r €V, allemaal groter dan q zijn, en wegens
q € Vy zoumendanr = 1 mod q krijgen, zo-
datp—1=(@—-1-Ilrev,\v, ¥ =-1mod g
enp = 0 mod g, een kennelijke tegenspraak.

Als we met py, ..., p+ de priemfactoren
van het dynamische getal n aangeven, stij-
gend gerangschikt, dan kunnen we de net be-
wezen opmerkelijke formule ook als volgt uit-
drukken:

pi=1+]]p;

J<i

voorallei < t.

Met andere woorden: de p; worden door het
recept van Euclides gegeven! Dan moet p; =
E;voorallei < t. Omdat Es5 niet een priemge-
talis, geldt dit niet voor i = 5, dus we hebben
t < 5. Voor n blijven er dan maar vijf moge-
lijkheden over, namelijk de getallen E¢4; — 1
voorO <t <5:

n e {1,2,6,42,1806}.

De lezer mag zelf, met de kleine stelling van

#{p <109 : #{p <109:

n i(p)=n} 50847533 - 1y Jjp)=n} 50847532 - sp
1 19014787 19014730,57 35467375 35466222,65
2 14261183 14261047,93 10430967 10431241,95
3 3381013 3380396,55 2008321 2008979,93
4 2377108 2376841,32 1043450 1043124,20
5 961678 960744,28 355482 355378,72
6 2534422 2535297,41 502717 502244,98
7 454193 454309,14 120982 120692,23
8 1782836 1782630,99 304163 304244,56
9 375048 375599,62 74271 74406,66
10 719997 720558,21 104372 104523,15
11 172816 173005,36 29219 29313,13
12 422427 422549,57 125176 125561,25
>13 4390025 4389822,05 281037 281598,60

Tabel 6. Er zijn 50847534 priemgetallen p met p < 109. Voor elke n > 1 is bij deze priemgetallen de kans op
i(p) = n duidelijk groter dan de kans op j(p) = n. Beide kansen zijn goed in overeenstemming met het in het

kader rechts geformuleerde vermoeden.

Fermatin de hand, nagaan dat deze vijf getal-
len inderdaad dynamisch zijn. De conclusie
is dat er precies vijf dynamische getallen be-
staan. We hadden er zeven gehad als 1807,
welbeschouwd een groter ongeluksgetal dan
zijn factor 13 (zie [7]), niet samengesteld was
geweest. Het heeft in ieder geval niet gelegen
aan onze held 43, die hiermee de grootste
priemfactor van het grootste dynamische ge-
tal is geworden.

Curieuze congruenties

De restklasse (—2 mod 33) behoort tot de ver-
zameling van 9 restklassen (a mod 33) waar-
voor de congruentie a = 1 mod 3 geldt. De-
ze verzameling vormt een groep onder ver-
menigvuldiging, dus de stelling van Lagrange
uit de groepentheorie vertelt ons (-2)° =
1 mod 33. Op dezelfde manier toont men aan
(-3)* = 1 mod 24. Deze beide feiten implice-
ren dat het getal 29 — 3% + 1 deelbaar is door
zowel 24 als 33, dus eveneens door hun pro-
duct 2% - 33, Omdat 29 — 3% + 1 positiefis, en
wegens 29 < 23.33 ook kleiner dan tweemaal
24.33,is het gelijk aan 24 - 33, Zo hebben we
de treffende identiteit

29 _34=24.33_1

geconstrueerd, die het startpunt van onze
bespiegelingen vormt. Beide zijden zijn in
feite gelijk aan 431. Kennelijk geldt 29 =
34 mod 431 en 2433 = 1 mod 431, en deze
congruenties schrijven we eenvoudshalve als
gelijkheden

29.374=1,
2t.33 =1,

teinterpreterenin deringZ/431Z, of beter ge-
zegd in de groep (Z/431Z)* van inverteerbare
elementen van deze ring. Het getal 43 doet
nu zijn intrede als de determinant van de ex-
ponentenmatrix (2 ’34). Vermenigvuldigt men
de derde macht van de eerste gelijkheid met
de vierde macht van de tweede, dan vindt
men 243 = 1, en op vergelijkbare wijze krijgt
men 3% =1, 2 = 310, 3 = 213  3llemaal
in (Z/4312)*. In die groep brengen 2 en 3
dus dezelfde ondergroep voort, en die onder-
groep, waar Figuur 5 aan gewijd is, heeft orde
43.

Uit 243 = 1 mod 431 kan men snel opma-
ken dat 431 een priemgetal is. Modulo elke
deler d van 431 met d > 1 heeft de onder-
groep (2 mod d) van (Z/dZ)* voortgebracht
door (2 mod d) namelijk orde 43, zodat geldt
d > 43; elke delergroterdan 1 van431 is dus
groter dan 43, en wegens 432 > 431 is 431
nu een priemgetal.

De connaisseurs onder mijn lezers weten
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misschien wel wat er aan de congruenties
243 =343 = 1 mod 431

zo curieus is. Voor een priemgetal p en een
getal k dat klein is ten opzichte van p is
het niet te verwachten dat 2% en 3% allebei
congruent met 1 modulo p zijn, en de ont-
dekking dat dit voor p = 431, k = 43 toch
gebeurt, is bepaald niet alledaags. Ook het
geval p = 3% — 23 = (215 - 3)/5 = 6553,
k = det(lg ’81) = 117 is een overdenking
waard.

Ter toelichting kijk ik eerst naar machten
van 2 modulo priemgetallen. Toen Fermat dit
in 1640 ook deed, in de context van volmaak-
te getallen, ging hem een groot licht op; “mi
par di veder un gran lume”, schreef hij aan
Mersenne (zie [12, brief XL]). Fermat had ont-
dekt dat de kleinste positieve k met 2k =
1 mod p, waarvoor we d(p) zullen schrijven,
een delerisvan p — 1. Als men een aantal van
deze d(p) uitrekent, bijvoorbeeld

d(s)=4, d(7)=3, d(23) =11, d(431) =43,

dan observeert men dat d(p) doorgaans een
in multiplicatief opzicht tamelijk grote deler
van p — 1 is, in de zin dat het getal i(p) gede-
finieerd door d(p) - i(p) = p — 1 meestal aan
de kleine kant is:

i(5)=1, i(7)=2, i(23) =2, i(431) = 10;

zie ook Tabel 6. Men kan d(p) en i(p) inter-
preteren als de orde en de index van de on-
dergroep (2 mod p) van (Z/p2)*.

Er zijn niet al te veel heuse stellingen
die de timmermanswijsheid onderbouwen
dat d(p) groot is en i(p) klein. Uit 24® =
1 mod p volgt 24) > p + 1, dus

log(p +1)

d(p) = W'

Deze logaritmische ondergrens is voor de
meeste p zeer ver van de waarheid, hetgeen
niet wegneemt dat het gelijkheidsteken geldt
voor vermoedelijk oneindig veel priemgetal-
len p; het gaat hier om de notoire Mersenne-
priemgetallen, die 1 minder zijn dan een
macht van 2. Men heeft bijvoorbeeld d(31) =
5,1(31) =6 en d(8191) =13, i(8191) = 630.
Ook zonder naar Mersenne-priemgetallen te
kijken, kan men oneven priemgetallen p met
d(p) < i(p) bij de vleet vinden, maar dat er
oneindig veel dergelijke priemgetallen zijn, is
nog onbewezen. Ik vermoed dat ook d(p) =
i(p) oneindig vaak voorkomt; alle priemge-
tallen met die eigenschap zijn van de vorm
p = (16m)? + 1, met m een positief geheel
getal, maar m = 1 geeft het enige bekende
voorbeeld.

Laten we de kans dat i(p) gelijk is aan een ge-
geven positief geheel getal n definiéren als
de limiet, voor x — o, van het aantal oneven
priemgetallen p < x met i(p) = n, gedeeld
doorhettotale aantal oneven priemgetallen p
met p < x. Onder aanname van een bepaal-
de generalisatie van de Riemann-hypothese
kan men bewijzen dat de limiet bestaat en ge-
geven wordt door een gecompliceerde formu-
le; aan de hiertoe benodigde “analytische al-
gebraische getaltheorie” heb ik ooit een deel
van mijn proefschrift gewijd (zie [4]). De for-
mule, die menin hetonderstaande kaderaan-
treft, neemt voor elke n een positieve waarde
Ty aan, en er geldt >,,_; v, = 1. Met andere
woorden, men beschikt over een zeer plau-
sibel vermoeden dat inderdaad uitdrukt dat
i(p) doorgaans klein is. Aan de andere kant
kan men, zonder enige onbewezen aanname,
een formule geven voor de kans dat i(p) deel-
baar is door een gegeven getal n. Deze op
analoge wijze gedefinieerde kans is namelijk
gelijk aan 2/(q9(n) . n) of 1/(q9(n) . n) al
naar gelang n deelbaar door 8 is of niet, waar
@(n) de orde van de groep (Z/nZ)* aangeeft.

In het bijzonder kan i(p) willekeurig groot
zijn, en men kan zelfs afleiden dat er een po-
sitieve constante b is met de eigenschap dat
voor elke n geldt

liminf#{p € Px:ilp) = n} >
X—o #Px

e
3
v

S|

waar Px = {p : p priem, 2 < p < x}. Uit
de divergentie van > ,.; b/n volgt nu dat

Figuur 7. Dit is een plaatje van het rooster L =
{m,m) € ZxZ:2"-3M =11in (Z/pZ)*}, voor
p = 431. De determinant d(L) van L, die men
kan definiéren als de index van L in Z x Z, is
gelijk aan de orde van de ondergroep (2,3) van
(Z/pZ)*. De grote zeshoek begrenst de symme-
trische convexe open verzameling V = {(x,y) €
R X R : max{2X,27X,3Y 37Y 2X3Y 2=X37V} <
p + 1}, waarvan de oppervlakte opp V gelijk is aan

. 2
%. Men ziet gemakkelijk in dat L n'V

alleen het punt (0,0) bevat. Volgens Minkowski’s
roosterpuntenstelling, waarvan het bewijs erop be-

rust dat de translaties » + %V van %V over de

punten ¥ € L paarsgewijs disjunct zijn, geldt dan
d(L) = (opp V)/4. De orde van de ondergroep (2, 3)

2
van (Z/pZ)* is dus tenminste %~

de verwachting van i(p) oneindig is. Zo ex-
treem klein is i(p) dus helemaal niet!

De situatie verandert als we 3 in het spel
brengen, en de ondergroep (2 mod p) van
(Z/p2)* vervangen door (2 mod p,3 mod
p), voor priemgetallen p die groter dan 3
zijn. De orde van die laatste groep, die te-
vens de kleinste positieve k met 2k = 3k =
1 mod p is, geven we aan met e(p), bijvoor-
beeld e(431) = 43; het is een deler van
p — 1 die deelbaar is door d(p). De index

Vermoedelijke kansen

Laat i(p) = #(Z/pZ)*/(2 mod p) en
J(p) =#Z/p2)* /{2 mod p,3 mod p),
voor priemgetallen p > 2 enp > 3,
respectievelijk. Voor vaste n voldoet
een willekeurig gekozen p vermoede-
lijk met kans 7, aan i(p) = n en met
kans s, aan j(p) = n. Met het getoon-
de formularium kan men 7, en sy, uitre-
kenen. Het getal 7; staat bekend als de
Artin-constante. In eerste benadering
zijn ¥y, en sy, proportioneel met respec-
tievelijk 1/n2 en 1/n3,voorn — «, en
ergeldt> > | ¥ = > Sn = 1. De cor-
rectiefactoren b, en ¢4 vinden hun oor-
sprong in de identiteiten (T + Cg1)? =
2 en (12 + C13)? = 3, waarbij T, een
primitieve mde machts eenheidswor-
tel aangeeft.

2 _ 4y _
r= ] pifpl 20,373955813619

2
p priem 14
2
71 pc-1
¥Yy=——-hb 5 ==
n =2 " Ygedmng) H p2—p-—1

p priem, p|n

bi=1, bp=1, bs=3, bg=2

B2
si= ] %£0,697501358496

p priem p
3
S1 p’ -1
Sn= 3 Cogdm2a)© | | B =1
i p priem p\np P
120 96 32
ca=1, =175, C4=711g» C8= T3,

1A
6 12
c3=1, ¢c6=7%, Ci2==, Cu=4
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14 Jj(p) e(p) h(p)

5 1 4 0

23 2 11 0,289065
431 10 43 0,612194
6553 56 117 0,845276

11321831 2834 3995 0,958596

Tabel 8. Schriff h(p) = (log j(p))/loge(p), met

e(p) =#(2 mod p,3 mod p) en j(p)=(p—1)/e(p),
voor priemgetallen p > 3. De tabel toont alle p <

6 - 1011 waarvoor h(p) groter is dan alle h(p’)
met p’ < p. Een gedurfd vermoeden zegt dat h
een maximum aanneemt dat groter dan 1 is, met
limsupy, h(p) = 1.

Jj(p) = (p — 1)/e(p) van de ondergroep deelt
i(p). In nog sterkere mate dan voor i(p) en
d(p) het geval is, lijkt j(p) doorgaans veel
kleiner te zijn dan e(p). Tabel 6 spreekt in de-
zen boekdelen. Tastbare stellingen zijn even-
wel opnieuw schaars.

Als analogon van de ondergrens d(p) >
(log(p + 1))/log2 heeft men nu de grotere
maar nog steeds zwakke ondergrens e(p) >
3 - (log(p + 1))2/(4 - (log2) - log3) (zie Fi-
guur 7). Het analogon van de Mersenne-
priemgetallen lijkt te ontbreken, in de zin dat
een oneindige verzameling priemgetallen p
waarop e(p)/(log(p + 1))2 begrensd is, niet
voor het oprapen ligt. Wellicht bestaat zo’n
verzameling helemaal niet. Voor p = 431 is
de gegeven ondergrens voor e(p) ongeveer
36,269654, wat goed in de buurt van de juis-
te waarde e(431) = 43 ligt, en voor p = 6553
is de ondergrens ongeveer 76,057079, terwijl
e(6553)=117.

De beschikbare empirische informatie lijkt
te bevestigen dat j gemiddeld duidelijk klei-
nere waarden aanneemt dan i. Net als in het
geval van i(p), heeft men een plausibele for-
mule voor de kans dat j(p) gelijk is aan een
gegeven positief geheel getal n (zie kader),
en een bewezen formule voor de kans dat j(p)
deelbaar is door n. Die laatste kans bestaat
en is gelijk aan an/(qo(n) . nz), waar a, het
aantal delersvan n onderde getallen 1, 8,12,
24 is. Dit is maar liefst n/2 dan wel n keer zo
klein als de corresponderende kans voor i(p),
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kel dergelijk priemgetal heb ik nog nooit ken-
nisgemaakt, maar de gedachte dat het mis-
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Figuur 9. Met behulp van deze tabel kan men ge-
makkelijk twee elementen van het lichaam Z/43Z =
{0, +1,+2,...,+21} via vectoroptelling vermenig-
vuldigen. In het midden van de tabel bevindt zich de
oorsprong 1. Ten opzichte van de oorsprong heeft
—12 coodrdinaten (1,1), en 13 heeft co6rdinaten
(3,—1). Met de x-codrdinaat rekent men modulo
7, en met de y-codrdinaat modulo 3, dus (1,1) +
(3,-1) = (-3,0). Op positie (-3,0) staat 16, en
dit betekent —12 x 13 = 16 in Z/43Z. De beno-
digde vermenigvuldiging van de tekens doet men
uit het hoofd, evenals vermenigvuldigingen met 0.
Op analoge manier kan men delingen uitvoeren;
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12/13 = —9. De lezer mag zelf ontdekken hoe de
tabel voor het trekken van vierkantswortels te ge-
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Westen vertrok, mijn pad gekruist had. In de
jaren ’7o definieerde F. Gobel de rij (xn)n=0
door xo = 1 en x,, = (1 + 3! xf)/n voor
n > 0, en hij vroeg zich na berekening van
een aantal beginwaarden zoals

x1=2, x2=3, x3=5, x4=10,
x5 =28, x6=154

tevergeefs af of alle getallen x;, geheel zijn.
Het antwoord luidt “nee”; in feite is x, ge-
heel dan en slechts dan als n < 43. Wat dit
interessant maakt, is dat x4» en x43 veel te
groot zijn om zelfs met moderne hulpmidde-
len expliciet uit te rekenen, zodat een indi-
recte aanpak vereist is. De lezer die met de
hand wil verifiéren dat x43 niet geheel is, kan
daarvoor goed de in Figuur 9 getoonde reken-

machine gebruiken. Lo

Nawoord
Met dank aan Peter Kluit, Dirard Mikdad, Willem Jan
Palenstijn, Jan Rozendaal en Cameron Stewart.

11 N.J.A. Sloane, The on-line encyclopedia of in-
teger sequences, published electronically at
(www.research.att.com / ~njas / sequences/ ),
2006.

12 P. Tannery, C. Henry, Oeuvres de Fermat, tome
deuxiéme, Gauthier-Villars, Paris, 1894.

13 K.Vogel, Die Grundlagen der dgyptischen Arith-
metik, Michael Beckstein, Miinchen, 1929.

14 D. Wells, The Penguin dictionary of curious and
interesting numbers, Penguin Books Ltd, Har-
mondsworth, 1986.



Klaas Landsman, Hans Melissen, Wil Schilders

De overval: All Options

NAW 5/10 nr. 4 december2009 245

Klaas Landsman
IMAPP, FNWI

Radboud Universiteit Nijmegen
Toernooiveld 1

6525 ED Nijmegen
landsman@math.ru.nl

Maatschappij

Hans Melissen

EWI

Technische Universiteit Delft
Mekelweg 4

2628 (D Delft
J.b.m.melissen@tudelft.nl

Wil Schilders

W&I

Technische Universiteit Eindhoven
Postbus 513

5600 MB Eindhoven
w.h.a.schilders@tue.nl

De overval: All Options

Het Amsterdamse All Options is een beursbedrijf dat razendsnel en nuchter handelt in opties.
Bij algo-trading laat het bedrijf de handel zelfs geheel over aan computers. All Options heeft
nogal wat wiskundigen in dienst, en NAW is uiteraard benieuwd wat zij aan methoden en
technieken inzetten. Klaas Landsman (RU), Hans Melissen (TUD) en Wil Schilders (NXP, TU/e)

overvielen het bedrijf op 2 juli van dit jaar.

Het logo van All Options straalt ambitie,
agressie en snelheid uit. Een leeuw springt
over een boom heen, ongetwijfeld op jacht
naar een prooi. Allard Jakobs, oprichter, CEO
en grootaandeelhouder van het bedrijf, nam
in januari 2009 na een onderhandeling van
twee uur Saen Options over en streeft binnen
twee jaar naar wereldwijd marktleiderschap.
Alleen al dit jaar wil Jakobs 5o traders aan-
nemen. Wie dat wil worden moet, alleen al
om enige hoop op een sollicitatiegesprek te
koesteren twintig (weliswaar eenvoudige) re-
kenvragen in maximaal twee minuten uit kun-
nen voeren (zie kader). De echte snelle jon-
gens, die het later gaan maken bij het bedrijf
doen dat in 45 seconden, met alles goed na-
tuurlijk. Tenslotte moet een market maker in
de optiebeurs te midden van een groot aan-
tal agressieve concurrenten in een paar se-
conden besluiten wat zijn bied- en laatprijzen
zijn. Een vergissing kan het bedrijf zomaar
miljoenen kosten. Bovendien moet je in de-

A F AllOptions

ze business de nummer één zijn, degene met
de meest aantrekkelijke prijs. Nummer twee
of drie is niet goed genoeg, de tegenpartij zal
altijd kiezen voor nummer één, er wordt niet
meer verdeeld en gegund, zoals vroeger: de
markt is hectisch en onverbiddelijk. En daar-
om worden van de 100 sollicitanten gemid-
deld slechts 10 op proef aangenomen, waar-
van vervolgens nog eens de helft binnen een
half jaar afvalt gedurende de in-house oplei-
ding. Van de 5 overgeblevenen slaagt slechts
een enkeling erin om een goede handelaarte
worden. Eén op de honderd!

Het bedrijf

Op een bloedhete tweede juli togen we’s mor-
gensvroeg, nieuwsgierig en gewapend metde
nodige vragen naar Amsterdam voor een over-
val op dit bedrijf. Sebastian op het Veld, met
wie het NAW contact had gelegd op de Beta
Banenmarkt in Leiden eerder dit jaar, was on-
ze gastheer. Voor de zekerheid stuurden we
nog een sms’je waar we precies moesten zijn,
maarinderdaad, hetwas Beursplein 5. Dithad
in eerste instantie onze verbazing gewekt,
aangezien dit toch de locatie was van de Am-
sterdamse effectenbeurs? Eenmaal aangeko-
men bleek al snel dat de effectenbeurs hier

niet meer zetelt, en dat werd ons ook verteld
door Joost van der Laan, Manager Corporate
Affairs. Nu zagen we, niet alleen in een klein
hoekje, maar overal waar we keken, werkplek-
ken van traders van All Options, sommigen
met g schermen, anderen met 13 en zelfs een-
tje met 16 schermen. Ook dat maakte indruk,
zeker omdat de hectiek die we hadden ver-
wacht uit de tijden van ‘open outcry’ er he-
lemaal niet bleek te zijn. Niemand zat aan
de telefoon, niemand rende door de hal, en
een enkeling leek zelfs te zitten nadenken.
De werkvloer is uitgevoerd in de vorm van een
kantoortuin, zodat er geen barriéres zijn voor
de broodnodige communicatie tussen traders
en guants (zie onder), zowel onderling als met
elkaar. Vooral vanaf de gallerij, waar onze ge-
sprekken plaatsvonden, is dit een mooi, ruim-
telijk gezicht.

Wat ons ook opviel was dat het tijdperk
van de stropdassen en het grijs met bretels
voorgoed voorbij is. Hier lopen jonge men-
sen (onder wie overigens slechts een enkele
vrouw) rond in bij de buitentemperatuur pas-
sende kleding, en zelfs Joost, die toch gas-
ten ontvangt, is dasloos. De profielen op de
website stralen jeugd, dynamiek en sportivi-
teit uit. Hobbies van de medewerkers zijn cy-
cleracing, paragliding, mountain climbing en
scuba diving. Er zijn er gratis lunches, kof-
fie en fris, een eigen fitnessruimte en weke-
lijks komt de masseur langs. Waar vind je nog
zulke werkgevers? Voeg dit bij de geweldige
werkplek in dit mooie gebouw, met zijn kunst-
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voorwerpen en de antieke barbiersstoel, en
enige jaloezie borrelt al direct op!

Eris ook veel veranderd, zo betoogt Joost.
Waar vroeger alles draaide om de handelaar,
gaat het tegenwoordig vooral om een mix van
mensen, systemen en software. Ook de be-
zetting is compleet veranderd. De handelaren
van weleer zouden in de moderne computer-
gestuurde financiéle wereld niet meer kunnen
functioneren, zoals ook de nuchtere traders
van nu niet hadden gepast bij de fysieke hec-
tiek van vroeger. Bovendien zorgt elk zichzelf
respecterend bedrijf ervoor dat er 24 uur per
dag handel gedreven kan worden. All Options
heeft dan ook kantoren in Hong Kong, Chi-
na en Willemstad. In China wordt de bulk van
de software geproduceerd, hoewel de meest
vitale onderdelen nog steeds in Amsterdam
worden geschreven.

De missie van All Options is “to be a
leading global liquidity provider in exchange
listed financial products”. Dit houdt in de
praktijk in dat All Options optreedt als market-
maker op optiebeurzen. Dat is de belangrijk-
ste business van het bedrijf, maar daarnaast
doet het aan algo-trading, ofwel (‘algoritmi-
sche’) statistische arbitrage. Hierbij wordt in-
gespeeld op bijvoorbeeld het plotselinge ont-
staan van grote handelsvolumes of onver-
wachte prijsverschillen, waardoor bij een juis-
te aanpak op vrijwel risicoloze wijze geld kan
worden verdiend; in de financiéle wereld is
dat precies de betekenis van het begrip ‘arbi-
trage’. Omdat de hypothese van de efficiénte
markt (die zegt dat alle relevante informatie al
verwerkt is in de momentane prijzen) in ieder
geval bij benadering geldt, moet daarbij on-
gelofelijk snel worden gereageerd op nieuwe
informatie, zodat de transacties vaak binnen
milliseconden moeten worden uitgevoerd om
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enig positief effect te hebben. Dit kan uiter-
aard alleen als de algo-trading volledig geau-
tomatiseerd is, maar ook moeten de compu-
ters zo dicht mogelijk bij de beurscomputers
staan, bij voorkeur zelfs in dezelfde server-
ruimte. Met deze activiteit betreedt het be-
drijf het terrein van een zware jongen als Jim
Simons, wiens bedrijf Renaissance Technolo-
gies zelfs volledig van dergelijke algo-trading
leeft (zie A Random Walk Down Wall Street,
NAW 5/9, 18-23 (2008)).

All Options werkt geheel voor eigen reke-
ning. Er zijn dus geen klanten, en het is ook
geen broker. De tegenpartij van een market-
maker van het bedrijf kan een particulier zijn,
die bijvoorbeeld transacties doet via Binck of
een andere broker, of een bank. Het bedrijf
heeft schijnbaar weinig last van de crisis. In-
tegendeel; gisteren zijn weer 6 nieuwe mede-
werkers aangenomen, die in het zaaltje naast
ons een begin maken met hun in-house oplei-
ding. Men selecteert vooral econometristen,
hoewel ook toegepast wiskundigen een goe-
de kans maken aangesteld te worden. Joost
vertelt dat men een voorkeur heeft voor MSc
niveau. Eris geen plaats voorwetenschappers
pur sang omdat zij vaak te weinig pragma-
tisch kunnen denken en handelen. Niet de op-
timale oplossing van een probleem is belang-
rijk, maar een oplossing, zolang deze maar
technisch implementeerbaar is en aan de tra-
ders kan worden uitgelegd. PhD niveau is vol-
gens hem dus minder gewenst, hoewel dit vijf
minuten later volledig wordt tegengesproken
als we kennismaken met twee gepromoveer-
de wiskundigen!

Quants
Aangezien het een overval betrof, waren we
natuurlijk vooral geinteresseerd in de meest

Foto: Hans Melissen

waardevolle assets van het bedrijf, zo niet
om mee te nemen dan wel om aan de tand
voelen. Natuurlijk zijn de handelaren cruciaal
voor ieder beursbedrijf, maar deze mensen
handelen, zoals hun naam ook suggereert;
in de huidige tijd is ook een voorsprong op
het gebied van wiskundig doorwrochte han-
delsstrategieén essentieel. Een goede mar-
ket maker heeft een strategie voor de lan-
ge termijn, die hij moet proberen te volgen
door op de korte termijn steeds de juiste be-
slissingen te nemen. Voor beide termijnen is
een gedegen wiskundige onderbouwing no-
dig. Deze wordt verzorgd door de zogenaam-
de guants, ofwel quantitative analysts (scep-
tici zullen, zeker na de kredietcrisis, wijzen
op het Oudnederlandse woord ‘quantelaeer’,
dat volgens Van Dale’s etymologisch woor-
denboek “knoeier, bedrieger” betekent). De
eerste quants werden in de zeventiger jaren
in de V.S. aangesteld en waren voornamelijk
fysici en toegepast wiskundigen. Er speelden
toen drie dingen. Ten eerste kon deze groep
na het afkalven van de enorme investeringen
in de exacte wetenschap na atoombom en
Spoetnik geen vaste baan meer op een uni-
versiteit krijgen. Ten tweede zorgde het olie-
embargo van 1973 voor grote instabiliteiten
op de financiéle markten, waardoor bankiers
de noodzaak van beterrisicomanagement be-
gonnen in te zien (deze les waren ze bij Bear
Stearns en Lehman Brothers 35 jaar later ken-
nelijk weer vergeten). Ten slotte publiceer-
den Black en Scholes in datzelfde jaar hun

De test

Wie bij All Options een kans wil maken

moet kunnen rekenen, goed en snel! En-

kele voorbeelden:

e 143:13=7,

e 8%3%x2=7,

e 7%van300="7

e Vulaan:1,2,4,7,11,16,?

o Een stel heeft twee kinderen die sa-
men 16 jaar zijn, De jongste is 4 jaar
jonger dan de oudste. De moeder is 7
jaar jonger dan haar man. De leeftijd
van de vader is het kwadraat van de
leeftijd van de jongste. Wat is de geza-
menlijke leeftijd van de ouders?

e (79-35)%12—-10%* (169+111)="

Niet echt heel moeilijk, maar het moet

foutloos en razendsnel, om ooit op de

beursvloer achter twaalf computerscher-
men te mogen zitten. Hebt u ambities in
deze richting? Op www.alloptions.nl kunt

u uzelf tegenkomen.
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beroemde formule voor de prijsbepaling van
opties, zodat er ook daadwerkelijk een theo-
rie was die de quants konden gebruiken. Een
aardig overzicht van de quantenwereld (niet
te verwarren met de kwantumwereld!) is My
Life as a quant van Emanuel Derman (Wiley,
2004), helaas enigszins ontsierd door de ij-
delheid van de auteur. Een goede quant be-
heerst volgens Derman tenminste drie gebie-
den: financiéle theorie, toegepaste wiskunde
en programmeren. Een hele goede heeft daar-
boven nog gevoel voor de handel zelf, en hoe
dan ook moet een quant goed kunnen aan-
voelen wat een trader wil en (al of niet) kan.
Het overvalteam sprak twee quants van All
Options: Frangois Myburg en Julien Gosme.
Myburg studeerde in Potchefstroom in Zuid-
Afrika elektrotechniek en toegepaste wiskun-
de, met een specialisatie in signaalverwer-
king. Vervolgens kwam hij terecht op het Stan
Akkermans Instituut van de TU/e, waarna hij
in de groep van Carel-Jan van Driel van Phi-
lips Research promoveerde op het gebied van
de digitale signaalverwerking. Dit leidde als
vanzelf tot een loopbaan bij Philips Applied
Technologies, in eerste instantie op het ge-
bied van de spatial audio coding, maar de fi-
nanciéle wereld trok Myburg uiteindelijk toch
meer aan; eerst bij Saen, en na de overname
nu dus bij All Options. Gosme studeerde infor-
matiewetenschappen in Troyes (Frankrijk) en
promoveerde daar ook op het gebied van de
mathematische signaalanalyse. Ook hij kwam
via Saen bij All Options terecht, en gezamen-

QUANT

Reflections on Physits and Fnance

MANUEL
| DERMAN

My life as a Quant, Emanuel Derman, Wiley (2004), 304 pp.,
ISBN 0471394203

Beursplein 5

De term ‘Beursplein 5’ is nog net niet te vinden in de Dikke Van Dale, maar is zijn oorspron-
kelijke betekenis inmiddels zo ver overstegen dat weinig mensen hierbij aan een adres of
gebouw zullen denken. De oude beurs van Zocher uit 1848, die stond waar nu het gebouw
van de Bijenkorf in Amsterdam staat, was bouwvallig geworden en werd in 1903 vervan-
gen door de nieuwe Beurs van Berlage, ontworpen door Hendrik Petrus Berlage. Dit nieuwe
gebouw bood onderdak aan vier beurzen: de goederenbeurs, de graanbeurs, de schippers-
beurs en de effectenbeurs. Al in 1912 verhuisde de effectenbeurs naar een eigen plek: het
monumentale pand Beursplein 5, ontworpen door architect Jos Cuypers en gelegen aan
het Beursplein tussen de Beurs van Berlage en de Bijenkorf. Grote veranderingen in de
beurswereld leidden er toe dat het gebouw enige tijd leeg stond.

Sinds 1998 is het pand weer bevolkt door de optiebeurs Euronext en sinds 2008 tevens
door Saen Options. Met de overname van Saen heeft All Options ook de historische locatie
geérfd en daar lijken ze helemaal niet ontevreden mee te zijn. De mooie beursvloer van
weleer is nu gevuld met werkplekken van traders en quants, elk achter hun eigen batterij
aan beeldschermen, dit alles in een zeer stijlvolle entourage, een prachtig gewelfd dak met
mooie schilderingen. Aan de muur hangen ingelijste trader jackets, stammend uit de tijd
dat er verschillende bedrijven op deze beursvloer huisden, die herkenbaar waren aan hun
gekleurde jasjes.

Hoewel er wereldwijd inmiddels 24 uur per dag wordt gehandeld is de traditie van
het openen en sluiten van de dag met de gong in ere hersteld en wordt deze handeling

/show107606.html

regelmatig verricht door vooraanstaande gasten en bezoekers.
Een indruk van het interieur krijgt u op www.360gradenpanoramafoto.nl/showcaseo2

lijk doorliepen zij zo’n vier jaar geleden het
normale traject: eerst de interne cursus, ver-
volgens aan de slag als handelaar. Die tak van
sport hielden ze echter na een maand of twee
voor gezien; hun talenten lagen meer in het
onderzoek. Al hebben ze ieder maar 6 scher-
men voor zich op de werkplek, ze voelen zich
niet ondergeschikt aan de traders en merken
op dat dit typisch is voor All Options.

Het is dan ook duidelijk dat mensen met
een achtergrond als Myburg en Gosme nuttig
zijn voor het bedrijf, aangezien het analyse-
ren van tijdsreeksen op de beurs uiteraard
van groot belang is. Ze werken samen met
handelaren, ze doen mee aan de algo-trading
en zelfs denken ze mee over de toekomstige
richting van het bedrijf. Ze spelen daarmee
een centrale rol in de firma. Toen we het be-
drijf verlieten waren de twee quants dan ook
al weer druk in gesprek met een van de vice-
presidenten!

Maar de belangrijkste rol van onze twee
quants blijft toch het ontwikkelen en door-
zien van modellen. Hoewel daar slechts rela-
tief eenvoudige wiskunde voor nodig is (iets
meer dan Calculus; als er al geavanceerde-
re wiskunde wordt gebruikt, houdt men dat
angstvallig verborgen voor de buitenwereld,
zelfs overvallers kunnen niet bij deze infor-
matie!), is toch grondig inzicht noodzakelijk.
Ons word uitgelegd dat de moeilijkheid niet
zozeer zit in de wiskunde zelf, maar in de

kritische analyse van de aannamen die wor-
den gedaan om een bepaald stuk wiskunde
in te zetten. Daar, op het snijvlak van wiskun-
de en praktijk, leveren de quants hun groot-
ste bijdrage. Theoretisch gesproken is kennis
van een boek als Options, Futures, and Other
Derivatives van John Hull (Prentice Hall Se-
ries in Finance, 6de ed., 2008) toereikend, zo
wordt ons verzekerd. Als tijdens het gesprek
de naam Renaissance Technologies valt wor-
den er wat verlegen blikken van bewondering
uitgewisseld tussen de quants. Het wordt dui-
delijk dat All Options nog steeds de ruimte
heeft om op te kijken en te groeien naar de
nog groteren.

Myburg en Gosme beginnen hun dag
meestal niet met het lezen van de Finan-
cial Times of het Wall Street Journal, zoals
de ouderwetse overvallers hadden verwacht,
maar met Bloomberg of het NuclearPhynan-
ce forum (www.nuclearphynance.com). Ook
de site van quantitative finance goeroe Paul
Wilmott wordt vaak geraadpleegd. Dit leidt
meteen tot de vraag of er ook conferenties
worden bezocht, waarop Gosme zijn hand
aan zijn oor brengt, ofwel: ze gaan er enkel
heen om te luisteren. Uitwisseling van erva-
ringen met methoden gebeurt eigenlijk niet,
en er wordt ook niets gepubliceerd. Immers,
je kunt in deze business geen geld verdienen
met standaard methoden, je moet slimmer
of tenminste verder zijn dan je concurrenten.
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De keerzijde van deze medaille is bekend: je
krijgt door deze opstelling natuurlijk ook wei-
nig informatie van anderen, want zij gedragen
zich eender. Het is het aloude adagium, dat
overigens in veel andere industrieén al lang
overboord is gegooid, en daar geleid heeft
tot hechte samenwerkingen tussen concur-
renten. De financiéle wereld is hier kennelijk
nog niet klaar voor, zo lijkt de conclusie.

Het bedrijf is echter niet zo gesloten als
het voorgaande suggereert. Voor bezoeken
van studenten staat All Options open, en men
woont ook her en der in het land evenemen-
ten bij. Er zijn ook studenten die hun sta-
ge doen bij het bedrijf, en hun stageversla-
gen worden zelfs gepubliceerd. Vaak verloopt
dit via DTF (Derivatives Technology Founda-
tion, zie www.tdtf.nl). Op deze manier komt
dus toch wel wat informatie naar buiten. De
DTF organiseert ook een jaarlijks symposium,
waar interessante lezingen worden gehouden
(zoals een aantal jaren geleden door de eer-

Julien Gosme en Frangois Myburg

Foto: Hans Melissen

NO, Sorey,

1 TOW'T Un0w

WHAT HRPPENS
Lo

der genoemde Wilmott, en recent ook door
Wim Schoutens uit Leuven, die in het maart-
nummervan NAW nog een penetrante analyse
schreef over de financiéle crisis).

Je kunt je natuurlijk afvragen of onderzoe-
kers uit een exacte discipline wel gelukkig
zijn binnen een financiéle instelling. Dit wordt
treffend geillustreerd in een beoordeling door
een krant van het eerder genoemde boek van
Derman: “A deep and elegant exploration by
a thinker who moved from the hardest of all
sciences (physics) to the softest of the soft
(finance).” Nu kan men discussiéren over de
vraag welke wetenschap de hardste is, maar
dat de financiéle sector wetenschappelijk ge-
sproken boterzacht is, daar is iedereen het
toch over eens? Het maken van modellen be-
tekent daar immers dat je het gedrag van
mensen modelleert, en niet van planeten of
quarks. Inderdaad is het niet alleen zo dat er
voor menselijk gedrag geen vastgestelde wet-
ten zijn, Myburg betoogt bovendien dat mo-
dellen voor dit gedrag in al hun softheid ook
nog eens voortdurend veranderen. De crisis
van de 30-er jaren was niet die van nu, en in
feite is de hele financiéle wereld vanwege de
automatisering nu totaal anders dan 80 jaar
geleden. Quants moeten daarom vooral prag-
matisch zijn en niet meteen grijpen naar de
meest recente fancy wiskundige technieken.

Maar zijn Myburg en Gosme nu gelukkig in
hun werk? In veel opzichten wel. Ze werken in
een klein team met goed gespreide expertise,
ze leren een hoop nieuwe dingen en het gaat

hier uiteraard om een spannende, snelle we-
reld. De werktijden zijn ook niet honderd uur
per week, zoals je vaak hoort van wiskundi-
gen bij Investment Banks, maar gewoon van
half negen tot zes op doordeweekse dagen.
De enige schaduwzijde die wordt genoemd
is eigenlijk, in het nette jargon van het duo,
“de hoge mate van specialisatie”. Bedoelen
ze dat het allemaal draait om geld zoals in de
film Wall Street: “It’s all about bucks, kid. The
rest is conversation”?

De vice-president

Quants en handelaren zijn natuurlijk drukke
mensen, en normaal zou het niet mogelijk ge-
weest zijn om zo lang met Gosme en Myburg
te spreken. Maar om half twaalf is het echt
weer tijd om aan de slag te gaan en worden
zij afgelost door de vice-president, Timir Ka-
ria. Hij is Amerikaan van origine en is sinds
anderhalf jaar werkzaam bij All Options. Ook
Karia heeft wiskunde gestudeerd, in combi-
natie met informatica, aan NYU en Columbia
University. Na zijn studie ging hij als software
engineer aan de slag by Merryll Lynch, maar
raakte al snel betrokken bij een aantal inter-
net start-ups, culminerend in zijn eigen soft-
warebedrijf. Totdat Allard Jakobs hem spotte
en naar Amsterdam haalde.

Ondanks zijn drukke baan heeft Karia nog
veel universitaire contacten, vooral in de Ver-
enigde Staten. Hij ziet een groot verschil met
de praktijk. Universiteiten werken vaak met
data waarin geen dividenden zijn verwerkt,
en modellen waarin transactiekosten geen rol
spelen. Dat staat erg ver af van wat men bij
All Options tegenkomt. Desalniettemin zijn er
wel interessante ontwikkelingen en het is ze-
ker zaak om deze in de gaten te houden. Ka-
ria bevestigt dat men zich van de wiskunde
niet al te veel moet voorstellen. Geen inge-
wikkelde technieken, maar veelal eerstejaars
niveau. Wel moet je, zoals ook de quants be-
toogden, echt goed inzicht hebben en alle
methoden tot in het kleinste detail begrijpen.
Geavanceerde methoden worden niet uitge-
sloten, maar als VP vindt hij het vooral be-
langrijk dat er een goede afweging wordt ge-
maakt: niet een methode opnemen omwille
van l’art pour ’art, maar enkel als er een dui-
delijke noodzaak is. Hierbij is correctheid een
van de hoogste principes, plus een zeer ge-
degen argumentatie. Karia observerend krij-
gen we de indruk dat je zeer goed besla-
gen ten ijs moet komen om hem te overtui-
gen dat jouw wavelet-based methode geld
in het laatje gaat brengen! Omdat men het
toch voortdurend over redelijk basale wiskun-
de heeft, vragen we ons hardop af of de finan-
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ciéle wereld soms bang is om nieuwe metho-
den te gaan gebruiken. Als je kijkt naar de
veelheid aan conferenties, symposia en an-
dere aandacht voor de financiéle wiskunde,
dan zou je toch denken dat er nieuwe bruik-
bare technieken bij moeten zitten. Waarom
worden die niet of nauwelijks gebruikt, waar-
om is Black-Scholes nog steeds heilig?

Karia benadrukt nogmaals dat er een prak-
tijk is waarin alles getoetst moet worden
en die praktijk is onverbiddelijk voor som-
mige ‘veelbelovende’ ontwikkelingen. Karia
lijkt ons bij uitstek een harde jongen, maar
midden in het gesprek komen we plotse-
ling te spreken over biologie en planten!
Karia noemt een boek dat hem sterk heeft
beinvloed, namelijk The Algorithmic Beauty
of Plants door Prusinkiewicz and Lindenmayer

r

(Springer, New York, 1990). Dit geeft volgens
hem een uitstekende indruk van de rol van
de wiskunde in de wereld van de planten, en
Karia vergelijkt deze laatste rechtstreeks met
de financiéle wereld.

Ook hem leggen we de vraag voor hoe
er omgegaan wordt met geheimhouding. Hij
vindt eigenlijk dat het wellicht toch wat over-
trokken wordt, dat er best gebieden zijn waar-
in die geheimhouding losgelaten zou mogen
worden. Daar staat tegenover dat er bepaal-
de methoden en gebieden zijn die absoluut
voor geheimhouding in aanmerking komen.
Uitwisseling van data zou voor academische
onderzoekers geweldig zijn, maar zover gaan
bedrijven als All Options op dit moment nog
niet. Uiteindelijk moet het bedrijf een balans
vinden tussen reinventing the wheel en stan-

ding on the shoulders of giants, zoals Karia
het uitdrukt.

De buit

De VP heeft duidelijk minder tijd dan de
quants en we nemen afscheid. Het was een
aangenaam bezoek: gastvrij onthaal, prachti-
ge locatie, boeiende gesprekken. Voor jonge,
dynamische mensen lijkt All Options ons een
uitstekende werkomgeving: it’s a creative en-
deavour, om met de VP te spreken. En onze
buit? Een notitieblokje, een USB-stick en goe-
deindruk van wat er speelt in het bedrijf. Qua
wiskundige methoden zijn we niet veel wijzer
geworden: die bleven in een kluis die deze
overvallers niet wisten te kraken. e

Foto: Hans Melissen
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Whitney's paraplu

Zo theoretisch als het onderwerp ‘singulariteiten’ uit de analyse van dynamische systemen ook
mag klinken, de toepassing ervan in mechanica en werktuigbouwkunde heeft uiterst concrete
inzichten opgeleverd. Na het poneren van Zieglers paradox in 1952 duurde het tot de jaren
negentig voor het verband met Whitney’s paraplu werd gelegd. Deze ontdekking was echter al
in 1956 gedaan door een Nederlander. Ferdinand Verhulst en Oleg Kirillov geven Oene Bottema

de eer die hem toekomt.

Als er geen wrijving was, zou het perpetuum
mobile bestaan. De mathematische slinger,
het standaardvoorbeeld uit de mechanica,
zou zonder wrijving altijd blijven slingeren. In
de werkelijkheid echter is er wrijving in het
ophangpunt en is ook de luchtweerstand een
tegenwerkende kracht. Dat levert energiever-
lies zodat de slinger langzaam maar zeker
naar de evenwichtsstand - stil omlaag han-
gen - terugkeert. Een ander voorbeeld is het
zonnestelsel. De wrijving bij de beweging van
de planeten om de Zon is zo gering dat we de
posities van de planeten eeuwen vooruit kun-
nen voorspellen zonder met wrijving rekening
te houden. Bij voorspellingen op nog langere
termijn - miljoenen jaren - moeten we echter
wel rekening houden met allerlei soorten van
wrijving die energieverlies geven.

In de mechanica die in de negentiende
eeuw in boeken als [20] werd vastgelegd
was de boodschap duidelijk: wrijving stabi-
liseert ‘neutraal stabiele’ evenwichtstoestan-
den. Wat is neutraal stabiel? Denk aan de har-
monische oscillator, dat is de mathematische
slinger, gelineariseerd bij de omlaag hangen-
de positie van de slinger. De eigenwaarden
van deze evenwichtspositie zijn zuiver imagi-
nair.

Dat heet neutraal stabiel, omdat een klein po-
sitief re€el deel de evenwichtspositie insta-
biel maakt, een klein negatief reéel deel de
positie stabiel. Zuiver imaginair zit daar net
(neutraal) tussen in.

Het idee dat wrijving stabiliseert kreeg
een wijde verspreiding in het onderwijs en
de wetenschappelijke literatuur. Er is echter
een fascinerende categorie systemen die het
volgende paradoxale gedrag bezitten: zonder
wrijving bezitten ze neutraal stabiele even-
wichtstoestanden, maar als er kleine wrijving
aan het systeem wordt toegevoegd, worden
sommige van deze stabiele evenwichten in-
stabiel.

Het paradoxale verband tussen wrijving
(of demping) en instabiliteit werd voor het
eerst opgemerkt bij rotorsystemen. Deze ble-
ken stabiel tot bij een zekere rotatiesnel-
heid, maar ze werden bij wrijving al eerder
instabiel. Dat vonden bijvoorbeeld Kimball in
1924 [14] en Smith in 1933 [19]. We zullen la-
ter een model voor een rotorsysteem in meer
detail bekijken.

Pas in de jaren 1950-1970 werd deze pa-
radox duidelijk geformuleerd in de publica-
ties van Ziegler [24-25], Bolotin [5-6], en Her-
rmann [11—12]; hun motivatie lag vooral op het

gebied vantoepassingenin de aérodynamica,
met name de zogenaamde ‘flutter-trillingen
van staven en panelen die belast worden. Het
bleek dat de kritische belasting waarbij zo’n
staaf of paneel instabiele beweging ging ver-
tonen, aanzienlijk lager werd indien er reke-
ning werd gehouden met wrijving.

In de mechanicawerd dit verschijnsel Zieg-
lers paradox genoemd. Het gaf aanleiding tot
een groot aantal studies en pogingen tot ver-
klaring, tot in de jaren negentig duidelijk werd
dat deze instabiliteitsparadox te maken heeft
met de Whitney paraplu (umbrella) singula-
riteit van het stabiliteitsgebied. Zo leverde
singulariteiten- en bifurcatie-theorie een on-
verwacht inzicht in deze mechanische ver-
schijnselen.

Opmerkelijk genoeg was dit singularitei-
tengedrag al ontdekt door Oene Bottema [8]
in 1956. Deze ontdekking is een halve eeuw
lang onopgemerkt gebleven in de literatuur
over dit onderwerp. GOOGLE SCHOLAR geeft
geen enkele citatie van dit artikel in de pe-
riode 1956-2008.

In dit artikel bespreken we kort Zieglers pa-
radox, het resultaat van Whitney en het werk
van Bottema [8]. In Bottema’s standaardwerk
Theoretische Mechanica (heruitgegeven door
Epsilon Uitgaven) wordt dit verschijnsel overi-
gens niet genoemd. Hij achtte het onderwerp
waarschijnlijk te weinig elementair. Het vele
werk van Bottema op het gebied van prak-
tische mechanica wordt beschreven in [16].
We besluiten met een rotor model dat de ver-
schijnselen illustreert. Een uitvoerig overzicht
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van historische en moderne resultaten is te
vinden in [15].

Zieglers paradox

In 1952 publiceerde Hans Ziegler van de ETH
Ziirich twee artikelen [24-25] die klassiek
werden en in brede kring bekend bij werk-
tuighouwkundig ingenieurs; het trok ook de
aandacht van wiskundigen.

Het gaat over de dubbele slinger die is
weergegeven in figuur 1(a); deze bestaat uit
twee onbuigzame staven van lengte [, de hoe-
ken die ze met de verticaal maken worden
aangegeven met @1 en @». De twee massa-
punten m; en my met gewichten G; en G»
bevinden zich op afstanden a; en a» van de
scharnieren. De elastische weerstand en de
wrijving in de scharnieren worden gegeven
doorci, c(@2 — 1) en bi @1, ba(@r — P1),
waarbij een punt differentiatie naar de tijd
aangeeft. Op het vrije einde van de slinger
werkt een axiale belasting P.

Met deze aannames geldt voor de kineti-
sche energie van het systeem

T= %[(mla% +mal?)p?
+2malaspra + maad @3 |,
terwijl voor de potentiéle energie geldt
V= %[(Glal +Gal+20)p?

—2c1@2+(Geaz + c)cp%].

Voorde dissipatieve, niet-conservatieve krach-

ten geldt
Q1 =Pl@1 — @2) — (b1 + b2)P1 — b22),
Q2 = ba(®1 — @2).

We kunnen vervolgens de Lagrange bewe-
gingsvergelijkingen opschrijven: Ly, — Lo, =
Qi, waarbij L = T — V. Dat leidt tot
een 4-dimensionaal systeem van lineai-
re differentiaalvergelijkingen met constan-
te coéfficienten. Ziegler neemt dan aan dat
my=2m,mey=m,a,=a»=1Lby=by=>b
en begint ook met aan te nemen dat de dis-
sipatie afwezig is (b = 0). De stabiliteit van
de verticale evenwichtspositie volgt uit de ei-
genwaardebepaling van een 4-dimensionale
matrix. Ziegler vindt dat de evenwichtsposi-
tie instabiel wordt als de axiale belasting P
groter is dan een kritische waarde Py, waarbij
Py = (% - \/E) % N 2.086%

In het geval van wrijving (b > 0) moet de be-
rekening opnieuw worden uitgevoerd. We vin-
den voor de kritische belasting

41c 1 b?

Pb) =58 1+ 5

NN
AR
mﬁxﬁ\ﬁ%

. . . . l.:l
Cnmn
ﬁ%_.. T

g T -'\-\..\\-\..H'

Figuur 1 Oorspronkelijke figuren van Ziegler. (a) Dubbele slinger met tangentiéle belasting P, (b) stabiliteitsinterval (vet,
b = 0) van de wrijvingsloze slinger en (gearceerd) het gebied van asymptotische stabiliteit van de gedempte slinger met
gelijke wrijving voor beide delen van de slinger. Als b = 0, dan hebben we geen wrijving en stabiliteit indien P < Py, geldt

voor de belasting.

Ziegler vond dat het gebied van asymptoti-
sche stabiliteit van de evenwichtspositie in
het geval van wrijving wordt gegeven door de
ongelijkheden P < Py(b) en b > 0. Deze kun
je uitzetten, samen met het stabiliteitsinter-
val als er geen wrijving is in een (P, b)— pa-
rameterdiagram, zie figuur 1(b). Het is verras-
send dat de limiet van de kritische belasting
Py(b) als b naar nul gaat, veel lager is dan
de kritische belasting van het systeem zon-
der wrijving:

Py = lim Pi(b) = %% ~ 14647 < Pr.

In de mechanica en werktuigbouwkunde
wordt dit verschijnsel de paradox van Ziegler
genoemd. In de conclusie van zijn klassieke
boek [5] benadrukt Bolotin in 1961 dat het op-
lossen van deze paradox van groot belang is
voor de stabiliteitstheorie. Hij was zich er niet
van bewust dat de essentiéle elementen van
de verklaring al in 1956 door Bottema waren
gepubliceerd.

De paraplu van Whitney

Voordat we het werk van Bottema bekijken ke-
ren we terug naar 1943 en het onderzoek aan
singulariteiten van afbeeldingen. Wat heeft
dat met stabiliteitsonderzoek in de mecha-
nica te maken? Bedenk, dat bij het bepalen
van de stabiliteit van een oplossing we bij-
na altijd de eigenwaarden van een n X n
matrix moeten bepalen. Deze zijn de oplos-
singen van de karakteristieke vergelijking. In
de elementen van deze matrix komen allerlei
parameters voor: massa’s, frequenties, dem-
pingsconstanten enzovoorts. De eigenwaar-
den van de matrix willen we graag expli-

ciet kennen als functies van al deze parame-
ters. Echter, de karakteristieke eigenwaarde-
vergelijking die we kunnen opstellen is po-
lynomiaal van graad n, ook de parameters
zullen in deze vergelijking meestal polynomi-
aal van hoge graad voorkomen. We kunnen
deze algebraische vergelijkingen, als ze van
graad n = 4 of hoger zijn, zelden in hun vol-
le algemeenheid oplossen. Maar we willen nu
juist weten hoe de eigenwaarden veranderen
als de parameters van waarde veranderen en
met name bij welke waarde van de parame-
ters een eigenwaarde met negatief reéel deel
in een positief reéel deel overgaat. Dergelijke
waarden van de parameters waarbij de aard
van de oplossingen kwalitatief verandert, he-
ten bifurcatiewaarden.

Terwijl toegepast wiskundigen en inge-
nieurs in dit soort bifurcaties geinteresseerd
waren, bestond er een groep wiskundigen
met een heel andere invalshoek, degenen
die differentiaaltopologie en globale analy-
se beoefenden. Daar was men onder ande-
re geinteresseerd in de veranderingen van de
aard van algebraische krommen en opper-
vlakken, meer in het algemeen in het gedrag
van singulariteiten van afbeeldingen bij ver-
andering van parameters. Deze ontwikkeling
liep parallel, pas in de zeventigerjaren van de
vorige eeuw kwamen de ontwikkelingen uit de
verschillende vakgebieden bij elkaar.

In 1943 verscheen een opmerkelijk artikel
van Hassler Whitney [22]. Hij beschreef singu-
lariteiten van afbeeldingen van differentieer-
bare n-varieteiten in R™ met m = 2n — 1.
Waarom precies deze relatie tussen m en n?
Het bleek dat in dit geval een speciaal soort
singulariteit een belangrijke rol speelt. De lo-
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Figuur 2 Whitney’s originele schets van de paraplu [23]

cale meetkundige gedaante van de varieteit
in de buurt van de singulariteit werd ‘Whit-
ney’s umbrella’ genoemd, de paraplu van
Whitney. In figuur 2 reproduceren we de ori-
ginele schets van dat singuliere oppervlak uit
een begeleidend artikel [23].

We geven schetsmatig de hoofdstelling
weer: Beschouw de C¥ afbeelding f : R" —
R™ met m = 2n — 1 en een geisoleerde
singulariteit x = p. We kunnen dan in een
omgeving van p in R"™ codrdinaten x =
(x1,x2, - +,xpn) kiezen en in R™ bijbehoren-
de codrdinaten v = (y1,¥2, - -, ¥Ym) in een
omgeving van f(p) kiezen, zodat geldt

Vnri-1 =X1Xi, 1=2,...,1.

Als bijvoorbeeld n = 2, m = 3, dan geldt in
een omgeving van de oorsprong

2
Y1 =X1, Y2 =X2, V3 =X1X2,

zodat y; > 0 en als we x; en x» elimineren:

yiys—y5=0. 6]

Als we op de y»-as starten voor y; = y3 =0,
dan verwijdt het oppervlak zich als y; toe-
neemt. Voor vaste waarden van y» is de door-
snede steeds een parabool; als y» door 0
gaat, degenereert de parabool tot een halve
lijn, en opent weer opnieuw (in omgekeerde
richting); zie figuur 2.

De studie van singulariteiten van afbeel-
dingen heeft na het pionierswerk van Whit-
ney en Marston Morse een grote vlucht ge-
nomen met veel toepassingen op de theorie
van evenwichts- en periodieke oplossingen
van differentiaalvergelijkingen. We noemen
in dit verband nog [1—4, 9—10]. Bifurcatiethe-
orie, normaalvormen en numerieke analyse
zijn up-to-date bij elkaar gebracht in [17].

Afbeeldingen zoals Whitney die bestu-
deerde bleken in de mechanica een grote rol

te spelen. Het was echter in 1943 moeilijk
voorstelbaar dat afbeeldingen van R? in R3
zoals die door Whitney in [22] als zuiver wis-
kundig probleem werden behandeld, al bin-
nen enkele jaren een industriéle toepassing
zouden hebben.

Bottema’s oplossing
In 1956 verscheen in het tijdschrift Indagatio-
nes Mathematicae een artikel van Oene Bot-
tema [8] (1901-1992); hij was in die tijd Rec-
tor Magnificus van de TH Delft (nu Technische
Universiteit Delft) en had al veel artikelen over
klassieke meetkunde en mechanica gepubli-
ceerd. Met dit artikel liep Bottema tientallen
jaren op de ontwikkelingen in de literatuur
vooruit. Een eerder artikel [7] kunnen we als
een inleiding zien, het was een studie van de
paradox van Ziegler. Het artikel [8] is echter
veel algemener en bevat Ziegler's voorbeeld
als speciaal geval. We schetsen de resultaten.
Beschouw een mechanisch systeem met
twee vrijheidsgraden en evenwichtsoplossing
x =x=y =1y =0gegeven door

X+anx+ary+buix+bpy=0, @
2

y+axx+a»y+byx+byy=0,

met a;; en b;; constanten, A := (a;j) is
de coéfficientenmatrix van de krachten die
van de posities afhangen, B := (b;j) de
coéfficientenmatrix van de krachten die van
de snelheden afhangen. Als A symmetrisch is
en we hebben geen demping, dan heeft het
mechanisch systeem een potentiaalfunctie
vandevormV = (a11x2+2a12xy+a y2)/2;
als A antisymmetrisch is, geven de krachten
rotatie. Als de matrix B symmetrisch is, heb-
ben we zogenaamde niet-gyroscopische dem-
ping, als B antisymmetrisch is, zijn de krach-
ten die van de snelheden afhangen zuiver gy-
roscopisch. De stabiliteit van de evenwichts-
oplossing volgt uit de eigenwaarden van de
coéfficientenmatrix van het systeem. De ei-
genwaarden zijn de oplossingen van de ka-
rakteristieke vergelijking

A4 + 6117\3 + llz?\z + a37\ +d4 = O,

waarbij de coéfficiénten ay,- - -,a4 van de
acht coéfficiénten van het mechanisch sys-
teem afhangen. De evenwichtsoplossing is
stabiel als alle eigenwaarden enkelvoudig
zijn en reéele delen nul of negatief hebben.
Twee elementen zijn opmerkelijk in de be-
handeling van dit probleem door Bottema. Al-
lereerst blijkt hij in staat om het probleem in
zijn volle algemeenheid op te lossen. Tech-
nisch gezien is dit een huzarenstukje, zekerin

Figuur 3 De originele figuur uit 1956 van Bottema [8]
geeft het gebied van asymptotische stabiliteit weer; dit
wordt bepaald door de wortels van een karakteristieke ver-
gelijking van graad 4 met bifurcatieoppervlak V', de para-
plu van Whitney.

een tijd waarin formulemanipulatie nog volle-
dig met de hand moest gebeuren. Daar houdt
het echter niet op. Bottema zag in dat zijn
resultaten de paradox van Ziegler oplosten.
Hij liet zien dat als de parameters die met
demping samenhangen naar nul gaan, we een
andere limietwaarde voor de stabiliteitsgrens
vinden, dan als we vanaf het begin de dem-
ping nul kiezen. Kennelijk hebben we een dis-
continuiteit in onze stabiliteitsvoorwaarden.
In de parameterruimte wordt het kritieke op-
pervlak V dat deze bifurcatie beschrijft, gege-
ven door de vergelijking

aiazas =a%+a§, €)

zodat V een oppervlak van de derde graad is.
Bedenk dat a; en a3 met de demping samen-
hangen en positief zijn. Bottema illustreert dit
bifurcatiegedrag in figuur 3.

We zijn met acht parameters begonnen,
terwijl het bifurcatiegedrag door drie parame-
ters beschreven wordt. Het bifurcatieopper-
vlak V wordt gegeven door een afbeelding van
R? in R3 zoals die door Whitney werd behan-
deld.

In plaats van de uitvoerige berekeningen
van Bottema weer te geven (zie [8] en [15]),
laten we aan de hand van een expliciet voor-
beeld de besproken paradox zien. Beschouw
het mechanisch systeem beschreven door:

X+x+y+kx=0,
. ) (@
y-x+wy=0,

waarbij we alleen in de eerste vrijheidsgraad
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Figuur 4 Links het klassieke geval zoals we dat vinden voor de Mathieu vergelijking zonder en met demping. Door de dem-
ping wordt het instabiliteitsgebied van de n-as gelicht en wordt het kleiner.

Rechts de instabiliteitsgebieden voor het rotorsysteem. Weer wordt door de demping het instabiliteitsgebied van de n-as ge-
licht, maar het gebied wordt tevens breder. De grenzen van het V-gebied als er geen demping is worden in eerste benadering

beschreven door de uitdrukking n = V1 + o2(1 + €), ng = V1 + 2.

demping (k > 0) toelaten. De bijbehorende
matrix is van de vorm

0 1 0 0
-1 -k -1 0
0 0 0 1
1 0 -w? o0

met de volgende karakteristieke vergelijking
voor de eigenwaarden Ay, ..., As:

A2+ kA +1DA2+w?)+1=0.

Als k = 0, is gemakkelijk in te zien dat de
triviale evenwichtsoplossing instabiel is als
0 < w? < 3 en stabiel als w? > 3. De eigen-
waarden zijn in het laatste geval zuiver ima-
ginair. Als w? = 3 dan hebben we een zoge-
naamde Kreinbotsing van de eigenwaarden:
de 4 eigenwaarden zijn imaginair en vallen
twee aan twee samen.

We geven nu de eigenwaarden zonder en
met demping voor w? = 4 die volgen uit een
MATLAB berekening:

w? = 4, k=0
eigenwaarden : + 1.9021i, +1.17561;
w?=4,k=0.1
eigenwaarden : — 0.05851 + 1.17364,
+0.0085 + 1.9029i;
w?=4,k=0.2
eigenwaarden : — 0.1164 + 1.1678i,
+1.0164 + 1.9053i.

Het is duidelijk dat demping in de eerste vrij-
heidsgraad de evenwichtsoplossing destabi-
liseert.

Parametrische excitatie
Het klassieke probleem van parametrische ex-
citatie is de beweging van een slinger met

periodiek oscillerend ophangpunt. Dat pro-
bleem wordt in lineaire benadering beschre-
ven door de Mathieuvergelijking
X +ekx +(1+ecos2nt)x =0,

waarbij ek de dempingscoéfficient is. De
evenwichtsoplossing x = x = 0 is insta-
biel als k = 0 en de waarde van n dicht
bij een natuurlijk getal ligt; we noemen dat
parametrische resonantie. In figuur 4a is
het V-vormig instabiliteitsgebied in de &, n-
parameterruimte weergegeven zonder dem-
ping (k = 0) en met n in een omgeving van
no = 1. Indien er demping is (k > 0), dan
is het instabiliteitsgebied kleiner. Meer infor-
matie over deze problemen is te vinden in het
overzichtsartikel [21].

Het volgende voorbeeld beschrijft een sys-
teem met twee vrijheidsgraden en is geba-
seerd op [18] en [13]. Het model is indertijd
ontworpen voor de beweging van roterende
assen in de stadsbussen van Praag.

Beschouw een rotor die bestaat uit een
zware schijf die met constante hoeksnelheid
Q om een starre as kan draaien. De as is elas-
tisch gemonteerd op een fundering, de ver-
bindingen die de as rechtop houden zijn ook
elastisch. We beschouwen de projectie van de
uitwijkingen van de rotor op het x, y-vlak, zie
figuurs. Als de verticale trillingen klein en har-
monisch zijn met frequentie 2n, dan worden
de bewegingsvergelijkingen:

X+ 2y + (1 +4en? cos 2nt)x

+2ekx =0,

(5)

3 — 20x + (1 +4en? cos 2nt)y
+2eky =0.

De parameter « is evenredig met de hoek-
snelheid Q en positief. Systeem (5) be-
staat uit twee Mathieu-achtige vergelijkin-
gen met demping. De eigenfrequenties van

Figuur 5 Rotor die bestaat uit een roterende schijf met
constante hoeksnelheid 2, die gemonteerd is op een starre
as. De as kan elastisch bewegen op de fundering met uit-
wijkingen in de axiale en de twee horizontale richtingen.

het systeem zonder parametrische excitatie
en zonder demping (dus voor € = 0) zijn
w; =vol+1+xenwr=Vol+1 -« We
bestuderen nu wat er gebeurt in de buurt van
de resonantie

w1 + w2 =2n,

zodat

V1+oa? =n. (6)

Wat gebeurt er als er geen demping is: k = 0?
Hetinstabiliteitsgebied in de (¢, n)-parameter-
ruimte komt overeen met wat we vonden voor
de gewone Mathieu-vergelijking en is weerge-
geven in figuur 4 links. De randen van het V-
vormig instabiliteitsgebied worden gegeven
door

np=v1+o2(1+e&+0(?) .

Nu het geval met demping: k > 0

We kiezen weer de resonantie w1 + w» = 2n.
De analyse is wat ingewikkelder. We vinden
na toepassing van normaliserings- en midde-
lingsmethoden voor de rand van het instabi-
liteitsgebied:

2
1tJ(1+(X2)£2 - (L) + e .(7)
no

Hieruit volgt dat het instabiliteitsgebied gro-
ter wordt als er demping is. Zie figuur 4
rechts. Eris dus een discontinuiteit bij k = 0.
Immers, als k — 0, dan gaan de randen
van het instabiliteitsgebied naar de limieten
Ny — V1 + a2(l+&v/1 + «2) hetgeenverschil-
lend is van het resultaat dat we vinden als
k=0:np=v1+02(1*xe).

Wiskundig is dit wel duidelijk, maar hoe is de-
ze paradox vanuit de mechanica te verklaren?
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Figuur 6 Oene Bottema (met dank aan R. Bottema)

Demping wordt toch verondersteld te stabili-
seren? De oorzaak van de groter wordende in-
stabiliteit is dat door de demping de twee vrij-
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Het onderstaande is een reactie op het artikel ‘TIMSS 2007 — Feiten en meningen’
van Jan van de Craats uit het NAW-septembernummer.

Als onderzoekers van het Nederlandse aandeel in TIMSS, willen we
graag reageren op het artikel van Jan van de Craats waarin hij stelt
dat de resultaten van TIMSS-2007 niet representatief zijn voor de ge-
hele populatie van Nederlandse basisschool leerlingen van groep 6.
De gegevens zouden niet representatief zijn omdat Nederland vervan-
gende scholen nodig had om te kunnen voldoen aan de internationale
responseis van 85%. Ook heeft Nederland op twee scholen na, geen
50% respons zonder vervangende scholen behaald. Hij trekt deze con-
clusie vooral op basis van het speciale ‘vlaggetje’ in de internationale
rapporten.

De internationale codrdinatie van TIMSS (zie http://timss.bc.edu)
heeft een zeer duidelijke regel: als een land niet aan de responsei-
sen voldoet en er twijfels zijn over de representativiteit, wordt het land
niet opgenomen in de internationale ranglijsten. Nederland heeft een
respons behaald van 95%. Van de Craats heeft gelijk als hij zegt dat
deze respons tot stand is gekomen door deels gebruik te maken van
vervangende scholen. Dit heeft echter geen invloed op de represen-
tativiteit van de gegevens, zoals blijkt uit het volgende. In elk land
wordt een gestratificeerde steekproef getrokken van 150 basisscholen
plus voor elke school twee vervangende scholen. Het trekken van twee
vervangende scholen is nodig omdat verschillende landen (waaronder
Nederland) zonder de mogelijkheid tot vervanging, de 85% respons
niet kunnen halen. In deze landen zijn scholen namelijk niet verplicht
om aan onderzoek mee te doen. Om te voorkomen dat door de ver-
vanging vooral ‘goede’ scholen zouden mee doen, worden de originele
scholen en de vervangende scholen gelijktijdig getrokken. Vooraf is
vastgesteld welke school door welke school vervangen mag worden
als de eerste school weigert. De vervangers zijn gelijk aan de origi-
nele school voor wat betreft de kenmerken waarop gestratificeerd is,
zoals schoolgrootte en kenmerken van de leerlingpopulatie. Bijvoor-
beeld een school met relatief veel achterstandsleerlingen wordt, als
deze weigert mee te doen, vervangen door een school met een verge-
lijkbaar aandeel achterstandsleerlingen. Daarnaast wordt door TIMSS
vereist dat 50% van de originele scholen in ieder geval mee doet.

Nederland heeft inderdaad dit keer op twee scholen na niet aan de
eis van 50% zonder vervanging voldaan. Gelukkig voor alle schoollei-
ders, groep-6-leerlingen en hun leerkrachten die wel hebben meege-
daan, is Nederland opgenomen in de internationale ranglijsten, welis-
waar met een extra vlaggetje. De Nederlandse TIMSS data van 2007 is
volgens TIMSS niet alleen representatief omdat de gerealiseerde steek-
proef op een aantal belangrijke schoolkenmerken overeenkwam met
de originele steekproef, maar ook omdat de gemiddelde Nederlandse
toetsscore op de toets een lage standaardmeetfout heeft. Dit laatste
betekent dat de toetsscores van de leerlingen dicht bij elkaar liggen.
Uit latere analyses is gebleken dat het aandeel ‘rekenzwakke scholen’,
zoals vastgesteld door de Onderwijsinspectie, in TIMSS ook niet lager
is dan landelijk. In Nederland weigeren schoolleiders niet omdat ze
bang zijn voor slechte resultaten. Scholen hebben het meestal gewoon
te druk, willen hun leerlingen niet te vaak toetsen of hebben geen zin
om aan een onderzoeksproject mee te doen.

Als in Nederland alleen maar sociaal wetenschappelijke, kwantita-
tieve studies met 85% respons, serieus zouden moeten worden ge-
In deze rubriek worden lezers door de redactie uitgenodigd nomen, zoals Van de Craats suggereert, dan zou er heel weinig over-
te reageren op recent in dit blad verschenen artikelen. blijven. Zeker als het onderwijsonderzoek betreft. Goed nonrespons-
Redacteur: Ferdinand Verhulst onderzoek is in dit geval veel belangrijker. Gelukkig weerhoudt zijn
e-mail: f.verhulst@uu.nl kritiek Van de Craats er niet van om de andere TIMSS-resultaten over
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bijvoorbeeld attituden van leerlingen in het artikel wel serieus te ne-

men.

Het voornaamste doel van het artikel van Van de Craats was om
aan te tonen dat het met het realistisch rekenonderwijs in Nederland
niet goed gaat. TIMSS biedt volgens ons te weinig diepgaande informa-
tie om een oordeel te kunnen vellen over realistische rekenmethoden.

TIMSS laat zien dat er een lichte dalende trend is in leerprestaties in
Nederland. Andere internationale studies zoals PISA-2006 (verschil-
lende vakken in voortgezet onderwijs) en PIRLS-2006 (leesonderzoek
in groep 6) laten ook enige achteruitgang voor Nederland zien. Wij ver-
moeden dat de daling in onderwijsniveau brederis dan alleen rekenen-
wiskunde.

Martina Meelissen & Marjolein Drent, Universiteit Twente
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Micro-elektromechanische
schakelaars voor mobiele

telefoons

Voor de toepassing van micro-elektromechanische schakelaars in mobiele telefoons staan de
ontwikkelaars voor een wiskundig probleem: hoe vind je in een groot landschap van mogelijk-
heden de stabiele evenwichtsoplossingen van een bewegende plaatcondensator? Ten tijde van
SWI2008, eind januari 2008, werd dit probleem ingebracht door het bedrijf NXP Semiconduc-
tors. Later in 2008 nam het bedrijf Epcos AG de RF-MEMS activiteiten van NXP over. Maar ook
na de overname werken NXP en Epcos nog samen op het gebied van RF MEMS-schakelaars.

De meest voorkomende schakelaar in elek-
tronische circuits is de transistor. Hij is klein,
snel schakelbaar en goedkoop. Toch heeft
een transistor ook nadelen. Juist omdat hij
van halfgeleidermateriaal is gemaakt, treden
er hogere vermogensverliezen op dan bij een
elektromechanische schakelaar, die alleen
maar goede elektrische geleiders gebruikt.
De elektromechanische schakelaar kent
een lange traditie. Samuel Morse gebruik-
te er voor het eerst eentje in 1844, toen hij
het eerste telegraafbericht van Washington
DC naar Baltimore verstuurde. Door het ge-
bruik van transistors sinds de tweede helft
van de 20ste eeuw, is de elektromechanische
schakelaar lange tijd uit beeld geweest. In-
middels bestaat er echter een hernieuwde
belangstelling. Zo werken de bedrijven Ep-
cos Nederland en NXP Semiconductors sa-
men aan een moderne miniatuurversie van de
elektromechanische schakelaar, speciaal be-

doeld voor het schakelen van radiofrequente
(RF) signalen in mobiele telefoons: een micro-
elektromechanische schakelaar, of RF MEMS.

Een RF MEMS biedt twee belangrijke voor-
delen. “De antenneweerstand van een mobie-
le telefoon wordt sterk beinvlioed door externe
factoren, zoals hoe je je hand en je hoofd ten
opzichte van de antenne houdt”, vertelt Jiri
Stulemeijer van de ontwikkelingsafdeling van
Epcos. “Hierdoor kan een groot deel van het
vermogen dat uit de versterker komt reflecte-
ren en komt het niet bij de antenne. Daardoor
gaat de batterij van de telefoon sneller leeg.
Met een adaptief netwerk, dat gebruik maakt
van MEMS-schakelaars, willen we continu een
optimale instelling creéren, zodat signaalver-
mogen niet verloren gaat en de batterij langer
meegaat.”

Het tweede voordeel zit in de multifunc-
tionaliteit van een MEMS-schakelaar. Stule-
meijer: “Nu gebruikt een mobieltje voor iede-

re frequentieband een andere versterker: voor
GSM, UMTS, WLAN, Bluetooth, enzovoort. Met
een MEMS kun je één schakelbare versterker
bouwen vooralle frequentiebanden. Hierdoor
vermindert het aantal componenten in de te-
lefoon, terwijl de versterker altijd efficiént ge-
bruikt wordt. Ook dit tweede voordeelvan een
MEMS-schakelaar verlengt de levensduurvan
de batterij.”

Krachtenspel
Een MEMS is in feite een condensator be-
staand uit twee vierkante plaatjes. Elk plaatje
heeft zijden van slechts enkele tienden van
een millimeter. Het onderste plaatje zit vast,
en het bovenste plaatje kan bewegen. Wan-
neer een elektrische spanning over de twee
plaatjes wordt aangebracht, beweegt het bo-
venste plaatje naar het onderste. Als ge-
volg daarvan, buigt het bovenste plaatje als
een veer door. De krachten op het boven-
ste plaatje hangen af van de aangelegde
spanning en zijn positie. Bij een bepaalde
spanning zijn er in principe meerdere even-
wichtstoestanden mogelijk.

Maar behalve de veerkracht en de elek-
trostatische kracht, spelen nog twee ande-
re krachten een rol. Als de schakelaar dicht
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Figuur 1 Schematische doorsnede van een capacitieve RF
MEMS schakelaar

staat, dan raakt de bovenste elektrode een
isolerende laag op de onderste. Dat resulteert
in een contactkracht, die zich gedraagt als die
van een sterk niet-lineaire veer. Verder moet
er bij het dichtgaan van de schakelaar lucht
uit de spleet tussen de twee elektroden wor-
den geduwd. Daarvoor is ook een kracht no-
dig: de luchtspleetdempingskracht.

“Wat we nu willen weten,” zegt project-
leider Peter Steeneken van het RF MEMS-
onderzoek bij NXP Semiconductors, “is de
verplaatsing van de bovenste plaat, waarbij
op elk punt de elektrostatische kracht die het
plaatje naarbeneden trektin evenwichtis met
deveerkracht die het plaatje terug naar boven
trekt. Bovendien willen we weten of het be-
reikte evenwicht stabiel of instabiel is. Som-
mige evenwichten zijn namelijk instabiel: als
je er een klein zetje aan zou geven, dan raakt
het plaatje uit zijn evenwicht. In de praktijk
kan een MEMS alleen maar stabiele even-
wichtstoestanden aannemen.”

Energiefunctionaal

Vijaya Raghav Ambati (UT), Andreas Asheim
(NTNU, Noorwegen), Jan Bouwe van den Berg,
Bob Planqué, Michelangelo Vargas Rivera
(VU), Yves van Gennip, Andriy Hlod, Erwin
Vondenhoff (TU/e), Tymofiy Gerasimov (TU
Delft), Martin van der Schans (UL) en Sjors van
der Stelt (UvA) waren de wiskundigen die het
MEMS-probleem hebben bestudeerd. “Om-
dat het fysische probleem al helemaal gemo-
delleerd was, konden wij meteen aan de slag
met het wiskundige probleem”, vertelt Plan-
qué. Als uitgangspunt werd de energiefuncti-
onaal gekozen: de functie die aangeeft hoe
de energie afhangt van de variabelen in het
MEMS-probleem, met name de afstand tus-
sen de platen, de diélektrische eigenschap-
penvan de platen en de spanning overde con-
densator. Grafisch voorgesteld, is de energie-
functioneel een heuvellandschap waarin de
hoogte de energie voorstelt en de andere di-
mensies de variabelen in de energiefunctio-
naal. Planqué: “De vraag is dan welke punten
in het landschap een lokale minimale ener-

gie hebben. Dat zijn de stabiele evenwichten.
De complicatie hierbij is, dat wat in de ene
richting een minimum lijkt, in de andere rich-
ting een maximum kan lijken. Om de lokale
minima te vinden moet niet alleen de eerste
afgeleide van de energie in alle richtingen nul
zijn, maar moet ook de tweede afgeleide in
alle richtingen positief zijn.”

Een bewijs van instabiliteit is vaak mak-
kelijker dan van stabiliteit: voor het eerste
hoef je maar één onstabiele richting te vin-
den, in het tweede geval moet je laten zien
dat er geen instabiele richtingen zijn. Plan-
qué: “Deze methode hebben we ook gebruikt
om te laten zien dat een deel van de gevon-
den evenwichtsoplossingen instabiel is. We
konden in dat geval een goedgekozen rich-
ting vinden waarin de tweede afgeleide van
de functionaal afnam.”

Twee factoren compliceren het vinden van
lokale minima. Allereerst komt de mechani-
sche energie als een vierde-orde term voor:
een afgeleide in het kwadraat. Dat is verve-
lend. Ten tweede zijn de elektrostatische en
de contact-energie niet-lineair. Voor het mini-
maliseren van functionalen met niet-lineaire
termen, bestaat geen algemene oplossings-
methode. Planqué: “In deze aanpak maken
we rijtjes functies met steeds lagere energie,
en hopen dat dat rijtje convergeert naar een
daadwerkelijk minimum. Dit is moeilijk voor
convex-concave functionalen zoals hier.”

Lineariseren

Als je alleen maar naar hele kleine uitwij-
kingen ten opzichte van een ruststand kijkt,
dan mag je het probleem lineariseren en alle
hogere orde niet-lineaire termen schrappen.
Planqué: “Deze lineaire vergelijking kunnen
we zelfs analytisch oplossen, zodat we al het
nodige kunnen leren uit de structuur van de
evenwichtsoplossingen.”

Door de linearisering kan echter niet
het hele fysische probleem worden beschre-
ven. Het hysteresegedrag van een MEMS-
schakelaar — waarbij het gedrag op een be-
paald moment afhankelijk is van de voor-
geschiedenis — is een uitvloeisel van de
niet-lineariteit van het probleem, terwijl het
niet volgt uit het lineaire probleem. Ver-
der konden de wiskundigen laten zien dat
de numerieke methode die Epcos zelf al
had ontwikkeld, de standaard wiskundige
methode is om dit soort problemen op
te lossen. De onderzoekers van Epcos en
NXP pasten de methode toe zonder te we-
ten dat hij in de literatuur al bestond.
De studiegroep heeft ten slotte ook nog
een aantal eigenschappen bewezen van het

Figuur 2 Opname van een capacitieve RF MEMS schakelaar
gemaakt met een scanning elektronen microscoop

contactprobleem: het probleem dat ontstaan
wanneer de bovenste condensatorplaat de
onderste raakt. Planqué: “Als de elektrische
spanning langzaam wordt verhoogd, raakt de
bovenste plaat de onderste eerst in één punt.
Wij hebben wiskundig bewezen dat als je de
spanning nog wat verder opvoert er in eerste
instantie toch maar één contactpunt blijft. Pas
na een tijdje, als de spanning nog verder toe-
neemt, ontstaat er een contactoppervlak. Dit
fenomeen was nieuw voor Epcos en NXP.”

Commercieel product

“Voor ons heeft de studiegroep twee belang-
rijke resultaten opgeleverd”, vertelt Jiri Stule-
meijervan Epcos. “Ten eerste heeft de studie-
groep ons geholpen met het benoemen van
een oplossingsmethode die we in feite zelf al
hadden gevonden. Daarmee hebben ze ons
ook extra achtergronden bij die methode gele-
verd. Ten tweede heeft de studiegroep aan de
handvan een paarvoorbeelden laten zien hoe
je de stabiliteit van de MEMS analytisch kunt
bepalen. Dat helpt ons om complexere toe-
standen van de MEMS beter te interpreteren.
Waarom is een bepaalde oplossing stabiel of
instabiel? Dat zie je beter aan de analytische
oplossing dan aan de numerieke oplossing.
Verder weten we nu ook dat sommige proble-
men in het algemeen niet oplosbaar zijn, en
ook dat is handig om te weten.”

In de praktijk van het MEMS-onderzoek bij
Epcos en NXP loopt het modelleren parallel
aan het experimenteren in de cleanroom van
het bedrijf. Wat de onderzoekers in de mo-
dellen zien, vinden ze ook terug in de metin-
gen. Momenteel wordt dit soort MEMS nog
niet gebruikt in mobiele telefoons. Voordat
ze daadwerkelijk toegepast kunnen worden,
moet eerst aangetoond worden dat ze be-
trouwbaar genoeg zijn en jarenlang meegaan.
“We hebben al veel testen uitgevoerd en ver-
wachten de eerste commerciéle producten in
de nabije toekomst”, aldus Stulemeijer. “De
fabrikanten van mobiele telefoons zijn en-
thousiast en we zien dan ook een goede toe—
komst voor deze technologie.” e
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Onderzoek

Onderwatergolven

Tegenwoordig kunnen we elk plekje van de aarde bestuderen, en dat vaak zonder er fysiek
te zijn. Toch spelen zich fenomenen af in zee met raadselachtige eigenschappen. Leo Maas,
bijzonder hoogleraar Golfdynamica van de Oceaan aan de Universiteit Utrecht, belicht onderwa-
tergolven. Dit artikel is gebaseerd op de inaugurele rede van Maas getiteld ‘Mare Incognitum’.

‘Onderwatergolven’ klinkt bij eerste gehoor
paradoxaal, aangezien we golven op zee toch
in de eerste plaats met oppervlaktegolven as-
sociéren. Dat was althans mijn perceptie ge-
baseerd op mijn eerste oceanografisch ge-
tinte ervaringen, bestaand uit tochtjes die
ik als kind met mijn ouders naar het strand
maakte. Daar zag ik de golven steeds op me
toerollen, golven die vlak voor het strand bra-
ken. Als je in de branding ging zwemmen kon
je de klap van zo’n breker vermijden door er-
onderdoor te zwemmen. Hoe dieper je zwom,
hoe meer de golf gedempt was. Mijn vader
wees erop dat golven ook water meebren-
gen naar de kust; water dat vervolgens terug-
stroomt. Hij waarschuwde dat als je in zo’n
terugstroom, een mui, terechtkwam, je daar
niet tegenin moest gaan, maar dat je eerst
moest mee zwemmen, zelfs als je naar bene-
den werd gezogen, om pas daarna, als je dan
tenminste nog niet verdronken was, zijwaarts
weg te zwemmen.

Begrip over waarom golven met de diep-
te zwakker worden, of waarom iedere zeven-
de golf een hoge golf is, kwam pas veel la-
ter. Ik kon toen niet weten dat die andere in-
trigerende asymmetrie, namelijk dat golven
altijd alleen maar naar de kust toe lijken te
bewegen en niet er vandaan, mij in iets an-
dere vorm nog jaren zou bezighouden. Het is

alsof de kust golven naar zich toetrekt, een
verschijnsel dat ik om die reden later een
golfaantrekker ben gaan noemen. Er zit na-
tuurlijk geen magneet in de kust, maar golven
die onder zekere hoek op de kust invallen,
bewegen boven het ondiepere deel langza-

mer, waardoor ze naar de kust toe zwenken.
Ze worden hoger en steiler, zodat ze uiteinde-
lijk vaak breken. Deze branding vormt een on-
omkeerbaar proces, waardoor ook de golven
niet meer kunnen omkeren. Golfaantrekkers
lijken, op een manier waar ik later op terug-
kom, ook de diepzee te kunnen structure-
ren. Zij kunnen daarvooronderwaterbranding
zorgen, een verschijnsel waar de bemanning
van een onderzeéer eens hardhandig achter
kwam toen deze op grote diepte de bodem

Figuur 1 Zeeslag bij Actium, 31 voor Christus, waar dood-water een beslissende rol gespeeld kan hebben. Schilderij van Lo-
renzo A. Castro (1672).
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Oppervlakte-(zwaartekrachts)golven

Voor een homogene vloeistof, wiens snelheidsveld u rotatievrij is, V x u = 0, kan dit snel-
heidsveld worden afgeleid uit een potentiaal ¢p: u = V. In een onsamendrukbare vloeistof,
V - u=0, voldoet deze potentiaal aan de Laplace vergelijking,

A =0.

Dit is een elliptische vergelijking die zorgt dat de potentiaal zijn extremale waardes op de
rand van het vloeistofdomein aanneemt. Oppervlaktegolven ontlenen dan ook hun naam
aan het feit dat hun verticale uitwijkingen maximaal zijn aan het vrije oppervlak (in rust
gelegen op z = 0). Daaronder vallen ze (over afstand 1/k) exponentieel af zodat aan een
horizontale bodem, z = —H, de verticale snelheid, w = ¢, = 0, geheel verdwijnt. Hier
stellen subscripts partiéle afgeleides naar de bewuste variabele voor. Hiermee wordt ¢ =
d(x, v, t) cosh(k(z + H)). Aan het vrije oppervlak, €, wordt de verticale snelheid w = ¢, =
Cs, en volgt uit integratie van de verticale impulsvergelijking, wy = —p./p, over z, dat
¢t = —p/p = —gC. Hier is deze vergelijking geévalueerd op z = 0, waar de druk bepaald
wordt door de zwaartekracht g welke per oppervlakte-eenheid op de vioeistofkolom werkt:
p = pgC.Hieruitvolgt het potentiaalveld van een horizontaal lopende golf boven een vlakke
bodem: ¢ = &g expli(kx+1y — wt)] cosh(k(z+H)), mits frequentie w en de amplitude k van
de golfgetalvector k = (k, 1) = k(cos &, sin ) via de volgende dispersierelatie gerelateerd
zijn

w = (gk tanh(kH))Y2. @

De golflengte van de golf is gegeven door 2717/k. Lopend over langzaam variérende topogra-
fie, H(x) = H(x, ), volgen de golven stralen die beschreven worden door de wetten van de

geometrische optica:
dx/dt = Vi w. @

Bovendien varieert hun golfgetal volgens
dk/dt = -Vw.

Als de topografie slechts in een richting (zeg x) varieert, dan is het golfgetal in y-richting
behouden, en volgt uit integratie van de stralenvergelijking (2) dat bij nadering van een kust
de golven (1) naar de ondiepte toezwenken, (2) de golflengte 27r/k o< H/2 afneemt en (3)
de amplitude ®y < H~1/% toeneemt. Dit proces wordt nog versneld doordat de golfsnelheid
evenredig is met de totale waterhoogte H + C, totdat de golf te steil wordt en breekt, of
totdat de golven zo kort worden dat dispersie, het uiteenwaaieren van een golfgroep, deze
versteiling een halt toeroept. In solitonen is dit versteilende proces in perfecte balans met
het uiteenvallen van de golfgroep (dispersie). Alvorens dit stadium bereikt wordt kan de
vlakke golf (voor voldoende steilheid) echter ook onstabiel worden als gevolg van interactie
met golven met naburige golfgetallen en een golf met het dubbele golfgetal. Dit resulteert
in modulatie van de omhullende van de draaggolf: een ritmisch groeien en weer afzwakken
van de golfamplitude.

Als een golf passeert beweegt het water in principe niet voorwaarts (denk aan een kurk op
het water). In een verticaal vlak voert een ‘waterdeeltje’ op diep water een cirkelbeweging
en op ondiep water een rechtlijnige beweging uit. Bij nadere beschouwing blijken deze
deeltjes zich echter toch enigszins te verplaatsen. Dit komt doordat de voorwaarts gerichte
beweging iets hoger in de waterkolom, nabij het oppervlak plaatsvindt, waar de snelheid
vanwege het exponentiéle profiel iets hogeris, dan in de tegengesteld gerichte terugwaartse
beweging, die meer nabij de bodem plaatsvindt. De resulterende, netto waterverplaatsing
in golfvoortplantingsrichting wordt Stokes drift genoemd.

werd ingedrukt.

Dood-water
Het bestaan van onderwatergolven, die bij het
incident met de onderzeeér een belangrijke

rol speelden, werd eind negentiende eeuw
ontdekt toen de Noor Fridtjof Nansen met
zijn schip, de Fram, probeerde als eerste de
Noordpool te bereiken [13]. Hoewel er genoeg
wind stond merkte Nansen dat de Fram in

de Noorse fjorden soms ineens tot stilstand
kwam, alsof het schip aan de grond liep. De
peilstok gaf echter aan dat er nog voldoende
water onder de kiel stond. Navraag bij de be-
manning leerde dat dit een bekend verschijn-
selwas. De suggestie dat het schip de bodem
raakte was soms zo sterk dat er schepen ter
reparatie naar het dok waren gestuurd, om
daar tot de conclusie te komen dat er met het
schip helemaal niets mis was. De toestand
van bewegingsloosheid waarin het schip dan
gevangen werd kon soms uren duren. Het ver-
schijnsel werd door zeelieden ‘dood-water
genoemd, vanwege de levenloze aanblik die
het water bood, veroorzaakt doordat schip en
water precies even snel bewogen. Dit gebrek
aan snelheidsverschil had als nare bijkom-
stigheid dat er ook geen druk meerop het roer
stond, waardoor het schip stuurloos raakte.
Nansen hoorde hoe kapiteins daarom van al-
les geprobeerd hadden om hun schip los te
wrikken. Sommigen hadden hun bemanning
over het dek heen en weer laten lopen. An-
deren hadden olie op het water laten gooien.
Weer anderen hadden, in die typische reac-
tie waarmee de mensheid het onbekende te-
gemoet pleegt te treden, op het water laten
schieten! En toen was het water echt dood...
Maar niets hielp. Bij terugkeer van zijn poging
om de Noordpool te bereiken, die hij op 86°
Noord moest staken, beschreef Nansen zijn
dood-water ervaringen aan Vilhelm Bjerknes,
een prominent meteoroloog uit die dagen. De-
ze kwam prompt met de volgende hypotheti-
sche verklaring:

De fjorden bevatten een dunne laag smeltwa-
ter van enkele meters dikte. Dit water heeft
een lagere dichtheid dan het zoute oceaan-
water waar het overheen stroomt. Het is ‘lich-
ter. Het fjord is dus gevuld met twee op el-
kaar gelegen waterlagen die onderling nau-
welijks mengen. Bjerknes vermoedde dat de
enorme weerstand die het schip bijna tot stil-
stand bracht veroorzaakt werd doordat het
schip onder water interne golven opwekte,
op het grensvlak tussen beide watermassa’s;
golven die kennelijk nauwelijks merkbaar zijn
aan het oppervlak. Bjerknes liet het uitzoeken
door zijn student, Vagn Walfrid Ekman, die la-
ter een zeer beroemd oceanograaf zou wor-
den. Ekman begon met een literatuurstudie
en vond bij de Romeinse geschiedsschrijvers
Plinius en Tacitus beschrijvingen die hem ook
aan dood-water deden denken [1]. Ekman
vermoedde zelfs dat de historische zeeslag
in 31 voor Christus bij Actium, voor de kust
van Griekenland, beslecht werd door ditzelf-
de verschijnsel (Figuur 1). Daar verloor name-
lijk de vloot van Marcus Antonius en Cleopa-



Leo Maas Onderwatergolven NAW 5/10 nr. 4 december 2009 261
- . E—::~3 een experiment dat ik met enkele middelba- en smeedde het tot recept. Bij het begin van
o il ——= re scholieren heb nagedaan. Een ‘scheepje’ een tocht werd voortaan een galop ingezet,
= { = - (een blokje hout) wordt daarin met behulp om vervolgens de reis in draf voort te zetten.

d = :
I L —

Figuur 2 Zeven momentopnames van twee identieke ex-
perimenten waarin een blokje hout getrokken wordt door
een bak water zonder (links) en met zout-gelaagdheid
(rechts). Het touwtje (onzichtbaar) gaat eerst horizontaal
naar rechts, vervolgens, via een paperclip, naar een hoog
ophangpunt, en dan omlaag. Het wordt omlaaggetrok-

ken door de zwaartekracht werkend op enkele nietjes aan
het touwtje. In de gelaagde situatie ondervindt het blokje
weerstand doordat het zwaartekrachtsgolven opwekt op het
grensvlak tussen beide waterlagen.

tra de slag van Octavianus, de latere Ro-
meinse keizer Augustus, die over kleinere,
maar wel veel wendbaarder schepen beschik-
te. In de Romeinse tijd werd dit geweten aan
zuigvissen, Remora, die zich aan de romp
van de grote schepen zouden hebben vast-
gehecht en die deze kennelijk het manoeu-
vreren bemoeilijkten. ..

Hoewel deze verklaring voor het mysterieu-
ze dood-water verschijnsel in de oudheid af-
doendewas, was Ekman er niet tevreden over.
Hij besloot de hypothese van zijn leermeester
in een laboratorium-experiment te toetsen,

Rompsnelheid

De algemene dispersierelatie (zie eerdere
kader) reduceert voor lange golven (on-
diep water; kH < 1) tot w = cok, met
co = +/gH, en voor korte golven (diep
water; kH > 1) tot w = (gk)Y/2. Een
trekschuit ter lengte L > H (zoals in een
trekvaart vaak het geval is), met snelheid
U, produceert lange golven ter lengte van
circa 2L. Deze golven bewegen allen met
de ondiepwatersnelheid cg. Het schip zal
dus veel energie verliezen als U < cq. Pas
als U > cg zullen de golven niet meer los-
komen van de ‘golfmaker’, de boot, zal
het energieverlies navenant afnemen, en
zal de trekschuit gaan planeren. Veel ple-
ziervaartuigen zijn kort en in diep water
(L < H) lopen hun golven met fasesnel-
heid ¢ = w/k = \/g/k = /gL/m. Dit is
de fameuze rompsnelheid waardoor veel
schepen hun snelheid gelimiteerd zien
(U < c¢). Om sneller te gaan is verlen-
ging van de boot veelal te verkiezen bo-
ven aanschaf van een krachtiger motor!

van een dun draadje en een gewichtje van nog
geen gram door een twee meter lange bak ge-
trokken. Om het effect van de gelaagdheid te
bestuderen is het experiment twee keer uit-
gevoerd. Eén keerin een bak met kraanwater,
en een tweede keer in een bak met een zoute
en daardoor ‘zwaardere’ onderlaag, met daar-
bovenop een laag ongezouten water. Om on-
derwatergolven zichtbaar te maken is die bo-
venlaag van een kleurstof voorzien. Net als
Ekman vinden we dat in gelaagde omstan-
digheden een scheepje inderdaad aanzien-
lijk vertraagd wordt, als gevolg van opwekking
van grensvlakgolven (Figuur 2). Dit blijkt met
name het geval wanneer de scheepssnelheid
ongeveer gelijk is aan die van interne golven
met een golflengte gelijk aan de lengte van
het schip. Opvallend is dat het wateropper-
vlak zelf kennelijk niet verstoord wordt, pre-
cies wat het dood-water verschijnsel zo mys-
terieus maakte. Vervolgexperimenten tonen
aan dat als de forcering veel sterker wordt
de gelaagdheid geen remmend effect meer
heeft. Onder kritische (maar vaste) forcering
varieert de resulterende bootsnelheid per ex-
periment: soms is de ‘boot’ namelijk veel
sneller en soms veel trager dan de grensvlak-
golf. We vinden dan meervoudige evenwich-
ten. In meest extreme vorm bereikt de boot
niet langer een eenduidige, vaste snelheid,
maar alterneert tussen een snelle en langza-
me modus in: een peristaltische beweging.

Analogie met oppervlaktegolven

Het dood water verschijnsel deed denken
aan het concept ‘rompsnelheid’: een aan de
scheepslengte gerelateerde, schijnbaar niet
te overbruggen maximale snelheid waarmee
ieder schip geconfronteerd wordt. Dit concept
werd aan het begin van de negentiende eeuw
in Engeland ontdekt met behulp van een trek-
schuit [1]. In die tijd vond in heel Europa het
goederentransport per trekschuit plaats. De-
ze boten werden getrokken door paarden die
stapvoets over het jaagpad naast een kanaal
sjokten. Op een dag schrok zo’n paard en
sloeg op hol, de trekschuit achter zich aan
sleurend. De voerman had veel moeite zijn
paard onder appél te krijgen. Na verloop van
tijd lukte het hem het paard weliswaar tot in
draf terug te nemen, maar niet tot in stap,
evenwel zonder dat dit het paard ogenschijn-
lijk extra moeite kostte. Daarom arriveerde
zijn trekschuit veel eerder dan gewoonlijk op
de plaats van bestemming. De voerman zag
daar meteen de commerciéle waarde van in

De Engelse scheepvaartautoriteiten die hij in-
formeerde kwamen tot de conclusie dat het
galopperende paard de trekschuit in planee
bracht. Met andere woorden, terwijl de boot,
als het paard stapvoets liep, tégen de boeg-
golf aan de voorkant van de boot in ploeg-
de, surfte deze als het paard in draf ging op
zijn eigen hekgolf, de golf achter de boot. De
aanwezigheid van twee toestanden, kennelijk
bij een zelfde inspanning, gekenmerkt door
hetzij een langzame hetzij een snelle over-
tocht, vormt een illustratie van meervoudige
evenwichten. De snelheid die een boot moet

Gelaagde zee

De zee bevat water dat als gevolg van een
niet-uniforme temperatuur- en zoutverde-
ling enigszins gelaagd is in dichtheid:
p = px + po(2), met max(|po(2)]) < px,
een uniforme referentiedichtheid. Kouder
en zouter water geeft de zee op grotere
diepte een hogere dichtheid. De dicht-
heid pp neemt doorgaans weliswaar mo-
notoon toe met de diepte z, maar niet
uniform. Theoretisch is het echter aan-
trekkelijk om deze dichtheidsverandering
toch in eerste instantie uniform te kie-
zen. Deze wordt dan gekarakteriseerd
door een constante stabiliteitsfrequentie
N = (-gpz'dpo/dz)'/?. Deze gelaagd-
heid verleent de zee elastische eigen-
schappen: als een deeltje uit zijn even-
wichtsniveau verplaatst wordt werkt af-
wisselend de opwaartsgerichte Archime-
dische en neerwaarts gerichte (geredu-
ceerde) zwaartekracht. Een (voldoende
verzwaarde) kurk gaat om die reden met
frequentie N om zijn evenwichtsniveau
oscilleren. Verplaatsing van vloeistofele-
mentjes brengt daarnaast drukkrachten
teweeg die naburige deeltjes in bewe-
ging brengen, zodat zich in het interne
van de zee een zwaartekrachtsgolf voort-
plant, mits frequentie w < N: een onder-
watergolf. De draaiing van de aarde en
daarmee die van de oceaan maakt dat,
zelfs als de dichtheid van het water uni-
form is, de zee ook nog eens gelaagd is
in impulsmoment. Voor een star roterend
object neemt dit simpelweg toe met het
kwadraat van de afstand tot de draaias.
Ook deze gelaagdheid draagt onderwa-
tergolven, traagheidsgolven genaamd.
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leder monotoon, met de diepte toenemend dichtheidsveld po(z) stelt in zee een evenwichts-
toestand voor. Storingen op deze gelaagdheid zijn per definitie te beschrijven met een
lineaire vergelijking. In het geval van een uniforme gelaagdheid (N = const.) luidt deze
Azp+N2Azp = 0. Hierin stelt p de storingsdruk voorenis Az = Oxx+0yy €N A3 = Ap+0;;.
Voor monochromatische, vlakke golven, o expli(k - x — wt)], met golfgetal

k = k(cos y cos &, sin y cos «, sin «),

waarin y en « respectievelijk de hoek met de arbitrair gekozen x-as en met de zwaarte-
krachtsrichting, z, aanduiden, volgt de dispersierelatie

w = N cos . ©)

De afhankelijkheid van de golfgetalrichting «, in plaats van diens grootte « (zoals in (1)),
is typisch voor anisotrope golfproblemen en verantwoordelijk voor hun enigmatische ei-
genschappen. In begrensde domeinen wordt het ruimtelijk patroon van de drukverdeling
in een monochromatisch golfveld na strekking van de verticaal bepaald door de Poincaré
vergelijking,

Pxx +Pyy = Pzz = 0. (4)

In 2D (8, = 0) kunnen we vanwege divergentievrijheid van het snelheidsveld een stroom-
functie y definiéren, zodat u = -, w = Yy en vereenvoudigt deze vergelijking tot

Wxx — WYzz =0. (5)

Met name de randvoorwaarde versimpelt daarmee tot ¢ = 0, hetgeen stelt dat er geen
stroming door de rand gaat. De rand wordt hier gevormd door het oppervlak z = 0, en de
bodem z = —Th(x). Hierin geeft h(x) een dimensieloze vorm van de bodem en parameter

T=(N?/w?-1)Y2H/L ©)

beschrijft het ‘medium’ (stratificatie N, golffrequentie w en aspect-ratio H/L, met H en L
de verticale en horizontale schalen van het bassin). Met deze randvoorwaarde zoeken we
in feite op een gesloten domein naar vrije golven. Het blijkt dat deze Dirichletrandvoorwaar-
de niet tot unieke oplossingen leidt (een onderbepaald probleem). Het lijkt er op dat we
ook de normaalafgeleide van de stroomfunctie op de rand zouden moeten voorschrijven.
Maar toevoeging van deze Neumannrandvoorwaarde leidt tot strijdigheid (een overbepaald
probleem). Vaststelling waar de normaalafgeleide precies kan worden voorgeschreven (na-
melijk in twee zogenaamde ’fundamentele’ intervallen) leidt tot een uniek, goedgesteld
probleem. De oplossing, die voor ieder willekeurig gevormd 2D domein construeerbaar is,
gebruikt het feit dat het stralenpatroon hier een exact in plaats van een benaderend on-
derdeel van de oplossing vormt. ledere straal, x + z = constant, vormt onderdeel van een
stralenweb: een straal met al zijn opvolgende en voorafgaande reflecties aan de domein-
wanden. Op ieder web is een grootheid die de partiéle druk genoemd wordt invariant. In
ieder punt van het vloeistofdomein is de (storings)druk in dat punt simpelweg de som van
de partiéle drukken op de twee stralen die door dat punt gaan en is de stroomfunctie in
dat punt bepaald door hun verschil. Dit laat zien dat de partiéle druk op ieder web op één
en slechts één punt kan worden voorgeschreven. Wanneer we dat punt op de rand van
het vloeistofdomein plaatsen komen we tot een reductie tot de genoemde fundamentele
intervallen.

zien te krijgen om los te komen van de op-
pervlaktegolven, en om zo van een langzame
een snelle overtocht te maken, heet ‘romp-
snelheid’. De weerstandshobbel die hierbij
geslecht moet worden is analoog aan die wel-
ke Nansen en zijn mannen tegenkwamen bij
hun pogingen om aan dood-water te ontsnap-

pen, en ook aan die waar vliegtuigen mee te
maken hebben als ze ‘supersoon’, harder dan
het geluid, willen vliegen. Een verschijnsel dat
niet voor niets als het doorbreken van de ge-
luidsbarriére te boek staat. In al deze geval-
len verliest het zich verplaatsend object, bij
nadering van een zekere barriéresnelheid die

karakteristiek is voor de snelheid waarmee
golven in het medium (zee of lucht) willen re-
ageren, veel energie aan golven.

Kennis over de zee?
Het bestaan van onderwatergolven en meer-
voudige evenwichten illustreert de veelheid
aanverschijnselen die in de oceaan veelal ge-
lijktijdigte vinden zijn. Dit doet de vraag rijzen
wat wij eigenlijk weten over zee en oceaan?
Qua geografische ligging en stromingspa-
tronen is natuurlijk van oudsher veel kennis
verkregen vanuit de scheepvaart. Later zijn
daar waarnemingen op afstand vanuit satel-
lieten bijgekomen. Maar beide waarnemings-
middelen ‘zien’ vooral het zeeoppervlak, de
waterhoogte en de oppervlaktetemperatuur.
De diepzee is veel minder toegankelijk. Ons
zicht is daar beperkt. Zelfs in helder water
dringt licht slechts ongeveer honderd meter
door. Geluid kan verder komen maar kan, net
als licht in een luchtspiegeling, worden afge-
bogen als gevolg van dichtheidsverschillen.
Hierdoor is een deel van de zee wat ik maar
‘ondoorhoorbaar’ zal noemen. Dit alles maakt
onder water op afstand waarnemen proble-
matisch. Wat rest zijn contactmetingen, vanaf
een schip, of vanaf vrij drijvende of veran-
kerde boeien. Zo worden bij moderne waar-
nemingen temperatuur, zoutgehalte en stro-
ming onderwater electronisch gemeten en op-
geslagen. Hoewel dit meetprincipe een hoge
vlucht heeft genomen zeggen deze contact-
metingen relatief weinig over hoe deze groot-
heden op enige afstand van het meetinstru-
ment variéren. Hier wreekt zich dat de oceaan
zo ontzettend groot is. Diens ondoorzichtig-
heid en ondoorhoorbaarheid maakt dat we
van de zee soms minder zien, horen of voe-
len, en daarmee kennen, dan van het heelal!
Kan theoretisch inzicht in de werking van
zee en oceaan ons dan helpen om ontbreken-
de kennis aan te vullen? Deze komt tenslotte
regelrecht voort uit de op Newton’s vergelij-
kingen gebaseerde en veelvuldig geverifieer-
de wetten voor de (geofysische) stromings-
leer. Daarin worden niet alleen de op grote af-
stand werkende zwaartekracht, of door draai-
ing van de aarde veroorzaakte Corioliskracht
meegenomen, maar ook de op korte afstand
werkende electromagnetische wisselwerking.
Deze laatste doet zich voor als wrijving, lei-
dend tot menging van naburige watermas-
sa’s. De veelheid aan verschijnselen die met
deze wetten op benaderende wijze te verkla-
ren zijn is, zelfs wanneer ze afzonderlijk be-
schouwd worden, verpletterend. Wanneer ze
echter gezamelijk voorkomen en wisselwer-
ken, zoals op zee, is het doorgaans onbegon-
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nen werk ze uiteen te rafelen. Dus als we op
zee waarnemen, wat nemen we dan waar? En,
als we de zee modelleren, wat nemen we dan
mee?

Theorie in modellen

Computermodellen lijken het best in staat om
al deze door elkaar heen spelende proces-
sen mee te nemen. Maar ook computers ken-
nen hun beperkingen. Als we in ons numeriek
model processen die op oceaanschaal spe-
len oplossen, betalen we daar voor doordat
we verschijnselen met schalen kleiner dan
zeg 10 km niet meer kunnen zien. Het mee-
nemen van de invloed van die niet opgeloste
kleinschalige processen in grootschalige mo-
dellen wordt parametrisatie genoemd. Teke-
nend is dat alle wél opgeloste, grootschalige
verschijnselen behoorlijk kunnen veranderen
wanneerwe die parametrisatie anders kiezen.
We nemen bijvoorbeeld aan dat grootschali-
ge stroming energie verliest door meandering
en afsnoering van wervels, en door opwek-
king van golven. Begrijpelijkerwijs zullen we,
zelfs als deze wervels en golven te klein zijn
ominons numeriek model mee te nemen, het
effect daarvan op die stroming wel willen mo-
delleren, namelijk als een afremmend meng-
proces. Er zijn echter omstandigheden waar-
in wervels en golven deze stroming helemaal
niet afremmen, maar juist aandrijven. Alsof je
in een auto denkt op de rem te trappen, maar
tot je schrik merkt dat je daarmee juist gas
geeft. Deze (negatieve) afremming zou dus als
een aandrijving beschreven moeten worden.
Begrip over wanneer en waar menging remt of
juist aandrijft wordt alleen verkregen door dit
proces te isoleren en vervolgens als module
in te bouwen in een complexer model.

De kracht van computers, hun vermogen
om heel veel wisselwerkingen te kunnen be-
schrijven, zelfs in een ingewikkelde omge-
ving, kan dus misleidend werken. De oce-
aanstroming die ze voorspellen kan net zo
complex ogen als de oceaanstroming die we
waarnemen, maar is dat wel dezelfde com-
plexiteit? En begrijpen we waarom deze op-
treedt? Onze hersenen zijn niet echt toegerust
om het ene complexe veld van het andere te
onderscheiden. Echt begrip over ingewikkel-
de terugkoppelingen in de oceaan ontstaat
veeleer in denkmodellen waarin uit alle mo-
gelijke wisselwerkingen de essentiéle worden
geisoleerd.

De zee: een verstoorde rusttoestand

Ik beschouw bewegingen van zee en oceaan
dan ook graag op een reductionistische ma-
nier, namelijk als storingen van een stabiele

Traagheidsgolven in draaiende kubus

Een volledig met een vloeistof van uniforme dichtheid gevulde kubus (afmeting H) wordt op
een draaitafel geplaatst. Deze wordt in starre (uniforme) rotatie gebracht, met hoeksnelheid
f/2. De draaias is gericht langs de positieve z-as en staat loodrecht op twee van de zijden
van de kubus. Storingen in de vloeistof worden bepaald door de impulsvergelijkingen en
door onsamendrukbaarheid

ut — fv=—px, vt +fu=-py,

Wt =—Pz, Ux +Vy +wW;=0.

Voor frequenties w < f draagt dit systeem traagheidsgolven wier ruimtelijke drukverdeling
(na strekking van de verticaal) weer door de Poincaré vergelijking (zie eerder kader) bepaald
is. De dispersierelatie voor vlakke, monochromatische golven luidt

w = fsin «, @)

waar « de hoek is die de golfgetalvector maakt met de horizontaal. Met de ansatz w =
>nCntsinnmz, (u,v,p) =2, (un, vy, pn) cosntz, is dit te schrijven als

Unt — fun = —HnTCn xtt,
Un,t + fun = _HnCn,ytt,

Cnt + Hu(un x +vn,y) =0,

waar diepte H, = H/nm. Door schaling (u',v’) = (un,vn)/Hnf, C = Cun/Hp, t' =
tf, w' = w/f en (x',y’") = (x,y)/H, volgt dat iedere verticale modus n aan dezelfde
vergelijkingen moet voldoen. Na weglating van accenten luiden deze

Ut —V+Cxtt =0, Vi +uU+ Tyt =0,

Cr+ux +vy =0.

Merk op dat bij deze schaling voor mode n het domein opschaalt tot nrr. Voor monochro-
matische golven volgt: (A» +k?)(u, v, C) = 0, een Helmholtz vergelijking, waar k2 = w2 —1.
Echter, de horizontale snelheden (1, v) = kK 2(—iw Ty + Cy,—iwTy — Cx), zodat imperme-
abiliteit van de verticale wanden (u = 0 op x = 0 etc) het verdwijnen van ‘scheve’ afgeleides
vereist. Dit leidt tot gecompliceerde oplossingen waarin iedere eigenmodus uit een onein-
dige Fouriersom bestaat (Figuur 4), [6]. Vanwege het gebrek aan symmetriebreking (alle
wanden staan parallel of loodrecht op de draaiasrichting) ontbreekt hier de voor golfaan-
trekkers karakteristieke ruimtelijke singulariteit. Zodra de kubus (of een van diens wanden)
echter gekanteld wordt valt daar niet meer aan te ontkomen [12].

rusttoestand. In dit beeld wordt de zee ge-
zien als een dunne schil gelaagd water die
weliswaar met de aarde meedraait, maar die
verder in eerste instantie in rust is, dus stil
staat ten opzichte van de beweging van de
aarde. Toegegeven, een ietwat abstract ge-
zichtspunt, dat tamelijk haaks staat op de
woelingen die onze maag soms weten te be-
roeren als wij ons op zee begeven. Maar,
zelfs in zo’n rusttoestand beweegt het zee-
water op de evenaar met een vaartje van
zo’n 440 m/s door de ruimte! Doordat zo-
wel land als zee samen ronddraaien merk
je daar niets van. De term ‘stabiele rusttoe-

stand’ duidt er op dat deze toestand instel-
baar is zonder spontaan beweging te ver-
oorzaken; deze stelt een evenwichtstoestand
voor. ledere verstoring van deze rusttoestand
zal een terugdrijvende kracht teweegbrengen
welke tracht de rusttoestand te herstellen.
Door traagheid schiet zo’n verstoring, als de
klepelvan een klok door zijn evenwicht heen,
keert van richting om, en dit geslinger her-
haalt zich. Met andere woorden, verstoringen
van de rusttoestand uiten zich in de vorm van
golven. Zo vinden we in de oceaan verstorin-
gen terug in de vorm van geluidsgolven, van
oppervlaktegolven (zoals windgolven, getij-
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Figuur 3 Kelvin’s draaiende, met water gevulde koperen
‘rugbybal’ met handvatten [5].

den en tsunami’s) en van interne golven, zo-
als de grensvlakgolf die we eerder tegenkwa-
men. Anders dan in het dood-water verhaal
neemt in de oceaan de dichtheid echter vaak
niet plotsklaps maar gradueel met de diep-
te toe, en kunnen interne golven daardoor op
alle dieptes voorkomen.

Golven transporteren energie en kunnen
elders arbeid verrichten. Vooroppervlaktegol-
venis datin de branding bij de kust, maarvoor
andere golven hebben we meestal maar een
vaag idee waar dat ‘elders’ gelegen is. Het
blijkt dat interne golven op een zelfde ma-
nier geconcentreerd kunnen worden, kunnen
‘branden’ en voor menging kunnen zorgen,
maar dan in de diepzee.

Traagheidsgolven

Een prachtig voorbeeld van het vermogen van
relatief zwakke interne golven om elders op
geconcentreerde wijze ‘arbeid te verrichten’
is eind negentiende eeuw experimenteel ge-
vonden door Lord Kelvin [5]. Deze had een met
kraanwater gevulde koperen bol in draaiing
gebracht (Figuur 3). Het geheel bleek net zo
stabiel als een draaiend wiel, want als Kelvin
een klap tegen de zijkant van de draaiende
bol gaf reageerde deze niet. Wanneer de bol
in discusvorm getimmerd werd gebeurde er
weer niets, maar toen deze daarentegen de
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Figuur 4 Enkele golfpatronen (‘eigenmodi’) in een met
homogene vloeistof gevulde draaiende kubus. Hier wordt
de ruimtelijke horizontale verdeling van totale golfenergie
(kinetisch plus potentieel) weergegeven voor een zekere
verticale modus (lichte en donkere grijstinten geven res-
pectievelijk hoge en lage energiewaardes aan). De draaias
staat loodrecht op dit vlak en is uit het papier gericht. De
patronen laten een competitie zien tussen rechthoekige
meetkundige en cirkelvormige draaisymmetrieén.

fen is, gezien het feit dat het universum van
de kleinste tot de grootste schaal draait,
enigszins onthutsend. Om een tipje van de
sluier op te lichten heb ik daarom eens de
golfpatronen berekend die optreden in een
kubus, die vlak op een draaitafel gezet wordt.
Het resultaat zijn tamelijk complexe golfpatro-
nen, puur als gevolg van draaiing (Figuur 4),
[6]. Dit lijkt een academische oefening, maar
recentelijk zijn dit soort golven in de Middel-
landse Zee waargenomen [3]. Daar blijken ze
voor energietransport te zorgen door pakket-
ten doorgemengd water van honderden me-
ters dikte.

Golven onder water

Het is verbluffend dat precies deze twee as-
pecten die de geofysische stromingsleer ka-
rakteriseren, namelijk continue gelaagdheid
en draaiing als gevolg van de draaiing van de
aarde, beiden leiden tot golven die heel an-
ders zijn dan de ons bekende geluids-, licht-
of oppervlakte-watergolven (Tabel 1). Ze be-
wegen zich namelijk scheef door de vloeistof,
onder een vaste hoek « met de verticaal (Fi-
guur5); een hoek die bepaald is door hun fre-

Figuur 5 Verdeling in een vertikaal vlak van interne
zwaartekrachtsgolven van zekere frequentie die worden
opgewekt door verticale oscillaties van de cilinder, linksbo-
ven. Interne golfbundels bewegen schuin naar beneden en
boven en één bundel reflecteert vervolgens aan de bodem.
Deze golven zijn ‘scheringsgolven’, waarin de deeltjesbe-
weging in iedere bundel parallel is aan die bundel, maar
met een faseverschil dwars daarop. Hierdoor scheren deel-
tjes in naburige stralen langs elkaar heen. Bijgevolg plant
de energie zich langs de bundel voort, in richting Vi w
[met w uit (3)], loodrecht op de fase die zich in richting k
voortplant. In dit experiment, verricht door Stuart Dalziel,
is de intensiteit van de verstoring van het dichtheidsveld
weergegeven.

quentie, zie (3) en (7). Net zo verbijsterend is
het dat de consequenties hiervan zich het ge-
makkelijkst laten analyseren met behulp van
meetkundige methodes; zeg maar met pot-
lood en liniaal.

Meetkundige methodes zijn verouderd
sinds Newton en Leibniz in de zeventien-
de eeuw problemen analytisch formuleerden,
in termen van differentiaalvergelijkingen. Dit
ondanks het feit dat Newton in zijn klas-
sieke meesterwerk, de Principia, nog voor
een meetkundige uitleg koos. Maar dat deed
hij alleen omdat zijn tijdgenoten nog niet
met de analytische methode vertrouwd wa-
ren. Bij modellering van interne golven in
een uniform gelaagde oceaan gebeurt ech-
ter het omgekeerde. De oplossing van de be-
wuste differentiaalvergelijking, de ruimtelijke
golfvergelijking, (5), is in een willekeurig ge-

oppervlaktegolven onderwatergolven
vorm van een rugbybal kreeg kwam deze na _ - -
Klap * taan’ | it ziin ophaneing en Medium isotroop anisotroop
een kiap s.pon aan- {os uit zijn ophansing e zwaartekracht, rotatieas
tolde rakelings langs het hoofd van de amme- Vergelijking bxx+byy+pzz=0 Pxx+byy — P2z =0
nuensis. Dat terwijl er niets gebeurde als er ) ) elliptisch h'yp.erbo.lisch
een waterin de draaiende rugbvbal zat. Ken- Maximale verplaatsing aan rand in interieur
geen wat aaiende rugbybal zat Dispersierelatie w = w(Abs(K)) w = w(Arg(k)
nelijk werden door de Corioliskracht terugge- K = k(cos(c), sin(a)) © = w(K) © = w(x)
dreven interne golven, traagheidsgolven, op- Behoud van golflengte voortplantingshoek
gewekt, die zich zo organiseerden dat er een Reflectie-wet Snellius hoek o invariant
ontwrichtend koppel op de rugbybal werd uit- Behoud van h‘oek tov normaal op bodem vertikaal
. . A Golftypering golfchaos golfaantrekkers
geoefend. Dit verschijnsel staat als curiosum Spectrum gequantiseerd continue
te boek en behoeft bij mijn weten nog steeds Lyapunovexponent >0 <0
verklaring! Golfstralen divergeren convergeren
_ ; ” " ) -
Dit gebrek aan belangstelling voor golfbe- Energiepaden? bij benadering (in 2D) exact

wegingen in homogene, draaiende vloeistof- Tabel 1 Vergelijking oppervlakte- en onderwatergolven [7]



Leo Maas

Onderwatergolven

NAW 5/10 nr. 4 december2009 265

Figuur 6 Interne golfaantrekker in een parabolisch oceaanbekken. In deze verticale doorsnedes werkt de zwaartekracht naar beneden. (a) Golfpaden en -aantrekker (periodieke baan) worden
bereikt door golfstralen uit een willekeurig oppervlaktepunt x( weg te schieten. Pijlen geven de richting aan waarin de stralen lopen. Merk de omdraaiing van richting op die optreedt bij pas-
sage van een ‘afstoter’ (de plaatsen waar de bodem even sterk helt als de golfstralen), zodat zowel de naar links (gestippelde lijnen) als de naar rechts weggeschoten stralen (doorgetrokken)
de aantrekker uiteindelijk in een zelfde zin doorlopen [9]. (b) Theoretisch stroomfunctiepatroon in ieder punt van het bekken bepaald met behulp van de geometrische methode (zie kader)
door in fundamentele intervallen de partiéle druk door halve sinussen voor te schrijven. (c) In laboratoriumexperiment waargenomen intensiteit van de verstoring van een dichtheidsveld, met

intensivering rond de golfaantrekker - meting: Jeroen Hazewinkel.

vormd oceaanbekken met de analytische me-
thode heel ingewikkeld [8], zo niet ondoen-
lijk, maar met de meetkundige methode kin-
derspel... Ik heb dat laatste eens letterlijk ge-
nomen, en heb mijn oudste twee kinderen,
destijds zeven envijf, gevraagd mee te helpen
met het vinden van interne golfpatronen in
een bekken dat een stabiel gelaagde vloeistof
bevatte. Het enige principe dat ze moesten ge-

bruiken was dat vanuit een willekeurig start-
punt op de rand een lijnstuk moest worden
getekend dat onder een hoek van 45 graden
wegliep. Zodra de bodem bereikt was moes-
ten ze oversteken op een lijnstuk daar lood-
recht op, een lijnstuk dat wél in het ingeslo-
ten domein, de ‘zee’, gelegen was, enzovoort.
Met kinderhandjes bleek dat niet zo eenvou-
dig, maar een computerberekening die ik sa-

Meetkundige versus algebraische oplosmethoden

Hetvinden van oplossingen van (5) met gepaste randvoorwaarden gebruikt in de meetkundi-
ge oplosmethode het web van golfstralen. Constructie van zo’n web is als het spelen op een
‘interne golf-biljart’; een biljart waarin de ‘bal’ (golfstraal) niet volgens de wet van Snellius
terugkaatst (hoek van uitval is hoek van inval ten opzichte van de normaal), maar z6 dat de
hoek met een vooraf bepaalde anisotropierichting (zoals de zwaartekracht) behouden blijft.
Deze constructie van een web is te zien als een afbeelding van de rand op zichzelf [11]. leder
punt van de rand wordt afgebeeld op zijn opvolger. In deze terminologie gesteld blijkt dit,
hoewel er geen visceuze processen in het spel zijn, een dissipatieve afbeelding te zijn; een
die er toe leidt dat er na voldoende weerkaatsingen altijd een vast of periodiek punt bereikt
wordt. Dit zijn de reflectiepunten van wat zich in het domein manifesteert als een golfaan-
trekker. Voor bijna iedere gegeven waarde van parameter T, (6), bezorgt de niet-lineaire aard
van deze afbeelding de bijbehorende stroomfunctie- en drukvelden een zelfgelijkvormige,
’Escher-achtige’ ruimtelijke structuur (Figuur 6(b)) [7, 9]. Hierdoor krijgt ook de aantrekker
zelf een zelfgelijkvormige afhankelijkheid van T. Dat wil zeggen, T-intervallen (lees: frequen-
tieintervallen) worden gekarakteriseerd door een zelfde soort aantrekker, om vervolgens, in
naburige intervallen, plots te veranderen in veel gecompliceerdere...

In de algebraische methode, die voor één specifiek geval in een trapezoidaal domein is
uitgewerkt, wordt gezocht naar een oplossing in de vorm van een Fourierreeks [8]. De ter-
men van deze reeks voldoen ieder afzonderlijk aan (5), en zijn nul op bodem, oppervlak
en één verticale wand. De laatste randvoorwaarde, ¢ = 0 op de hellende wand, moet de
relatie tussen de onbepaalde Fouriercoéfficienten geven. Het blijkt dat deze relatie op die
rand twee functionaalvergelijkingen geeft, waar de normaalafgeleide van ¢ aan moet vol-
doen. Dit impliceert dat als deze normaalafgeleide op twee delen van de hellende wand
wordt voorgeschreven, deze op de rest van de hellende wand vastligt. Deze twee delen zijn
precies de eerder genoemde fundamentele intervallen. Wat voor unieke bepaling van de
Fouriercoéfficienten resteert is het (arbitrair) voorschrijven van normaalafgeleides in deze
twee intervallen, en vervolgens de bepaling van dit Fourierspectrum. Het blijkt dat ook het
spectrum een zelfgelijkvormig karakter krijgt, een eigenschap welke relateerbaar is aan het
verschijnen van de Weierstrassfunctie in diens uitdrukking. De Weierstrassfunctie is een
mathematisch ‘gedrocht’ uit de negentiende eeuw, verzonnen om aan te tonen dat een
functie overal continue kan zijn maar toch nergens differentieerbaar. De zich relatief ne-
tjes gedragende Fouriercoéfficienten bemonsteren de Weierstrassfunctie echter buiten het
parametergebied waarvoor deze dit pathologisch gedrag vertoont.

men met oud-promovendus Frans-Peter Lam
ontwikkelde (Figuur 6(a)) maakte duidelijk
dat de lijnstukken waarlangs deze golven lo-
pen bijna altijd naar een gesloten baan wor-
den getrokken, een interne golfaantrekker [9].
Deze lijnen fungeren een beetje als de zenuw-
banenvan de zee. Het zijn lijnen waarlangs de
druk wordt doorgegeven. Ze illustreren het ge-
zegde: als ik hier druk, voel ik daar pijn. De
golfaantrekkeris precies de plaats waarin ex-
perimenten de golfenergie zich concentreert
[10] en Figuur6(c). Zoals het strand oppervlak-
tegolven aantrekt, blijkt deze gesloten baan
voor de beschouwde frequentie, van overal
uit zee interne golven aan te trekken, golven
die daar vervolgens mengen.

Vanuit theoretisch en experimenteel oogpunt
lijkt ophoping van energie rond golfaantrek-
kers onvermijdelijk maar de grote vraag is na-
tuurlijk: komen deze golfaantrekkers ook in
zee voor? En, zo ja, waar dan? Dit is nu nog
volstrekt onduidelijk. In analogie met het Ter-
raincognita, hetonbekende land datzo tot de
verbeelding sprak van ontdekkingsreizigers
als Fridtjof Nansen, ligt er nu een Mare in-
cognitum op verkenning te wachten! Bij deze
ontdekkingsreis hebben we echter niet meer
genoeg aan één schip, of meerdere schepen,
maar zullen alle technische en theoretische
middelen moeten worden aangewend om de
diepzee te verkennen!

Toekomstplannen

Hoe kunnen we dit aanpakken? Bijvoorbeeld
door het verhelderen van de invloed van ge-
laagdheid op deeltjes- en warmtetransport.
De oceanografische gemeenschap herhaalt
als een mantra het belang van interne golven
voor verticaal transport van warmte, van voe-
dingsstoffen en van opgeloste gassen, zonder
echterinte gaan op het feit dat ereen principi-
eel probleem bestaat met verticaal transport
in een gelaagde vloeistof.

Laat mij dit illustreren aan de hand van com-
municatie tussen bergdorpen, gelegen op de
flanken van een diep dal. Daarin valt op dat
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bewoners meer contact hebben met dorpjes
op een paar kilometer afstand op dezelfde
hoogtelijn dan met dorpjes vlakbij, enkele
honderden meters hoger of lager. Niemand
heeft kennelijk veel zin om steeds arbeid te-
gen de zwaartekracht in te moeten verrichten.
Hetzelfde vinden we bij de verticale uitwisse-
ling in de oceaan: deeltjes blijven het liefst
gewoon hangen op een diepte waar hun dicht-
heid gelijk is aan die van het water. Recen-
te experimenten laten dan ook zien dat verti-
caal transport inderdaad meestal onderdrukt
wordt, behalve, opmerkelijkerwijs, in intense
interne golfbundels, zoals in een golfaantrek-
ker. De golfaantrekker blijkt niet alleen golven
maar ook deeltjes aan te trekken. Deze bewe-
gen eerst horizontaal, naar de bundels toe,
maar worden daarna ook langs de bundel,
scheef door de vloeistof gestuwd [4]. Mogelijk
dat dit het lang gezochte voedseltransport-
mechanisme is dat het mogelijk maakt dat
koudwaterkoralen kunnen overleven. Koud-
waterkoralen zijn een soort anemonen, polie-
pen die op grote diepte in koud, donker water
op de bodem leven. Deze pikken voedsel uit
hun omgeving op en zetten dat uiteindelijk
om in kalk. Hun afhankelijkheid van vers, na-
bij het oppervlak geproduceerd plankton sug-
gereert de aanwezigheid van een soort ‘voed-
selsnelweg’ tussen oppervlak en bodem, een
snelweg waar de interne golfbundel zich kan-
didaat voor stelt.

Zoals gezegd is de diepzee onbekend om-
dat het moeilijk is om daar met licht of ge-
luid een beeld van te vormen. Eigenlijk ligt het
meervoor de hand om voor die beeldvorming
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Onderwijsmethoden zijn onderwerp van felle debatten. Idealiter worden deze debatten ge-
voed door wetenschappelijke inzichten in wat wel en niet werkt in de onderwijspraktijk. Nel-
lie Verhoef en Petra Hendrikse organiseerden een symposium waar docenten hun promotie-
onderzoek presenteren. Deze docenten voeren hun onderzoek uitin de eigen dagelijkse praktijk

van het lesgeven.

Voor het tweede achtereenvolgende jaar krij-
gen docenten in de exacte vakken die volop
in de praktijk van het lesgeven staan, de mo-
gelijkheid om te promoveren. In teamverband
worden de docenten bijgestaan en nauwgezet
begeleid door professoren die er veel tijd en
energie in steken. Dit initiatief, het program-
ma Didactisch Universitair onderzoek van DO-
Centen naar vernieuwing van de bétavakken
(DUDOQ), is afkomstig van het Platform Béta
Techniek. Docenten kunnen intekenen op een
onderzoeksvoorstel. Als het voorstel is goed-
gekeurd, kunnen geinteresseerde docenten
solliciteren. De gelukkige krijgt dan de moge-
lijkheid om te promoveren op een onderzoek
dat zich afspeelt in de praktijk van het lesge-
ven. Let wel, de docent moet blijven lesgeven
— het is niet zo dat de docent alle tijd aan
zijn onderzoek kan besteden. Het blijkt in de
praktijk een echte kluif te zijn! De onderwer-
pen van onderzoek verschillen uiteraard. Het
type van onderzoek verschilt echter niet: in
alle gevallen gaat het om ontwerpgericht on-
derzoek, niet om beschrijvend onderzoek. Het
doelis dat het onderwijs in de praktijk weten-

schappelijk verantwoord verbetert. De onder-
zoeken moeten maatschappelijk relevant zijn
en aansluiten bij reeds bestaand (internatio-
naal) vakdidactisch onderzoek. De onderwer-
pen van één docent uit de eerste tranche, en
één uit de tweede tranche liggen dicht tegen
elkaaraan. Een derde docent doet aanvullend
onderzoek als NWO - Leraar - in - Onderzoek.
Van deze docenten zijn Joke Zwarteveen en
Daan van Smaalen verbonden aan de Uni-
versiteit Twente (UT) en Sanne Schaap aan
de Rijksuniversiteit Groningen. Om meer be-
kendheid te geven aan het idee van promo-
verende docenten, naast hun lesgeven, ont-
stond het idee om half mei 2009 een sym-
posium te houden op de school van Daan
van Smaalen, het Christelijk Gymnasium in
Utrecht. Het publiek bestond grotendeels uit
(aankomende) VO-docenten, die op de één of
andere manier betrokken of geinteresseerd
zijn in het onderwerp modelleren. Zo was
er een docent uit Ede aanwezig die zich
in een vergelijkbaar onderzoekstraject bezig-
hield met modelleerproblemen aan de Univer-
siteit Wageningen. Over het onderwerp is veel

gezegd en wordt veel gezegd (en gezwegen).
Hoe kun jeimmers iets zinnigs zeggen over de
didactiek van het modelleren als je niet pre-
cies weet wat modelleren is? Waar heb je het
over als je nog nooit ervaren hebt hoe het is
om de complexe realiteit te beschrijven en op
grond van die beschrijving voorzichtig voor-
spellingen te durven doen? Het is misschien
wel daarom dat dit onderdeel van de wiskun-
de nauwelijks isingebed in het onderwijs. Het
is moeilijk en het kost tijd, erg veel tijd en be-
hendigheid van docenten die zich op paden
begeven die ook voor hen ongewis en onvoor-
spelbaarzijn. De toepasbaarheid van wiskun-
dige kennis en vaardigheden is cruciaal bij dit
onderwerp. Joke Zwarteveen doet een poging
om leerlingen de werkelijkheid te laten vatten
in differentiaalvergelijkingen, veranderingen
worden beschreven in vergelijkingen. Sanne
Schaap probeert te analyseren hoe leerlingen
relatief eenvoudige, werkelijke situaties be-
naderen en beschrijven met wiskundige tech-
nieken. Daan van Smaalen tenslotte legt de
focus op de rol van de docent die deze leer-
processen stimuleert en kanaliseert. Hij pleit
vooreen open, transparante aanpak — samen
voorbereiden én samen uitvoeren van lessen.
De praktijk van het lesgeven is echter weer-
barstig.

De eerste bijdrage over het begrijpen
van differentiaalvergelijkingen (dv’s) was van
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Schaap, die al een jaar langer bezig is dan

Tim en Jonathan begonnen tijdens het maken van de zwembadopgave met concrete Zwarteveen en Van Smaalen, gebruikt een

getallenvoorbeelden. In het onderstaande fragment hebben zij net de diepte van het

[...]
Jonathan:

|31mq_# Lo i
VEL M = @

zwembad uitgerekend bij één meter diep graven:

Tim: Even kijken of.. of.. als je 't met twee meter uitgraaft of het dan
Jonathan: (Tim praat verder) Oke, dan doen we da..
Tim: eve.. of het dan.. of x dan twee keer zo groot wordt.. (Tim en Jonathan

gebruiken x voor de hoogte van de laag zand die op de tuin wordt uit-
gesmeerd) [Jonathan rekent het getallenvoorbeeld door]

(schoolbel gaat) en dan maal [plus] twee. Ja da’s wel lineair.

i
-
=

Figuur 1. Het getallenvoorbeeld van Tim en Jonathan

Joke Zwarteveen. Het doel van haar onder-
zoek is het ontwikkelen van een adequate di-
dactiek voor het leren van het begrip dv die
direct aansluit bij leerprocessen van leerlin-
gen. Ze onderscheidt het opstellen, het uit-
rekenen en het analyseren van dv’s. Het op-
stellen van een dv, de eerste stap, beschouwt
zij als onderdeel van een modelleerproces.
Om te kunnen beschrijven hoe dat proces ver-
loopt is een meetinstrument nodig. Een der-
gelijk instrument is er nog niet, dat moet zij
ontwikkelen. Op basis van theorie (zoals les-
methoden voor het hoger technisch onder-
wijs) heeft Zwarteveen een prototype opge-
steld. In een eerste ronde heeft ze de bruik-
baarheid van dit prototype getest op uitwer-
kingen van VO-docenten wiskunde. Met het
prototype-instrument kon succesvol worden
gemeten dat de docenten geen enkele moeite
hebben met het opstellen van een dv. In een
tweede ronde werd het meetinstrument ge-
test op de uitwerkingen van studenten tech-

nische geneeskunde op de UT. Deze studen-
ten had Zwarteveen gekozen omdat zij het
vak Differentiaalvergelijkingen op de univer-
siteit gevolgd hebben en niet tot de groep
van harde bétastudenten horen. In hardop-
denk-sessies ontdekte Zwarteveen dat deze
studenten nog nooit hebben nagedacht over
veranderingen en de beschrijving daarvan in
vergelijkingen, en stelde vast wat dat voor ge-
volgen heeft bij het opstellen van dv’s. Routi-
nematig werd door studenten zonder enige
verantwoording een verband gelegd tussen
het woord dv, de truc ‘afgeleide uitrekenen’
en het symbool dy/dx. Zij hadden geen idee
over de achterliggende betekenis van de no-
tatie Ay /Ax.Deze bevindingen waren schok-
kend voor Zwarteveen. Alleen daarom al zou
je als praktiserend docent aan wetenschap-
pelijk onderzoek beginnen.

De tweede bijdrage, van Sanne Schaap,
ging over belemmeringen en kansen tijdens
het opstellen van mathematische modellen.

theoretisch raamwerk als meetinstrument. Hij
markeert dit met een begin- (het probleem)
en een eindpunt (het mathematische model).
De focus in dit raamwerk ligt bij de overgan-
gen in de modelleercyclus van 1) situatie - via
analyseren, probleem definiéren en vereen-
voudigen, naar 2) het conceptuele model - via
formaliseren, naar 3) het wiskundige model -
via berekenen, naar 4) modeluitkomsten, en
via interpreteren en experimenteel toetsen te-
rug naar de oorspronkelijke situatie. Om het
raamwerk als meetinstrument op bruikbaar-
heid te kunnen toetsen hebben drie tweetal-
len leerlingen in een pilotstudie tijdens een
take-based-interview een viertal opgaven ge-
maakt. Het theoretische raamwerk bleek niet
goed bruikbaar te zijn voor het benoemen
van belemmeringen en kansen. Sommige be-
lemmeringen en kansen konden wel gecon-
stateerd worden, maar konden niet in het
raamwerk worden geplaatst. Bijvoorbeeld bij
de zwembadopgave met de vraag hoe diep
je moet graven om een zwembad van 2 me-
ter diepte te krijgen, waarbij de uitgegraven
grond gelijkmatig over een tuin wordt ver-
deeld. Het duo Tim en Jonathan pakt dit pro-
bleem aan door eerst eens met een concreet
getallenvoorbeeld aan de slag te gaan, zie Fi-
guur 1. Ze nemen de tuin 10x15m groot en het
zwembad 3x6m.

Figuur 1 laat zien dat Tim en Jonathan
het vermoeden ontwikkelen dat uitgegraven
diepte en diepte van het zwembad evenre-
dig zijn door twee concrete getallen voorbeel-
den uit te rekenen. Eerst kijken ze wat er
gebeurt bij 1m uitgraven (niet diep genoeg),
dan gaan ze door met 2m uitgraven (te diep).
Schaap identificeert het rekenen met con-
crete getallenvoorbeelden en het netjes op-
schrijven van tussenresultaten als ‘kansen’.
Schaap gaat verder niet in op ‘belemmerin-
gen’ terwijl die er wel zijn, bijvoorbeeld het
gegeven dat Tom en Jonathan niet nauwkeurig
werken. Ze schrijven onduidelijk, werken niet
exact en vermelden niet altijd de eenheid. De
eikpunten: situatie, conceptueel model, wis-
kundig model en modeluitkomst vereisen eni-
ge aanpassing in het kader van praktische
bruikbaarheid. Schaap trekt dan ook de con-
clusie dat er nog werk aan de winkel is. Dit
onderzoek dwingt hem (en het publiek) om
na te denken over denkfouten van leerlingen,
die op te sporen en zo mogelijk bij te stellen
zijn.

De derde en tevens laatste spreker was
Daan van Smaalen. Zijn presentatie ging over
het fenomeen lesson study met de focus op
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de wiskundedocent als ontwerper, onderzoe-
ker en curriculumvernieuwer. Van Smaalen
onderzoekt hoe lesson study kan bijdragen
aan de professionalisering van wiskundedo-
centen. De aanpak van Daan is weergegeven
in Figuur 2. De methode lesson study komt
uit Japan. Het is een professionaliseringsstra-
tegie waarbij docenten samen met collega’s
(en eventueel experts van buitenaf) een les
ontwikkelen. Kenmerkend is dat collega’s (en
de experts van buitenaf) bij de uitvoering van
de les aanwezig zijn (ieder heeft een rol als
observator). Docenten ervaren hoe een les in
de praktijk anders verloopt dan verwacht. Ze
zien hoe dat komt, welke onverwachte situ-
aties zich voordoen. In Japan komt het voor
dat grote groepen geinteresseerden achter in
de klas staan om te observeren. De uitge-
voerde les wordt samen geévalueerd, bijge-
steld en opnieuw uitgevoerd. De resultaten in

Japan zijn succesvol, docenten leren van el-
kaar in de praktijk. De vraag is of deze vorm
iberhaupt wel toepasbaaris in Nederland. De
Nederlandse cultuur is er een van ‘na de les
direct naar huis vanwege andere taken’. Het
idee om tot vijf uur op de school aanwezig te
zijn, is niet gangbaar. Met z’n allen achter in
de klas kijken hoe je collega de les geeftis ook
al niet gangbaar. Toch wil Van Smaalen deze
vorm van professionaliseren uitproberen, be-
ginnend op zijn eigen Utrechtse school. De
vraag die van Smaalen zich stelt is: Welke zijn
de kenmerken van een in de lespraktijk in-
gebed professionaliseringstraject gebaseerd
op de principes van lesson study met als doel
het ontwikkelen van de vakdidactische kennis
van wiskundedocenten? Als onderwerp kiest
Van Smaalen voor modelleerprocessen, om-
dat hij verwacht dat het begeleiden daarvan
andere vaardigheden van de docent vereist.

Het gaat er bijvoorbeeld om dat de docent de
leerling leert zichzelf vragen te stellen, zon-
der direct aan antwoorden te denken. Er zijn
ook momenten dat de docent moet ingrijpen
en duidelijk moet sturen, maar wanneer dan
en hoe? Tijdens zijn presentatie vraagt Van
Smaalen zich al even hardop af, hoe hij ei-
genlijk professionaliseren kan gaan meten.
Dit wordt nog ingewikkeld: vaststellen of, en
z0 ja, hoe docenten zich ontwikkelen. In de
discussie komt het publiek met suggesties
die Van Smaalen verder helpen bij de keuzes
waar hij voor staat. “Samen nadenken over
je vak is stimulerend”, is de conclusie van
de aanwezigen. En onderzoeken als docent,
misschien toch een haalbare kaart? Het is nu
wel voor iedereen duidelijk dat het pad van
de docent als wetenschappelijke onderzoe-
ker beslist niet over rozen gaat! o

Werkwijze Daan van Smaalen

Van Smaalen is begonnen met het lezen van
literatuur betreffende lesson study. Daar
wordt in beperkte mate gesproken over het
leren van de docenten. In het artikel van Le-
wis et al. [1] staat de hiernaast afgebeelde
figuur waarin wordt ingegaan op het leren
van docenten. In hetzelfde artikel pleiten de
auteurs voor meer onderzoek naar lesson
study (ze behandelen drie critical research
needs).

Naast het hiernaast afgebeelde model, gaat
hij verder uit van het model zoals dat voor-
komt in het boek Leading lesson study van
Stepanek et al. Dat model staat hieronder
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afgebeeld. Na deze modellen bestudeerd te
hebben, is hij gaan onderzoeken hoe hij de-
ze specifieke modellen zou kunnen koppe-
len aan wat meer algemenere en gangbare
theorieén betreffende professionele ontwik-
keling. Je komt dan al gauw bij Pedagogical
Content Knowledge (PCK) uit. Daarom is hij
het begrip PCK verder gaan bestuderen. Wat
wordt er onder verstaan? Hoe conceptuali-
seren verschillende auteurs het? Hoe kan
het worden gemeten? Dit met als doel om
een link te kunnen leggen tussen de fasen
in het proces van lesson study en het leren
van docenten.
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1. Lewis, C., Perry, R. & Murata, A., ‘How Should Research Contribute to Instructional Improvement? A Case of

Lesson Study’, Educational Researcher 35(3) (2006), pp. 3-14
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Figuur 2. Bijdrage van lesson study aan de professionalisering van wiskundedocenten
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Expansions and Extensions
Charlene Kalle

Op 27 augustus van dit jaar promoveerde Charlene Kalle aan de Univer-
siteit Utrecht bij Richard Gill en Karma Dajani op het proefschrift met
de prikkelende titel Expansions and Extensions. Om wat voor ontwik-
kelingen en uitbreidingen gaat het hier?

Getalsontwikkelingen
In haar proefschrift bestudeerde Kalle de eigenschappen van een dy-
namisch systeem dat gebruikt kan worden om getalsontwikkelingen
te maken. Standaard voorbeelden van getalsontwikkelingen zijn de
decimale en de binaire ontwikkeling, respectievelijk met basis 10 en
basis 2. In het algemeen hebben getalsontwikkelingen niet noodzake-
lijk een gehele basis. Voor een reéel getal x € [0, 1) is de zogenaamde
B-ontwikkeling van de vorm x = > ,_; by,/B", waarbij B > 1 de basis
is en alle getallen by, in een cijferverzameling A = {ao, ..., am } liggen.
Met B=10en A ={0,1,...,9} is dit precies de decimale ontwikkeling.
Sinds het einde van de vijftiger jaren is veel onderzoek gedaan naar
ontwikkelingen met een niet-gehele basis S en cijfers 0 tot en met | 81,
het grootste gehele getal kleiner dan . Voor het maken van dergelijke
ontwikkelingen kunnen dynamische systemen worden gebruikt. Een
binaire ontwikkeling in basis 2 en met cijfers 0 en 1 kan bijvoorbeeld
worden gegenereerd met de doubling map T : x — 2x mod 1 die de
cijfers by = bu(x) van x = 351 by /2™ bepaalt als volgt:

0 alsxe(0,3)
bi(x) = 1 en bu(x)=b1(T"x)
1 alsxelz,1)

Kalle heeft een afbeelding bestudeerd die getalsontwikkelingen maakt
voor een reéle basis B > 1 en cijfers in een willekeurige ein-
dige verzameling van reéle getallen, A = {ag,...,am}. De eni-
ge eis op deze cijferverzameling is dat twee opeenvolgende cij-
fers niet te ver uit elkaar mogen liggen. In tegenstelling tot de
klassieke cijferverzameling {0,1,...,[B]}, die je compleet zou kun-
nen noemen, bevatten de cijferverzamelingen bij Kalle niet alle cij-
fers van 0 tot en met [B]. De ontwikkelingen heten daarom pB-
expansions with deleted digits. De bijbehorende genererende trans-
formatie die ze heeft bekeken is een ‘zaagtandafbeelding’: stuks-
gewijs lineair met helling B en voor ieder cijfer a; is er een inter-
val waarop de transformatie gelijk is aan fx — aj. Voor niet-gehele
B en de klassieke cijferverzameling is de transformatie gelijk aan
{BX mod1l x €]0,1]
Bx - 1Bl xell,UBDH/B-D]

Voor algemene cijferverzamelingen is de transformatie iets minder re-
gelmatig, met ‘tanden’ van verschillende hoogte.
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Overaftelbaar veel ontwikkelingen

Getallen tussen 0 en 1 zijn bij gebruik van een gehele basis meestal
op precies één manier te schrijven. In zo’n basis zijn er aftelbaar veel
getallen waarvoor dat niet geldt; die hebben precies twee ontwikke-
lingen. De meeste getallen hebben bijvoorbeeld een unieke decimale
ontwikkeling, maar een getal als 1/4 is te schrijven als 0,25 en als
0,2499999... Het grote verschil tussen de ontwikkelingen met gehele
basis en die met niet-gehele basis is, dat dit niet langer geldt voor
niet-gehele bases. In een niet-gehele basis hebben meestal bijna alle
getallen overaftelbaar veel verschillende ontwikkelingen. Dat betekent
ook dat er niet €én maar vele verschillende transformaties zijn die de
getalsontwikkelingen kunnen genereren. Tussen al deze transformaties
zijn er twee bijzondere, de greedy (gulzige) en lazy (luie) transforma-
tie. De greedy transformatie maakt ontwikkelingen die op iedere plek
het grootst mogelijke cijfer hebben staan. De lazy transformatie doet
precies het tegenovergestelde, die pakt op ieder moment het kleinst
mogelijke cijfer.

Random transformatie en uitbreidingen

Omdat bijna alle getallen in een niet-gehele basis overaftelbaar veel
verschillende ontwikkelingen hebben en er veel verschillende trans-
formaties zijn die de ontwikkelingen maken, kun je een random trans-
formatie definiéren. Kalle heeft zo’n transformatie gemaakt, die voor
iedere n beslist wat het cijfer b,, wordt door het gooien van een dobbel-
steen met het juiste aantal zijdes. In tegenstelling tot de greedy of lazy
transformatie, die voor ieder getal één mogelijke ontwikkeling geven,
is deze transformatie in staat alle mogelijke ontwikkelingen te geven.
Van deze en andere transformaties heeft Kalle allerlei eigenschappen
bestudeerd. Ook definieerde ze uitbreidingen van de transformaties.
Een van de mooie eigenschappen daarvan blijkt te zijn dat ze getallen
met een periodieke ontwikkeling karakteriseren.

Sfeer en gezelligheid

Het leven als aio met de erbij horende vrijheid vond Kalle heel prettig.
Allereerst was er natuurlijk haar onderzoek, maar het onderwijs geven
vond ze een heel welkome afwisseling. De dagelijkse begeleiding bij
haar onderzoek lag vooral in handen van Karma Dajani. Aan haar heeft
Kalle naar eigen zeggen ontzettend veel gehad. Niet alleen op het wis-
kundig vlak, maar ook qua gezelligheid. Ze konden uren praten. Als ze
naar haar toeging met een wiskundige vraag ging het gesprek na een
half uur vaak over heel andere dingen. Ook mede-aio’s zorgden voor
een leuke sfeer. Gezamenlijke vrijdagochtendkoffie en lunch, af en toe
films kijken, samen schaatsen of mountainbiken; zelfs een reisje naar
Rome of Berlijn was voor een groep Utrechtse aio’s niet te gek. De pret-
tige omgeving maakte, dat Kalle graag naar de universiteit kwam en
niet vaak thuis werkte.

In de tweede helft van haar derde aio-jaar hadden Kalle en Dajani
het gevoel dat het promoveren wel zou gaan lukken binnen de tijd.
Daardoor was de druk er wat af en kon Kalle echt genieten van het
aio-schap. Die periode was nog extra plezierig, omdat ze naar twee
conferenties in Rome en Praag ging die precies over haar onderwerp
gingen. Beide conferenties waren erg gezellig en daarmee nog eens
extra motiverend.

Het laatste half jaar was moeilijker. Er was opeens heel veel dat
moest gebeuren. Het proefschrift moest natuurlijk afgerond worden,
maar ook voordrachten, onderwijs en het zoeken naar een postdocplek
plus het schrijven van onderzoeksvoorstellen daarvoor kostten tijd.
Met nog wat conferenties erbij was het een heel hectische periode
waarin ze af en toe het overzicht een beetje verloor. Maar uiteindelijk

is het natuurlijk allemaal goed gekomen. Sinds september werkt ze als
postdoc aan de universiteit van Warwick, op een Marie Curie positie
van een jaar. Waarschijnlijk zal ze in dat jaar ook wat weken in Wenen
doorbrengen en als het lukt volgt er nog een jaar postdoc-schap in
Wenen. Daarna is alles nog open, maar ze hoopt uiteindelijk toch wel

in Nederland aan de slag te kunnen. v

Categarizal guenlam
mindeds and linglis

Chris Hgaues

Categorical quantum models and logics
Chris Heunen

Gebruikmaken van kwantummechanische principes levert computers
op die essentieel sneller zijn dan klassieke computers, en communi-
catieprotocollen waarbij in principe niet afgeluisterd kan worden. Op
het eerste gezicht ideaal dus. Helaas zijn kwantumcomputers nog erg
duur. Ze worden dan ook vooral gebruikt door grote instellingen als
banken en overheden. Behalve de hoge kosten is er nog een nadeel:
het tegenintuitieve karakter van kwantummechanica maakt het schrij-
ven van programma’s voor een kwantumcomputer of het ontwerpen
van kwantumcommunicatieprotocollen lastig. Chris Heunen, die op 7
januari volgend jaar bij Bart Jacobs en Klaas Landsman hoopt te pro-
moveren aan de Radboud Universiteit, legt uit waarom. “Het is heel
moeilijk om je intuitie uit te schakelen, of op zijn minst om te vor-
men, opdat je slimme kwantumtrucs uit kunt halen. Bovendien moet
een ‘kwantumprogrammeur’ nog erg low level bezig zijn; denk aan pro-
grammeren door direct poorten en bits te manipuleren, in plaats van
een programmeertaal als Java of Mathematica te gebruiken die dat
soort details abstraheert.”

Noodzakelijke wiskundige bewijzen van correctheid

Gebruikers als banken en overheden zijn natuurlijk niet tevreden als
programma’s wel lijken te werken en programmeurs zeggen dat het
allemaal klopt. Om hun de gewenste zekerheid te bieden, zijn wiskun-
dige bewijzen van correctheid noodzakelijk. Bovendien wordt het een
stuk gemakkelijker om een hoog-niveau-taal te ontwerpen voor kwan-
tumomgevingen, als er bij iedere laag-niveau stap een correctheids-
bewijs wordt meegenomen. Maar ook als je dat probeert, speelt het
tegenintuitieve karakter van de kwantummechanica je parten. Er zijn
allerlei eigenschappen die tegen onze normale logische intuitie ingaan.
Heunen noemt als voorbeeld entanglement. Dit principe zegt dat twee
kwantumbits op zo’n manier vervlochten kunnen raken, dat als je de
een meet, de uitkomst van een meting van de ander onmiddellijk vast-
ligt, zelfs als ze ruimtelijk heel ver gescheiden zijn.

Categorische modellen en logica

In zijn proefschrift Categorical quantum models and logics onderzoekt
Chris Heunen welke aspecten van het gangbare model voor kwantum-
mechanica dit soort logisch onbegrijpelijke eigenschappen veroorza-
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ken. Zijn nieuwe uitgangsmodel is een categorie die aan bepaalde
axioma’s voldoen. De axioma’s formuleren op hun beurt kwantumei-
genschappen. Door hierop categorische logica te bedrijven, komt hij
op een kwantumlogica die meer aansluit bij onze logische intuitie.

Heunen legt uit op welke manier de ‘gewone’ kwantumlogica niet
aansluit bij onze logische intuitie: “Normale logica gaat over proposi-
ties die deelverzamelingen van een verzameling representeren. Zo’n
machtsverzameling heeft een heleboel structuur; vereniging kun je
bijvoorbeeld opvatten als logische conjunctie (en), en doorsnede als
disjunctie (of). Men heeft geprobeerd ook zo te kijken naar gesloten
deelruimten van een Hilbertruimte (toestandsruimte van de kwantum-
mechanica), maar de logische interpretatie blijkt dan erg vreemd. Con-
junctie distribueert bijvoorbeeld niet meer over disjunctie. In een ana-
logie van Chris Isham: het is dan mogelijk om noch spek en eieren,
noch ham en eieren als ontbijt te krijgen, als je de keuze hebt tussen
eieren en ofwel spek ofwel ham.” Het contra-intuitieve karakter van de
kwantumlogica is dus niet eens het gevolg van bijvoorbeeld de onze-
kerheidsrelatie in de kwantummechanica; het is nog fundamenteler.

Een categorie bevat grof gezegd objecten met pijlen, of morfismen,
ertussen. De objecten mogen vagere dingen zijn dan de gebruikelij-
ke verzamelingen of functieruimten. In zekere zin bestudeert cate-
gorieéntheorie de wiskunde, waarbij ze functies als het centrale pri-
mitieve begrip neemt, in plaats van de ‘element van’-relatie. Catego-
rieéntheorie bestudeert hoe objecten zich gedragen ten opzichte van
andere objecten, zonder gebruik te maken van een interne structuur.

Dit heeft natuurlijk ook gevolgen voor de logica. Kwantoren bijvoor-
beeld, zoals ‘er is een y zodat ...’, worden traditioneel gemodelleerd
door verzamelingen {x € X|3,cy@(x,y)}. Als je geen elementen
hebt, maar alleen functies, moet je dat anders doen: in de categori-
sche logica wordt een kwantor veralgemeniseerd tot een functor die
geadjungeerd is aan pullback. In de categorie van verzamelingen (als
objecten) en functies (als morfismen) komt dit dan neer op de traditi-
onele definitie.

Categorisch modelleren van kwantumeigenschappen

Aan de hand van het entanglement-voorbeeld illustreert Heunen hoe
hij kwantumeigenschappen in zijn proefschrift modelleert. Om en-
tanglement categorisch te modelleren, moet je ten eerste eisen dat
de categorie ‘monoidaal’ is. Dat wil zeggen dat er een manier is om
twee objecten samen te stellen tot een groot nieuw object, en net zo,
om twee morfismen samen te stellen tot een nieuw morfisme van het
goede type. Grof gezegd moet er dus, om entanglement te kunnen mo-
delleren, een tensorproduct zijn op de categorie. Het woord ‘tensor’ is
hierbij echter misleidend, want het product hoeft geen bilineariteitsei-
genschappen te hebben. Het is slechts nodig eindig veel objecten te
kunnen groeperen. In het bijzonder moet er een ‘leeg systeem’ zijn, dat
Heunen I noemt.

Vervolgens stelt hij als axioma, dat voor ieder object X er een part-
nerobject X* is, en morfismenI — X* ® X en X ® X* — I die precies
samenwerken zoals de natuurkundige entanglement voorschrijft. Op
deze manier krijg je niet-standaard modellen, die toch de kwalitatieve
eigenschap ‘entanglement’ vangen, en waarin je dus kunt redeneren
over en eigenschappen kunt bewijzen van entanglement.

Een typisch voorbeeld van een categorie waarbij dit axioma is opge-
legd, is de categorie van vectorruimten (als objecten) en lineaire trans-
formaties (als morfismen), met als monoidale structuur daadwerkelijk
het tensorproduct. Een ander voorbeeld is de categorie van verzame-
lingen (als objecten) en relaties (als morfismen), met als monoidale
structuur het Cartesisch product van verzamelingen.

Het mooiste resultaat

Het mooiste resultaat in zijn proefschrift vindt Heunen de ‘karakteri-
satiestelling’ dat iedere categorie met bepaalde eigenschappen in te
bedden is in de categorie waarin objecten Hilbertruimten zijn, en mor-
fismen continue lineaire transformaties. Daarbij schiet hij zichzelf wel
een beetje in de voet, want dit resultaat laat zien dat de ‘niet-standaard
modellen’ die hij bekijkt altijd een deel uitmaken van het traditionele
(Hilbertruimte) model van de kwantummechanica. Anderzijds zijn de
categorische eigenschappen die hij oplegt vrij zwak. Normaal gespro-
ken zijn (complexe) scalairen bijvoorbeeld al in een kwantummodel
ingebakken vanaf het moment dat de natuurkundige eist dat de toe-
standsruimte een vectorruimte is. Heunen eist echter helemaal niets
over scalairen, maar toch blijken de complexe getallen als uit het niets
te verschijnen. Het voorbeeld van de entanglement illustreert dit we-
derom goed. Hij eist daarvoor dat er een manier (‘tensorproduct’) is om
systemen samen te stellen, en dat er een ‘leeg systeem’ is. Bij een echt
tensorproduct is het lege systeem de 1-dimensionale vectorruimte, dus
de complexe getallen. Zoals gezegd hoeft de manier van samenstellen
voor Heunen helemaal geen echt tensorproduct te zijn; sterker nog,
zijn axioma’s leggen helemaal geen vermenigvuldiging met scalairen
op. Maar die blijkt dus wel te volgen uit de wel opgelegde axioma’s.

Zwarte band in karate vergelijkbaar met promotie

Het leven als aio beviel Heunen prima: “Boeiend werk, extreem flexibe-
le werkomstandigheden, eigen verantwoordelijkheid, redelijk salaris-
niveau, wat valt er niet aan te bevallen?” Hij roemt vooral de vriendelij-
ke verwelkoming doorinternationale collegae: ondanks een natuurlijke
concurrentie is de sfeer bij bijeenkomsten vooral opbouwend en uitno-
digend tot vooruitgang door samenwerking. In zijn tweede jaar kende
hij echter wel een periode van twijfel. Hij had een artikel ingestuurd,
waar hij zelf best trots op was. Twee maanden later werd het tijdens
zijn vakantie in niet mis te verstane bewoordingen afgewezen door de
referee: in een cruciaal lemma had hij (en zijn begeleiders) iets totaal
over het hoofd gezien. Die domper deed hem weleens twijfelen of dit
nou zijn leven was. Achteraf denkt hij, dat zo’n periode vast hoort bij
de vorming van een evenwichtige wetenschapper.

Professioneel gezien was vooral de zomervan het derde jaar fantas-
tisch. Op de een of andere manierkreeg hij het heilige vuurte pakken en
in twee weken legde hij de basis voor wat uiteindelijk twee hoofdstuk-
ken van het proefschrift zijn geworden. Het mooiste moment daarbij
was de schetsmatige voltooiing van het bewijs van bovengenoemde
karakterisatiestelling.

Naast de afronding van zijn proefschrift heeft Heunen afgelopen
lente succesvol het zwarte-bandexamen karate afgelegd. Daar is hij
heel blij mee en, terecht, ook wel een beetje trots op. Heunen vindt het
trainen voor de zwarte band wel vergelijkbaar met een promotietraject:
bij beide werk je ergens naartoe door jarenlange training, steeds maar
aan je techniek schaven en continu bijleren.

Komende twee jaar naar Oxford

Als hij zichzelf met vrienden vergelijkt die in het bedrijfsleven werken,
is hij eigenlijk alleen minder tevreden met de onzekerheid over de toe-
komst. Voor de komende twee jaar ligt die voor hem al wel vast. Met een
Rubicon-subsidie van NWO werkt hij sinds september als postdoc in
Oxford; een voortzetting van het goede leven als promovendus. Echter,
de wekelijkse bijeenkomsten met zijn begeleiders, die inspirerend
houvasten vormden, gaat hij waarschijnlijk wel missen. e
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Vakantiecursus

Zwevende getallen

Het geruchtmakende intuitionisme van Brouwer heeft maar beperkt navolging gekregen. Marco
Swaen laat de lezer kennismaken met Brouwers benadering van reéle getallen en functies,
die verrassend dicht bij onze dagelijkse interpretatie blijkt te liggen. Dit artikel is eerder
verschenen in de vakantiecursus van het CWI, editie 2008.

In 1907, nu iets meer dan een eeuw geleden
verscheen het proefschrift over de grondsla-
gen der wiskunde waarin de dan nog onbe-
kende L.E.). Brouwer een nieuwe visie op de
wiskunde ontvouwt, sindsdien aangeduid als
het ‘intuitionisme’. Brouwer liet het niet bij
filosofische beschouwing maar werkte in la-
tere jaren zijn ideeén uit tot een nieuwe stijl
van wiskunde beoefenen. De intuitionistische
wiskunde kreeg niet veel navolging, en is te-
genwoordig vooral een curiositeit voor speci-
alisten. Dat is jammer, want met name Brou-
wers behandeling van reéle getallen en func-
ties sluit eigenlijk beter aan bij de manier
waarop we in concreto met getallen en func-
ties omgaan.

In dit artikel wil ik de lezer op een infor-
mele manier kennis laten maken met de in-
tuitionistische kijk op reéle getallen en func-
ties. Omwille van de toegankelijkheid geef ik
een losse interpretatie van de uitgangspun-
ten die ver af ligt van de presentatie zoals
Brouwer die in zijn artikelen gaf.

Historie

Als jong wiskundige nam Brouwer stormen-
derhand zijn plaats in op het wereldtoneel
met de succesvolle toepassing van alge-
braische technieken in de topologie. De naar
hem genoemde dimensiestelling en dekpunt-
stelling herinneren aan dat sprankelende be-
gin. Maar Brouwer ambieerde meer dan het
leveren van memorabele bijdragen aan het
corpus van de klassieke wiskunde. Hij was

gegrepen door het toentertijd levendige de-
bat over de vraag wat wiskunde nu eigenlijk
is. In zijn proefschrift [2] liet hij zien de di-
verse stromingen in dat debat goed te ken-
nen en uitte fundamentele kritiek op elk van
die scholen. Brouwer stelt dat taal en logica
slechts hulpmiddelen zijn in de beoefening
van de wiskunde. Daarom zal het, in weerwil
van wat logicisten als Frege en Russell hoop-
ten, nooit mogelijk zijn de wiskunde te herlei-
den tot logica. Noch is de wiskunde terug te
brengen tot een formeel spel zoals David Hil-
bert beoogde. En tenslotte moet ook Cantor
het ontgelden met zijn verzamelingenleer, die
volgens Brouwer niet veel meeris dan een be-
tekenisloos woordspel. Brouwer laat het niet
bij kritiek op de dominante stromingen van
zijn tijd, hij komt ook met een eigen karakteri-
seringvan hetwezen derwiskunde. Wiskunde
is een vrije schepping van onze geest, waarbij
we wiskundige objecten — getallen, functies,
systemen — bedenken en bestuderen. Brou-
wer spreekt van mentale constructies die ont-
spruiten aan onze intuitie — a priori kennis in
de zin van Kant. Vandaar dat zijn opvattingen
bekend zijn komen te staan onder de naam
‘intuitionisme’.

Toen tijdens de Eerste Wereldoorlog de in-
ternationale uitwisseling stilviel vatte Brou-
wer de taak op zijn filosofische standpunt
concreet te maken door de wiskunde van de
grond af op te bouwen volgens de inzichten
die hij in zijn proefschrift ontwikkeld had.
In 1918 verscheen zijn eerste artikel [4] in

een reeks waarin hij deze intuitionistische
reconstructie aanving met een verzamelin-
gentheorie en de theorie van het reéle ge-
tal. Zijn belangrijkste leerling Arend Heyting
(1898-1980) concipieerde in de twintiger ja-
ren een intuitionistische logica die de posi-
tie ten opzichte van de klassieke wiskunde
verhelderde. Ook andere gebieden der wis-
kunde werden intuitionistisch verkend, waar-
bij soms mooie resultaten werden geboekt.
Hoe complexer de materie, hoe ingewikkel-
der het begrippenapparaat echter werd als
gevolg van het verschijnsel dat één klassie-
ke notie aanleiding gaf tot een waaier aan in-
tuitionistische, zodat niet-ingewijden al gauw
het spoor bijster waren.

In de nadruk op constructieve methoden
heeft Brouwers intuitionisme inmiddels ge-
zelschap gekregen van een schare aan andere
alternatieve wiskunden onder exotische na-
men als de Russische recursief constructivis-
ten, de constructieve analyse van Bishop, pre-
dicativistische wiskunde, finitisme en ultrafi-
nitisme. Het aantal wiskundigen dat heden
ten dage uit overtuiging de bewijzen Brouwe-
riaans levert is overigens bijzonder klein. Wel
blijft erinteresse voorde intuitionistische wis-
kunde als wiskundig systeem in verhouding
tot de klassieke wiskunde. Ook binnen de tra-
ditionele wiskunde is er altijd een voorkeur
voor constructieve bewijzen omdat die algo-
ritmen opleveren waarmee wiskunde uitvoer-
baar en toepasbaar wordt.

Uitgangspunten en kenmerken

De axiomatische methode is sinds Euclides
het model geweest voor de opbouw van een
solide wiskundige theorie. Daarbijworden be-
wijzen streng gevoerd op basis van een uit-
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puttende lijst van uitgangspunten — de axi-
oma’s — en volgens afleidingsregels: de lo-
gica. Een belangrijk kenmerk van Brouwers
intuitionistische wiskunde is de tweeledige
afwijzing van de axiomatische methode. Ten
eerste zal men vergeefs in Brouwers artikelen
zoeken naar een lijst met axioma’s waarop
de intuitionistische wiskunde gefundeerd kan
worden. Brouwer formuleert alleen aldoende
wiskundige principes als hij het nodig vindt
zijn bewijsvoering te verduidelijken. Ten twee-
de hanteert Brouwer in de bewijzen niet de
vertrouwde logica, omdat volgens hem rede-
neringen moeten wortelen in wiskundige in-
houd en niet mogen berusten op de klak-
keloze toepassing van logische wetten. Met
name verzet Brouwer zich tegen het principe
van de uitgesloten derde, de wet die zegt dat
er voor elke goed geformuleerde uitspraak A
maar twee mogelijkheden zijn: A is waar, of
A is niet waar, in formule: A v —A. De wet
van de uitgesloten derde vormt de grondslag
voor het bewijs uit het ongerijmde, een me-
thode waarbij men om A te bewijzen, eerst
aanneemt dat A niet waar is, en uit die aan-
name een tegenspraak afleidt. Gaat het bij-
voorbeeld om een uitspraak van de vorm: “er
is een x met eigenschap E”, dan levert een
bewijs uit het ongerijmde de conclusie dat
het niet mogelijk is dat er geen x is met ei-
genschap E. Maar daarmee geeft het bewijs
doorgaans geen manier aan om die x daad-
werkelijk te vinden, en wordt daarom niet als
constructief beschouwd.

Het wiskundig universum

De afwijzing van bewijs uit het ongerijmde
wordt soms wel eens voorgesteld als de es-
sentie van Brouwers intuitionisme. Zij is ech-
ter geen fundamentele leerstelling, maar eer-
der een consequentie van de overtuiging dat
wiskunde gaat over dingen die we maken, en
niet over dingen die los van ons bestaan. An-
ders dan sterren of geldstromen zijn getallen
en systemen er alleen maar voorzover we ze
willen zien. Het zijn bedenksels, die we zelf
oproepen, en die we alleen aan anderen to-
nen door aan te geven hoe we ze in onze ge-
dachten tot stand hebben gebracht. De wis-
kundige objecten zijn dus mentale construc-
ties. Hebben we geen constructie voor x, dan
is x erniet. Het wiskundige universum waarin
we al denkend vertoeven is noodzakelijk on-
af, alleen dat wat we er gemaakt hebben, dan
wel waarvan we inzien dat we het in een af-
zienbaar aantal stappen zouden kunnen ma-
ken, bestaat er. Wiskunde is ‘uitvinden’ en
niet ‘ontdekken’. De objecten moeten we uit-
vinden voorwe ze kunnen bestuderen. Vervol-

gens kunnen we al studerend eigenschappen
ontdekken, maar welbeschouwd is dat ont-
dekken het vinden van sluitende redenerin-
gen, van bewijzen, dus ook ‘uitvinden’ in de
vorm van het leveren van een gedachtecon-
structie.

De tijdsintuitie

Ook fantasieén en dromen zijn mentale con-
structies; het bijzondere aan de constructies
waarmee we ons als wiskundige bezig hou-
denis dat we ze maken vanuit een bepaald in-
zicht, onze tijdsintuitie in Brouwers termino-
logie. Het is inzicht waarmee we zijn toegerust
om de wereld waarin we moeten overleven te
begrijpen en naar onze hand te zetten. Men
kan ook denken aan een instinct, of in de ter-
minologie van Kant: a priori kennis, kennis die
we bezitten zonder deze eerst afgeleid te heb-
ben uit ervaringen. In zijn proefschrift heeft
Brouwer het over de tijdsintuitie en noemt
daarbij het gegeven dat we gedachten en ge-
waarwordingen niet gelijktijdig maar achter-
een hebben, en beschikken over het vermo-
gen de ene ervaring te onthouden en te verge-
lijken met een volgende. In ons denken figu-
reert een tijdslijn, waarlangs we gewaarwor-
dingen rangschikken, waarmee we oorzaak
en gevolg onderscheiden en waarmee we on-
ze handelingen kunnen beramen en overden-
ken.

De telrij 1,2, 3,4,... komt direct voort uit
ons vermogen ons in gedachten een eenheid
voor te stellen, daar in gedachte een eenheid
aan toe te voegen, en dit proces eindeloos te
herhalen. Zien we die telgetallen als stappen
op de tijdslijn, dan kunnen we ook terugtel-
len en komenop0,-1,-2,.... Maarookis de
tijdslijn vloeiend, waarbij tussen momenten
steeds weer nieuwe momenten onderschei-
den kunnen worden, zodat we een beeld krij-
gen van wat we noemen: het continuiim. In
onze gedachten zijn we vrij; al zullen we in
de werkelijkheid nooit erg ver tellen, we be-
seffen dat het tellen niet eindigt omdat we in
principe altijd weer één stap verder kunnen.
Zo loopt het continuiim eindeloos voort en is
het aantal telgetallen oneindig. Evenzeer is
het oneindige aanwezig in de mogelijkheid in
het continulim tussen elk tweetal momenten
weer een nieuw moment te onderscheiden.

De natuurlijke getallen

Met onze telgetallen kunnen we rekenen, en
zo ontdekken we allerlei eigenschappen: een
getal kan priem zijn, of samengesteld, even,
of de som van twee priemgetallen. Heb ik een
getal gemaakt dan kan ik de eigenschappen
ervan onderzoeken. Maar als het aantal ge-

tallen oneindigis, hoe zou ik dan ooit kunnen
vaststellen of alle getallen een bepaalde ei-
genschap hebben? Omdat ik weet hoe ik de
getallen maak, namelijk elk getal is een di-
recte opvolger van een eerder gemaakt getal
en uiteindelijk een opvolgervan 1, kan ik toch
het geheel der natuurlijke getallen overzien.
In het geval dat ik weet dat de eigenschap
voor 1 geldt, en altijd wordt doorgegeven van
een getal naar zijn directe opvolger, kan ik
concluderen dat de eigenschap vanafiaan el-
ke opvolgerwordt doorgegeven en geen enkel
getal zal overslaan. Dit is het bekende princi-
pe van “bewijs door volledige inductie”, en is
voor de intuitionist nog acceptabelerdan voor
een klassiek wiskundige, die denkt dat de na-
tuurlijke getallen ergens buiten ons bestaan,
en zich eigenlijk zorgen zou moeten maken of
er behalve die opvolgers van 1 misschien nog
andere natuurlijke getallen zijn.

Even of niet even

Zoals gezegd verzette Brouwer zich tegen het
klakkeloos toepassen van logica, met name
tegen het principe van de uitgesloten der-
de. Dat wil niet zeggen dat in zijn wiskunde
A Vv - A nooit geldt. Ter verduidelijking zul-
len we twee voorbeelden bekijken, één van
een uitspraak waarop het principe wel, en één
waarop het niet van toepassing is. De volgen-
de stelling is niet moeilijk te bewijzen:

elk natuurlijk getal is even of oneven.

Met even bedoelen we dat het getal van de
vorm 2n is, met oneven dat het van de vorm
2n — 1 is, waarbij n een willekeurig natuurlijk
getal voorstelt. Om te beginnen is het getal 1
oneven,want1 =2-1-1.Alseen getaln even
is, dan is zijn opvolger van de vorm 2m + 1 =
2(m+1)—1 dus oneven. Is een getal oneven,
danis het zelf van de vorm 2m — 1, dan is zijn
opvolger2m—1+1 = 2m, dus even. Verderis
het niet heel moeilijk te beredeneren dat een
getal niet even en oneven tegelijk kan zijn,
dus we hebben ook: voor elk natuurlijk getal
n geldt

nis even v —(n is even).

Goldbach of niet-Goldbach

De methode van volledige inductie biedt vaak
geen soelaas. Dat is (tot op heden) bijvoor-
beeld het geval bij het (sterke) vermoeden van
Goldbach, dat teruggaat op een correspon-
dentie tussen Goldbach en Euler van 1742 en
behelst dat elk even getal groter dan 2 de
som van twee priemgetallen zou zijn. Probeer
maar:

4=2+2
6=3+3
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8=3+5
10=3+7=5+5

Met G(n) geven we aan dat het getal 2n vol-
doet aan de eigenschap in het vermoeden, of-
tewel G(n) geeft de implicatie weer‘alsn > 1
dan zijn er priemgetallen p en g zodat 2n =
p +q’. Daarmee is het vermoeden van Gold-
bach dus te schrijven als: V1 G(n). Van een
gegeven getal n is deze eigenschap te contro-
leren binnen afzienbaar aantal stappen. Wil je
bijvoorbeeld weten of G(100), maak dan een
lijst van de priemgetallen tussen 1 en 200,
kijk dan of 1 en 199 misschien priem zijn, zo
niet dan misschien 2 en 198 enz. ben je te-
gen de tijd dat je 100 bereikt nog geen paar
priemgetallen tegengekomen dat samen 200
is, dan weet je dat G(200) niet geldt. Ben je
welzo’n paartegengekomen dan geldt G(200)
wel. Dit is inmiddels al voor vele getallen ge-
daan, ongetwijfeld met handigere methodes,
en terwijl de grens 10'7 al gepasseerd is, is
er nog steeds geen getal gevonden dat niet
voldoet. Maar langs deze weg zal nooit ze-
kerheid ontstaan dat er in de verre toekomst
niet toch een getal zal opduiken dat het ver-
moeden van Goldbach ontkracht. Vooralsnog
is het vermoeden van Goldbach dus een open
probleem, en daarmee een voorbeeld van een
wiskundige bewering waarvan noch de beves-
tiging noch de ontkenning op dit moment be-
wezen is. Dat zulke uitspraken bestaan is in-
herent aan de wiskundige arbeid, waarin er
altijd weer nieuwe vragen zullen zijn. In het
vervolg zullen we regelmatig teruggrijpen op
het vermoeden van Goldbach als voorbeeld
van een open vraag. Mocht Goldbach’s ver-
moeden bij het lezen van dit artikel al beslist
zijn, dan zijn er ongetwijfeld nog genoeg an-
dere vermoedens die als voorbeeld kunnen
dienen.

Logica en constructie
In overzichtelijke situaties, zoals we die in
de werkelijkheid tegenkomen, zijn eenduidi-
ge uitspraken wel of niet waar. Dat inzicht
maakt onderdeel uit van de logica die we in
dergelijke situaties hanteren. Het wiskundig
universum is echter niet overzichtelijk, het is
onaf, en het is oneindig, en laat zich daar-
om niet zomaar begrijpen met de logica die
we ontleend hebben aan de werkelijkheid.
Voor Brouwer gaat logica niet vooraf aan de
wiskunde, maar moet er uit worden afgeleid.
Het constructieve karakter van zijn wiskunde
heeft directe gevolgen voor de te hanteren
logica. De logische voegwoorden krijgen bij
hem een constructieve inhoud. Voor de twee
uitspraken uit het voorafgaande is die con-
structieve betekenis als volgt:

1. De uitspraak A v —A betekent: ik heb een
bewijs voor A of ik heb een bewijs voor
—A. Aangezien dit bij het vermoeden van
Goldbach niet het geval is, is Goldbach v
—Goldbach dus géén stelling.

2. De uitspraak Vn (n is even v n is oneven)
betekent: ik heb een methode waarmee ik
voor elk natuurlijk getal n beslissen kan of
n even is, dan wel oneven.

De tweede uitspraak is wel een stelling, de
benodigde methode is te halen uit het induc-
tiebewijs dat we boven gaven voor deze uit-
spraak. Die methode kunnen we ook geven in
de vorm van een functie f, bijvoorbeeld met
het volgende recursieve voorschrift:

SJ=1
Sfm+1)=1- f(n)

Deze f is dan een constructie die berekent of
n even is of oneven, hetgeen wordt gemeld
met een o, respectievelijk een 1.

Nu uitspraken een constructieve inhoud
hebben kunnen ze ook gebruikt worden als
basis voornieuwe constructies. Omdat we we-
ten: n is even v m is oneven, kunnen we een

functie g maken met het voorschrift:

0, alsniseven;
gn) = )
1, alsnisoneven

Die functie is effectief dezelfde als de zojuist
gedefinieerde functie f.

En daarom juist wijzen we een definitie als
de volgende af:

0, als Goldbach
1, als —=Goldbach

want om x te construeren moeten we eerst
beslissen welk van beide gevallen geldig is,
maar vooralsnog hebben we geen procedure
om dat te doen. Dit ding x is geen wiskundig
object, en dus ook geen natuurlijk getal, want
een natuurlijk getal kunnen we binnen een af-
zienbaar aantal eenduidige stappen maken.

Dubbele ontkenning

Nu we logische formules lezen als medede-
lingen met een constructieve inhoud ontstaat
er ook een wezenlijk verschil tussen een be-
wering ‘A’ (A is waar) en de bewering ‘—=—A’
(Ais niet onwaar). Stel je zoekt een oplossing
voor een bepaalde vergelijking h(x) = 0, dan
ben je gesteld voor de vraag: ‘Ixh(x) = 07°.
Het kan zijn dat de aanname dat er géén x
bestaat tot een tegenspraak leidt; dan weten
we dus dat het niet zo is dat er geen nulpunt
is, oftewel = 3xh(x) = 0. Maar dat bewijs op
zich levert nog geen methode om dat nulpunt
te vinden. Pas als we het nulpunt hebben, of-
tewel een constructie kunnen aangeven die
het nulpunt levert, dan kunnen we beweren
Axh(x)=0.

De reéle getallen
De stappen die we eerder aanbrachten op
het continuiim zijn van een willekeurige maat,
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Figuur 1 Een ‘reéel getal’

we zouden die stappen ook kleiner of groter
hebben kunnen kiezen. Het is een wezenlijk
kenmerk van het continuiim dat het er lokaal
na uitvergroting altijd weer net zo uitziet als
voorheen. Zo kunnen we het stuk tussen o en
1 onderverdelen in tien kleinere stukjes, die
we op hun beurt ook weer kunnen onderver-
delen in 10 nog kleinere, enzovoorts, zodat
we een schaalverdeling krijgen die met fac-
tor 10 omlaag steeds verder verfijnt. (We had-
den natuurlijk net zo goed een andere basis
dan 10 kunnen kiezen.) Al die schaalstreep-
jes zijn eindige decimaalbreuken en vullen
het continuiim allerminst op, we kunnen ter-
wijl we de schaal verfijnen immers steeds tus-
sen twee maatstreepjes gaan zitten, bij uitver-
groting zien we dat daar altijd weer genoeg
ruimte voor is. Zo kunnen we al afdalend van
verfijning naar verfijning een plaats aanwij-
zenin het continuiim metalmaartoenemende
nauwkeurigheid. Die aanwijzing bestaat dan
uit opeenvolgende paren van maatstreepjes
waartussen we hebben besloten te blijven.
Deze weg komt nooit tot een einde omdat we
na uitvergroting altijd weer voor in wezen de-
zelfde overweldigende keuzeruimte staan. Zo
komen we tot het begrip ‘re€el getal’, als een
eindeloze rij intervallen (dat wil zeggen paren
maatstreepjes), waarbij de volgende altijd be-
vatisin de voorgaande en de breedte gedurig
inkrimpt om smaller te worden dan elke ver-
fijning van de schaal, zie Figuur 1.

Dit is theoretisch wat ons te wachten staat
als we een bepaalde lengte volmaakt nauw-
keurig zouden willen opmeten. Vergeten we
even de kwantumfysica dan is die lengte al-

tijd nog nauwkeuriger op te meten, omdat we
altijd weer verder kunnen uitvergroten. Het is
ook het beeld dat we oproepen als we een
reéel getal voorstellen met een eindeloze rij
decimalen. In elk stadium geeft de nog on-
voltooide rij een gebied aan waarbinnen we
verder zullen blijven. Hebben we bijvoorbeeld
3,1415 dan beperken we ons daarmee tot het
gebied tussen 3,141 en 3,142. Bij de volgen-
de decimaal 3,14159 is dit verder ingeperkt
tot 3,1415 en 3,1416. (Waarmee niet gezegd
is dat deze twee concepten geheel samenval-
len.) Hierbij laten we het beeld los van reéle
getallen als minuscule stipjes zonder omvang
die tezamen de getallenlijn te vormen. Een
reéel getal is niet een punt zonder afmeting,
maar een voortschrijdend proces van inper-
king dat nooit voltooid is, waarbij we steeds
scherper een deel van het continuiim afbake-
nen. Dit concept strookt ook met het karakter
van elk concreet reéel getal waar we in de wis-
kunde mee rekenen; wortels, machten, loga-
ritmen, goniometrische waarden constanten
als 1, e en y, we kennen er — enkele bijzon-
dere rationale waarden daargelaten — altijd
maar een beginstukje van. Voor een platonist
is ™ een oneindige rij decimalen die ergens
in een gouden boek zijn opgeschreven, in de
praktijk echter is het een eindig aantal deci-
malen dat we uitgerekend hebben en dat op
dat moment voldoet voor onze berekeningen.
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-3
C —

R S|

I il i 3 i L. i

o b Jijkis voumaberecg pelgk

De onderlinge ligging van getallen

Bekijken we de onderlinge ligging van twee

van zulke reéle getallen dan kunnen zich ver-

schillende mogelijkheden voordoen.

1. a=b
Als we weten dat de intervallen in elk sta-
dium blijven overlappen, dan zijn de twee
plaatsen die we aanwijzen niet van el-
kaar te onderscheiden en hebben we dus
met hetzelfde reéle getal te maken. Zie Fi-
guur 2, links.

2. a#b
Als we weten dat op een bepaald moment
de intervallen losraken, dan zijn a en b
verschillende reéle getallen. Zulks is rechts
in Figuur 2 gevisualiseerd. Blijkbaar weten
we dan in welk stadium zij losraken en kun-
nen dan aan de bijbehorende intervallen
zien welke links en welke rechts ligt, dus
beslissen a < b of a > b. We noemen een
tweetal getallen dan verwijderd van elkaar,
notatie a#b.

3.a#b
Het kan ook zijn dat we alleen weten dat de
intervallen niet altijd zullen blijven over-
lappen, maar geen aanwijzing hebben in
welk stadium ze van elkaar losraken. De
getallen zijn dan in elk geval ongelijk (an-
ders zouden ze altijd blijven overlappen)
maarwe hebben nietvoldoende kennis om
te besluiten dat ze van elkaar verwijderd

_—
e —
]
n
_—-_
- 1

i ent i blijken vermijdend

Figuur 2 De onderlinge ligging van reéle getallen a en b.
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zijn. In feite is a # b hetzelfde als ~—a#b.
De klassieke wiskunde kent de zogenaamde
trichotomie die behelst dat voor reéle getal-
len a en b er precies drie mogelijkheden zijn:
a < b,a=Dbofa > b.Inbewijsvoering is dit
een graag toegepaste gevalonderscheiding.
Intuitionistisch is een dergelijke opsplitsing
niet mogelijk omdat de onderlinge ligging van
reéle getallen niet altijd te bepalen is. We ge-
ven twee voorbeelden.

Een zwevend getal

De situatie kan zich voordoen dat we van een
getal nietweten waarhetzich ten opzichtevan
o bevindt, we spreken dan van een zwevend
getal. Dat kan zijn omdat we niet weten of a =
Ova # 0, zoals bij hetvolgende getal g dat we
construeren op basis van het vermoeden van
Goldbach. Derij intervallen voor g vormen we
stap voor stap als volgt:

e Onderzoek G(n), te beginnen bij n = 1.

e Zolang G(n) voor de oplopende n nog
geldt, laat je het interval inkrimpen rond
o, met y, =10,27"].

o Als je echter stuit op een k waarvoor G(k)
niet geldt, laat je het interval voor verde-
re n inkrimpen rond 27 %: y, = [27k —
27m 27k

Als ernooit een Goldbach-tegenvoorbeeld op-

duikt komt g uit op 0. Maar omdat we tevo-

ren niet weten of er toch tegenvoorbeeld zal
komen, blijven we in die situatie over de ver-
dere ontwikkeling van k steeds even onzeker.

In Figuur 3 is in het linkerdiagram de trechter

boven yj daarom licht van kleur. Hebben we

eenmaal een tegenvoorbeeld gevonden, dan
ligt de ontwikkeling van g verder geheel vast.

Om dit te benadrukken is de trechter rechts

donker van kleur gemaakt. Verschijnen er wel

tegenvoorbeelden dan blijft het getal g ste-

ken op zekere 2™ en is dus ongelijk aan o,

zie Figuur 3. Zolang het Goldbach’s vermoe-

den open blijft, zal ook de ligging van g t.o.v.

0 ongewis zijn, en mogen we niet stellen dat

g=0vg#o0.

Nog een zwevend getal

Op een vergelijkbare manier kunnen we een
zwevend getal d construeren waarvan niet uit-
gemaakt kan worden of d < 0 v d > 0. Daar-
bij baseren we ons op de decimaalontwikke-
ling van het getal . Op dit moment zijn er
van 1 zo’n 102 cijfers berekend, zonder dat
daarin een duidelijk patroon zichtbaar is ge-
worden. Vooralsnog zijn er geen series van
dezelfde cijfers gevonden langer dan onge-
veer tien. We stellen nu de volgende open
vraag: komt in de decimaalontwikkeling van
1T eerder een aaneengesloten rijtje van hon-

g

o 2

Het getal 2 bikt de som van baes
priemgedalien o In

Het getsl 28 bijkt geen som wan tees
priemgetaden te Tijn

Figuur 3 Zwevend getal g. Tot 2k blijkt elk even getal de som van twee priemgetallen te zijn.

derd nullen voor of eerder een rijtje van hon-
derd negens. Het is duidelijk dat de twee se-
ries niet gelijktijdig kunnen optreden. Op ba-
sis van deze vraag construeren we het vol-
gende getal d. Begin de rij intervallen van d
met 6, =[-1/2,1/2] Zolang je noch honderd
opeenvolgende nullen, noch honderd opeen-
volgende negens bent tegengekomen in de
decimaalontwikkeling van 1t laat je het inter-
val symmetrisch rond o inkrimpen. Zie je op
een gegeven moment in de decimaalontwik-
keling van 1t op de k-de decimaal de laatste
nul in een rijtje van honderd nullen, zet dan
de linkergrens van het interval vast en laat
het interval verder daarheen inkrimpen (ge-
val één). Kom je daarentegen eerst een rijtje
van honderd negens tegen eindigend op de
k-de decimaal, dan dwing je de rij intervallen
naar rechts (geval twee). In formulevorm:

[-27k —2-k 1 2-1]  geval één
Sp=1 [27k -2, 27K,
[-27m, 271,

geval twee

anders

De constructie van het getal d kan de lezer
zich voorstellen als in Figuur 4.

Zou je nu kunnen beslissen of d < 0 v
d = 0 geldt, dan zou je al weten welk van
beide series in elk geval niet als eerste komt.

In Figuur 4 is de constructie van het getal d
gevisualiseerd.

Brouwer gaf een soortgelijk voorbeeld [s5]
omte laten zien dat niet elk reéel getal een de-
cimaalontwikkeling heeft (1920). Beschouw
daartoe het getal d + 1/10, waarbij d het bo-
vengenoemde zwevende getal is. Is de eerste
decimaal van dit getal een o, dan begint de
decimaalontwikkeling met 0,0 en is het getal
d + 1/10 blijkbaar niet groter dan 1/10, dus
d < 0.1s de eerste decimaal daarentegen een
1, dan ligt d +1/10 blijkbaar niet onder 1/10,
enis dus d > 0. Maar we hadden d juist ge-
construeerd als een voorbeeld waarvoor de
beslissing d < 0 v d > 0 buiten ons bereik
ligt.

Functies

Met de reéle getallen kunnen we rekenen zon-
der problemen. Willen we bijvoorbeeld twee
getallen a en b bij elkaar optellen, dan moe-
ten we een rij intervallen construeren voor de
uitkomst a + b. Die intervallen kunnen we be-
palen vanuit de intervallen van a en van b.
Willen we bijvoorbeeld een interval voora+ b
waarvan de grenzen niet meer dan 1/10 uit-
eenliggen, vraag van a en b dan intervallen
waarvan de grenzen minder dan 1/20 uit el-
kaar liggen, zeg [a;, a,] en [by, by]. Het in-
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Figuur 4 Zwevend getal d. Gesteld dat tot plaats k de decimaalontwikkeling van 1T geen rij van 100 nullen noch een rij van

100 negens bevat.

terval [a; + by, a, + by] voldoet dan aan de
gestelde eis. Bij een functie van reéle getal-
len naar reéle getallen, construeren we begin-
stukken van het beeld op basis van begin-
stukken van het origineel, zowel x als f(x)
zijn immers reéle getallen en dus onaf. Wil je
f(x) met een bepaalde nauwkeurigheid we-
ten, dan is dat mogelijk mits je x met een
bepaalde nauwkeurigheid aanlevert. Visueel
kunnen we een reéelwaardige functie voor-
stellen als een rij grafieken waarbij de lijn van
de grafiek met steeds scherpere pen getrok-
ken wordt, zie Figuur 5.

Geen sprongen

De bekende functies uit de analyse zoals poly-
noomfuncties, e-macht, logaritme, en gonio-
metrische functies zijn constructief en stellen
ons niet voor problemen. Treffen we een x-
waarde die zweeft, dan kunnen we het beeld
gewoon ook laten zweven, de aard van de
reéle getallen is dat we f(x) stap voor stap
kunnen bijstellen, al naargelang we x beterin
beeld hebben. Dit gaat echter mis als we voor
de y-waarde een abrupte keuze willen ma-
ken, zoals het geval was bij het bepalen van
de eerste decimaal van het eerdergenoemde
getal d. We lichten dit toe door nog een ander
voorbeeld uit te werken. Stel: we willen een
functie S maken op het interval [-1, 1] met

0, alsx <0;
S(x) =
1, alsx >0

Neem nu het eerder genoemde zwevende
getal g waarvan niet beslist kan worden of
g =0V g+0.Het beeld S(g) moet tot op el-
ke nauwkeurigheid bepaald kunnen worden,
laten we zeggen dat we voor het beeld van g
een interval willen met een breedte niet groter
dan 1/2. Omdat o en 1 te ver uit elkaar liggen
is § dan genoodzaakt het beeldinterval voor
S(g) hetzij bij o hetzij bij 1 te kiezen. Nu mag
S van ons vragen om een interval van g dat
flink smal is. De breedte van dat interval cor-
respondeert met een n tot waar Goldbach dan
gecontroleerd is. Op grond van die n moet S
dan beslissen of het beeld van g in de buurt
van o zal liggen dan wel in de buurt van 1.
Maar dan zou S op grond van die eerste n ge-
tallen het vermoeden van Goldbach moeten
kunnen beslissen, waarvan we aannamen dat
dat (nog) niet mogelijk is.

Twee centrale stellingen

Dat reéelwaardige functies geen sprongen
kunnen vertonen hebben we aannemelijk ge-
maakt met een beroep op de aard van het
reéle getal als eindeloze keuzerij, en op een
notie van wat functies uitvoerbaar of ‘con-
structief’” maakt. Daarbij namen we stilzwij-
gend aan dat de functie totaal is, dat wil zeg-
genvoor alle reéle getallen gedefinieerd moet
zijn. In de aangevoerde argumenten ligt in fei-
te besloten dat een reéelwaardige functie wel
continu moet zijn om uitvoerbaar te zijn. Bin-
nen het bestek van dit artikel voert het te
ver een technische uitwerking te geven, we

vermelden derhalve zonder bewijs de twee
stellingen die de essentie van reéelwaardige
functies vastleggen:

Stelling 1: Elke totale functie f : R — N is
constant.

Stelling 2: Elke totale functie f : R — R is
continu.

Het is interessant de eerste stelling te bezien
in relatie tot de verzamelingenleer van Cantor
waarin steeds grotere verzamelingen worden
opgebouwd door machtsverzamelingen te ne-
men, dus verzamelingen van alle deelverza-
melingen van een bepaalde verzameling. Bij
Cantor is de machtsverzameling altijd ‘groter’
dan de verzameling zelf. De machtsverzame-
lingvan A kunnenwe voorstellen als alle func-
ties van A naar {0, 1}. Uit stelling 1 volgt dat
voor intuitionisten deze machtsverzameling
van R maar twee elementen heeft, namelijk
de functie f met constant f(x) = 0 en die
met constant f(x) = 1.

Geen tussenwaardestelling

Een ander mooi resultaat over reéelwaardige
functies betreft zogenaamde tussenwaarden
van functies. In de klassieke analyse hebben
we

Tussenwaardestelling Gegeven een continue
functie f : 1 — R met f(0) < 0 en f(1) > 1,
danis ereen x € I met f(x) =0.
Hierstaatlvoorhet eenheidsinterval [0, 1]. In-
tuitionistisch geldt deze stelling niet. We zul-
len laten zien dat het vinden van zo’n nulpunt
netzo veelvoorzienigheid vergt als het beslis-
sen of Goldbach wel of niet waar is. Om niet
al te zeer verstrikt te raken in technische de-
tails beschouwen we de functie: f : [0,3] — R
met f(x) = min(x — 1,0) + max(0,x — 2)+d
waarbij d het zwevende getal is waarvan niet
achterhaald kan wordenof d > 0 v d < 0.
Links in Figuur 6 zien we wat er met de-
ze functie aan de hand is. In het gebied van
1 tot 2 bevindt f zich steeds rond de x-as.

&

Figuur 5 Functie
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Terwijl de decimalen van 1t worden afgezocht
naar een rij van honderd nullen dan wel hon-
derd negens krimpt het beeld steeds verder
en trekt zich van 1 tot 2 steeds dichterrond de
x-as samen. Mochten zich voor het eerst een
rijtje van honderd nullen voordoen in de deci-
maalontwikkeling van 1, dan trekt d de gra-
fiek iets omlaag en zal er alleen nog een nul-
punt ontstaan rond 1 (zie rechtsboven). Mocht
daarentegen eerder eenrijtje van honderd ne-
gens verschijnen dan tilt d de grafiek iets om-
hoog en komt het enige nulpunt helemaal bij
2 (zie rechtsonder). Een onvoorspelbaar klei-
ne verschuiving in de y-richting duwt het nul-
punt zo een hele eenheid van zijn plaats. Wil
nu de ligging van het nulpunt bepaald worden
dan moetal gekozen worden hetzijin de buurt
van 1 de gaan zitten, hetzij bij 2, maar de ken-
nis om dat te doen is dezelfde die nodigis om

te beslissenofd >0vd < 0.

Tegenover dit negatieve resultaat staan
twee positieve stellingen:

o Voor belangrijke deelklassen van functies
is de tussenwaardestelling intuitionistisch
wel geldig. Stijgt f monotoon, of is f bij-
voorbeeld een polynoomfunctie, dan is er
wel een constructie om een nulpunt te vin-
den.

o Bij elke functie kan een bijna-nulpunt ge-
vonden worden: dat wil zeggen een x
waarvoor f(x) minderdan 10~" van o ver-
schilt.

De bovenstaande weerlegging van de tussen-

waardestelling heeft ook in de klassieke wis-

kunde een plaats. Daartoont deze functie aan
dat er geen continue operatie op C(l,1) kan
bestaan die een nulpunt van f geeft.

Geen dekpuntstelling

In 1952 schreef Brouwer een artikel [1] waarin
hij zijn eigen dekpuntstelling intuitionistisch
weerlegt. De situatie is vergelijkbaar met die
bij de tussenwaardestelling. Het vinden van
een dekpunt bij een willekeurige continue af-
beelding f : I¥ — I¥ veronderstelt een con-
structie om voor een reéel getal x te kunnen
beslissen x > 0 v x < 0. Omdat die construc-

Referenties
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tie niet bestaat blijkens getallen als d is het
dekpunt niet vindbaar. Ook hier is er echter
wel een bijna-dekpuntte vinden, een punt dat
minder dan 10~ van zijn plaats gaat. Brou-
wer laat in het artikel zien hoe dit voor dimen-
sie k = 2 gedaan kan worden.

Deels onbekende getallen

De intuitionistische analyse behandelt reéle
getallen als onaffe objecten. De groothe-
den die optreden in dagelijks rekenwerk zijn
meestal ook onaf. Dat kan zijn omdat de
grootheid een lengte is die altijd nog nauw-
keuriger opgemeten had kunnen worden. Het
kan ook een grootheid zijn die wel geheel is
of rationaal maar waarvan de precieze getal-
waarde schommelt dan wel niet vastgesteld
kan worden. Denk aan getallen als: het aan-
tal inwoners van Nederland, de gemiddel-
de leeftijd van die Nederlanders, de leeftijd
van de aarde. Ook bij deze grootheden zien
we dezelfde kwesties optreden als bij de in-
tuitionistische getallen. Als N het aantal in

begeerte 2, pp. 152-158, in bovenvermelde ep-
silonuitgave.

4 L.EJ. Brouwer, ‘Begriindung der Mengen-
lehre unabhdngig vom logischen Satz vom
ausgeschlossenen Dritten’, Verhandelinghen
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A.Heyting, North Holland, Amsterdam.

L.E.). Brouwer, ‘Besitzt jede reelle Zahl eine Dez-
imalbruchentwicklung?’, Mathematische An-
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Tussenwaarde

woners van Nederland is, dan is het moei-
lijk vast te stellen of N > 16.421.651 dan
wel N < 16.421.651, dat zal per minuut kun-
nen verspringen en ook gevoelig zijn voor hoe
we het exacte moment van geboorte of sterfte
definiéren. Zijn we in een berekening uitgeko-
men op x ~ 0,25, dan ligt x blijkbaar tussen

245/1000 en 255/1000 en is niet meer vast

te stellenof x > 1/4 v x < 1/4. In de school-

wiskunde hinken we vaak op twee gedachten.

Enerzijds is er de exactheid uit de klassieke

analyse, anderzijds willen we dat de leerling

zich realiseert dat de getallen slechts bena-
deringen zijn. De zaak loopt regelmatig door
elkaar, bijvoorbeeld:

1. “Losopvoorx € [0, 1] sin(1/2x) < 0,8.”
Wat is hier het verschil met de vraag
sin(1/2x) < 0, 87

2. “Het gewicht van appels (in grammen)
is bij benadering normaal verdeeld met
u = 48 en o = 12g.” Moet hier conti-
nuiteitscorrectie worden toegepast?

nalen vol 83, nr 3-4 september 1921 (via www.
springerlink.com/content/j610803w2l7x4192)

6  Anne Troelstra, Dirk van Dalen, Constructivism
in Mathematics, volume 1, North Holland, Ams-
terdam, 1988
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Wiskundige zeven vormen een krachtig, maar helaas vaak ook
technisch gecompliceerd, hulpmiddel in de getaltheorie. Het ba-
sisvoorbeeld is de zeef van Eratosthenes. We bekijken alle gehele
getallen groter dan 1. In de eerste stap zeven we alle 2-vouden
weg. Het kleinste getal dat nog over is, is 3. Vervolgens zeven we
de 3-vouden weg. Het kleinste getal dat nog over is, is 5. Enzo-
voort. Over blijven de priemgetallen. Deze basis-zeef heeft helaas
niet zulke gunstige wiskundige eigenschappen en voert tot een
zwakke afschatting van 77(x), het aantal priemgetallen < x. Men
kan vaak ook zo zeven, dat we andere gewenste getallen overhou-
den. Tegenwoordig, ruim tweeduizend jaar na Eratosthenes, zijn
er vele zeven ontwikkeld, met als bekendste Brun’s zeef, de grote
zeef en Selberg’s zeef. Door de zeef van Eratosthenes met de zoge-
naamde Rankin-truc te combineren, blijkt die gemodificeerde zeef
veel krachtiger dan gedacht. Dat inzicht is mede te danken aan
de tweede auteur en wordt beschreven in hoofdstuk 5. Een blik
op het standaardwerk over de zeeftheorie (Sieve theory, Halber-
stam and Richert) leert dat het opmerkelijk technisch is. Het boek
van Cojocaru en Ram Murty daarentegen beoogt een inleiding
te zijn. De verschillende zeven worden vaak eerst in minder al-
gemene vorm beschreven en met vele voorbeelden geillustreerd.
Als een test voor de kracht van de zeefmethode wordt meestal
bekeken wat voor afschatting de zeef geeft voor 7(x). De voor-
beelden bestrijken een opmerkelijk breed scala: het tellen van irre-
ducibele polynomen in Z[x|, kwadratische waarden van polyno-
men, het normale aantal priemdelers van een polynoom, Schni-
relman’s stelling (dat er een cy bestaat zodat ieder getal als som
van ten hoogste ¢y priemgetallen kan worden geschreven), af-
schattingen voor priemtweelingen en de afleiding van bekende
resultaten over de verdeling van priemgetallen in rekenkundige
rijen zoals de stellingen van Brun-Titchmarsh, Barban-Davenport-
Halberstam en Bombieri-Vinogradov. Het laatste hoofdstuk gaat
over mogelijke toekomstige ontwikkelingen van de grote zeef, in
het bijzonder die waarbij een verbinding met de theorie van mo-
dulaire vormen en spectraaltheorie gelegd wordt. In dat hoofd-
stuk wordt natuurlijk veel met de handen gewapperd (hand-
waving), maar het is desalniettemin interessant. Ieder hoofdstuk
wordt afgesloten met een uitgebreide verzameling van opgaven.
Het boek vind ik zeer goed leesbaar: het slaagt erin gedeelte-
lijk behoorlijk technische materie voor een groter publiek toegan-
kelijk te maken. Daar het boek een aantal zeer recente ontwik-
kelingen in de zeeftheorie beschrijft, is het ook interessant voor
degenen, die al vertrouwder met zeeftheorie zijn. Al met al kan ik
het van harte aanbevelen. Voor de lezer die, aangespoord door dit
boek, wat geavanceerder materiaal wil bekijken, kan ik tenslotte
nog wijzen op de boeken van Greaves (Sieves in number theory,
Springer-Verlag, Berlin, 2001) en Harman (Prime detecting sieves,
London Mathematical Society Monographs, 2007).  Pieter Moree
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Malcolm MacCallum, Alexander Mikhailov
(eds.)

Algebraic Theory of Differential Equa-
tions

Cambridge: Cambridge University Press, 2009
London Mathematical Society Lecture Note
Ser. 357

240 p., prijs £40.00

= L
ISBN 9-521-72008-3

This book presents seven essays based on lectures given during
a workshop in July and August 2006 at Heriot-Watt Universi-
ty, Edinburgh. The interest in algebraic approaches to differenti-
al and difference equations is still increasing and each year there
are one or two conferences on these subjects. The table of con-
tents shows a surprising diversity of themes. Nevertheless, many
topics such as nonlinear ordinary differential equations, the Ga-
lois groupoids of Malgrange and Umemura, Painlevé equations,
arithmetic of differential equations, Lie symmetries, etc., did not
find their way into this book. Here is a brief indication of the con-
tents of the only loosely related essays in the book.

By now well established, the Galois and Picard—Vessiot theo-
ries of linear differential equations are presented in a readable and
didactic way by Singer. The last part of this essay deals with fair-
ly new work by the author, Cassidy, Buium et al. on parameterized
Picard-Vessiot theory and differential algebraic groups. For more
details on this topic, the original paper is recommended. In Final
Comments and the bibliography, an indication is given of the pre-
sent state of the art.

The second essay, written by Ulmer and Weil, presents various
methods of computing (say, in Maple) closed form solutions, such
as rational functions, algebraic functions and exponential func-
tions, of ordinary linear differential equations. Kovacic’s algorithm
is presented.

Tsarev’s essay Factorization of Linear Differential Operators and
Systems starts by showing that the 19th century method for fac-
toring an ordinary linear differential operator does not extend to
partial linear differential operators. Tsarev presents methods in-
spired by Darboux and Dini, namely sequences of Laplace trans-
formations and Dini transformations, to solve (or to factorize) spe-
cial systems of linear partial differential operators.

The essay Introduction to the algorithmic D-module theory by Ley-
kin is again a rather different story. It concerns modules over the
Weyl algebra D, Grobner bases, holonomic modules, Bernstein-
Sato polynomials, A-hypergeometric systems and local cohomo-
logy.

A partial differential equation of the form %—’Z = f(u, ‘;—)”C, e, g%‘)
where f is a polynomial, is called integrable if the Lie algebra of
its (infinitesimal) symmetries is infinite dimensional. In the es-
say Symbolic representation and classification of integrable systems by
Mikhailov, Novikov and Wang, symbolic representations of these
equations are explained. Integrability is translated into properties
of symmetric polynomials. Using these, lists of integrable equati-
ons are obtained.

In Searching for integrable (P)DEs using algebraic conditions: two
examples, Hietarinta gives a list of what the term ‘integrable sys-
tem’ could mean. For the first example: ‘Louville integrability”
(or complete integrability) for a Hamiltonian system of the form
H = 3(p:+ py) + V(x,y), a computer search of invariants is

discussed. The second example concerns integrability for soliton
equations in Hirota bilinear form.

Around Differential Galois Theory by Pillay is a rather short es-
say because his expository papers on this subject, model theory of
differential equations, were published at the same time. The main
theme is the equation ding(A) := A~'0A = B, where G is a D-
group (i.e., Buium’s differentially algebraic group). Model theory,
differentially closed fields, definable groups form the background
for a Galois theory of linear and non-linear differential equations,
including Picard—Vessiot extensions and Kolchin’s normal exten-
sions. The relation with Umemura’s Galois theory is being inves-
tigated at present. Marius van der Put

Alexandra Shlapentokh

Hilbert’s Tenth Problem

Diophantine Classes and Extensions
to Global Fields

New Mathematical Monographs 7

Cambridge: Cambridge University Press, 2007
320 p., prijs £ 61.00

ISBN 0-521-83360-4

Hilberts Tiende Probleem (H10) vraagt, in zijn oorspronkelijke
vorm, naar het bestaan van een algoritme dat voor een willekeu-
rige diophantische vergelijking met gehele coéfficiénten beslist of
deze vergelijking oplossingen heeft in de ring der gehele getallen.
In 1972 bewees Matijasevich, op basis van werk van Davis, Robin-
son en Putnam, dat een dergelijk algoritme niet kan bestaan. Het
is uiteraard zinvol om Hilberts Tiende Probleem ook voor andere
domeinen te stellen. Afhankelijk van het domein kan H10 een po-
sitief of negatief antwoord hebben. Zo volgt uit de resultaten van
Tarski dat H10 voor het lichaam van de reéle getallen een positief
antwoord heeft; er bestaat met andere woorden een algoritme dat
voor een willekeurige diophantische vergelijking beslist of deze
vergelijking oplosbaar is over de reéle getallen.

In dit boek wordt ingegaan op twee belangrijke open vragen:
wat is de status van H10 voor Q of een willekeurig getallenli-
chaam (dat wil zeggen een eindige algebraische uitbreiding van
Q)? En: wat is de status van H10 voor een willekeurige getallen-
ring (dat wil zeggen een ring van gehelen in een getallenlichaam)?
Alhoewel beide vragen nog steeds onopgelost zijn, is er in de af-
gelopen 30 jaar heel wat onderzoek naar gedaan, onder meer door
deze auteur. In het boek tracht de auteur dit onderzoek op een
overzichtelijke en uniforme manier te presenteren.

Dit boek is zeker geschikt voor onderzoekers die binnen dit
vakgebied werkzaam zijn. Voor hen kan het boek dienst doen als
een naslagwerk waarin een heleboel gesofisticeerde en technische
resultaten in verband met diophantische definieerbaarheid van
arithmetische relaties te vinden zijn. Voor wie een eerste (of twee-
de) kennismaking met dit onderzoeksgebied wenst, is dit boek
wellicht niet geschikt. Zo introduceert de auteur relatief eenvou-
dige concepten op een manier die hun maximale toepasbaarheid
moet garanderen. Dit zorgt er echter voor dat de essentie van de-
ze ideeén bedolven wordt onder een overdaad aan technische de-
tails (het kostte deze lezer alvast de nodige tijd om de omschrij-
ving van H10 en de daaropvolgende ‘Remark’ (p. 37-38) te ont-
cijferen). Ook het feit dat de auteur weinig of geen moeite doet
om het onderzoek te kaderen binnen het ruimere onderzoeksge-
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bied van de modeltheorie van algebraische structuren, zorgt er
voor dat het voor de geinteresseerde leek moeilijk is om de rele-
vantie van bepaalde technische resultaten precies in te schatten.
Voor deze lezer is het aan te raden om naast dit boek ook het ar-
tikel Undecidability in number theory van B. Poonen (Notices Amer.
Math. Soc. 55 (2008), 344-350) of het boek Hilbert’s tenth problem:
relations with arithmetic and algebraic geometry onder redactie van
Denef, Lipschitz, Pheidas en Van Geel (Contemp. Math 270) bij de
hand te hebben. Karim Zahidi

Ross Street

Quantum Groups

A Path to Current Algebra

Cambridge: Cambridge University Press, 2007
Australian Mathematical Society Lecture Series
19

141 p., prijs £30.00

ISBN 0-521-69524-4

Het doel van Streets boek is studenten in aanraking te brengen
met algebraische structuren en denkwijzen die meestal niet in een
standaard algebracollege voorkomen. Het gaat om een categoriale
aanpak van algebra’s, coalgebra’s, bialgebra’s en Hopfalgebra's,
waarbij de auteur quantumgroepen gebruikt om deze begrippen
aan op te hangen. In het begin van dit bescheiden boekje (slechts
141 pagina’s) wordt dit goed en leesbaar gedaan en op een alge-
menere manier dan in de meeste andere boeken. In dit deel wordt
ook de enige quantumgroep geintroduceerd die in dit boek wordt
besproken, namelijk het quantumgroepanalogon van GL(n) dat
voornamelijk wordt bestudeerd voor het geval n = 2. Vooral het
gedeelte waarin wordt beschreven hoe de duale van een algebra
een coalgebra kan opleveren en vice versa, is zeer leesbaar. Het
eerste deel van het boek is helder geschreven en vrijwel alle bewij-
zen zijn erin opgenomen. Dat verandert in het tweede deel, waar-
in de nadruk ligt op categorieén. Het boek wordt dan verhalender
en minder precies, met name tegen het eind. Dit deel is minder
leesbaar, en ook minder informatief. Wel wordt dan eindelijk een
voorstel voor een definitie van een quantumgroep gegeven. Deze
definitie is volledig in termen van categorieén, en wordt niet ver-
geleken met andere algebraische definities van quantumgroepen
zoals deze te vinden zijn in boeken van Chari en Pressley, Etingof
en Schiffmann, Kassel, Lusztig, Majid.

In het boek wordt regelmatig verwezen naar Manins boek,
Quantum groups and non-commutative geometry uit 1988, dat ook
qua formaat gelijkenis vertoont met Streets boek. Natuurlijk is
Streets boek moderner en beschrijft het meer zijpaden, maar in
bepaalde aspecten zijn deze boeken vergelijkbaar. Er is een duide-
lijke overlap in onderwerpkeuze en Street houdt deels de notatie
uit Manins boek aan. Het is moeilijk aan de indruk te ontkomen
dat het boek van Street, 19 jaar na Manins boek, relatief weinig
toevoegt en mosterd na de maaltijd is. De literatuurlijst lijkt deze
conclusie te onderschrijven; afgezien van een verwijzing naar een
minder relevant artikel en een boek over knopentheorie zijn de
meest recente referenties uit 1995 en dat zijn onder andere de boe-
ken over quantumgroepen van Kassel en Majid. Als dit boek 15
tot 20 jaar geleden gepubliceerd was, had het grote invloed kun-
nen hebben. Erik Koelink

Desmond Higham

An Introduction to Financial Option
Valuation

Mathematics, Stochastics and Com-
putation

Cambridge: Cambridge University Press, 2004
273 p., prijs £ 27.99

ISBN 0-521-54757-1

De auteur durft het aan om de zoveelste ‘introductie” tot de mo-
derne financieringstheorie te geven, met speciale nadruk op het
waarderen van derivaten. De belangrijkste bijdrage ligt in de uit-
gebreide aandacht voor (numerieke) methoden om algemeen gel-
dende abstracte formules voor de waarde van een derivaat in iets
praktisch toepasbaars om te zetten. Daarnaast bevat dit boek een
introductie in de kansrekening, toegespitst op resultaten die van
waarde zijn in de stochastische financieringstheorie. Deze intro-
ductie is met zorg geschreven en goed toegankelijk. Desalniette-
min is dat geen reden om dit boek te lezen. Die moet echt gevon-
den worden in de algoritmen die besproken worden om in con-
crete situaties de prijs van, bijvoorbeeld, cash-or-nothing of exoti-
scher derivaten te vinden. Hierover later meer.

De introductie betreffende financiéle markten en de geldende
institutionele regels is relatief beperkt. De aandacht die geschon-
ken wordt aan de beschrijving van beschikbare opties is zoals mag
worden verwacht van een boek met de gekozen focus. De intro-
ductie staat in het teken van het formaliseren van het waarde-
ringsprobleem in wiskundige termen: de modelmatige aanpak.
De introductie in kansrekeningtechnische technieken is uitgebrei-
der en didactisch verantwoord, maar indien veel van de behan-
delde begrippen in deze hoofdstukken onbekend zijn, zal de rest
van het boek zware kost zijn.

De belangrijkste bijdrage van het boek ligt in de behande-
ling van numerieke technieken voor de waardering van financiéle
derivaten. Hierin zijn twee belangrijke soorten techniek te on-
derscheiden: analytische methoden en simulatietechnieken. Beide
worden in detail behandeld, met veel voorbeelden. In alle geval-
len zijn Matlab programma’s toegevoegd om de behandelde stof
zelf in praktijk te brengen.

Samenvattend, Higham is er in geslaagd een lacune in de be-
schikbare literatuur op het gebied van waardering van derivaten
in financiéle markten op te vullen, door zijn speciale aandacht
voor numerieke waarderingsmethoden. Deze methoden worden,
meestal in enigszins doorontwikkelde vorm, toegepast bij alle
grote financiéle instellingen in deze wereld. Bas Werker

P.J. Holewijn en K. van Harn

Maat- en Integratietheorie
Utrecht : Epsilon, 2005 (2de druk 2008)
Epsilon-Uitgaven, deel 58

( 292 p., prijs €25,00

E i ISBN 90-5041-089-2

r - — = ==

Er zijn twee manieren om een tekst over maat- en integratiethe-
orie op te zetten. Je kunt, zoals Halmos, beginnen met maten
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op o-algebra’s en daarna gaan integreren; je kunt ook, a la Bour-
baki, uitgaan van een integraal en dan de bijbehorende maatru-
imte maken. De auteurs kiezen de eerste weg. (Persoonlijk be-
gin ik te neigen tot de tweede. De hoeveelheid werk is hetzelfde,
maar het is zo aardig om, uitgaande van de Riemannintegraal, in
twee regels de Lebesgue-integraal te kunnen beschrijven.)

Na een kort hoofdstuk Motivering komen o-algebra’s, mat-
en, de uitbreidingsstelling van Carathéodory en de Lebesgue-
maat. Vervolgens meetbare functies, integratie, en de convergen-
tiestellingen; en dan productmaten, Fubini, en L?.

De volledige titel van het boek bevat de toevoeging ‘met ba-
siselementen van de waarschijnlijkheidsrekening’. Deze toevoeg-
ing is welgekozen. Elk in aanmerking komend hoofdstuk heeft
een aparte paragraaf waarin het voorafgaande bekeken wordt in
het licht van de waarschijnlijkheidsrekening. Het zijn kleine dos-
es, net genoeg om een brug te slaan tussen analyse en stochastiek.
Onafhankelijkheid komt aan de orde, de spreiding niet. Er is een
apart hoofdstuk over stationaire stochastische rijen en de wet van
de grote aantallen.

Verder zijn er appendices over verzamelingen, de reéle rechte

en de Riemannintegraal. Daar zal weinig in staan wat de lez-
er niet weet (de doelgroep is wiskundestudenten in hun derde
jaar), maar je kunt er gemakkelijk even iets in opzoeken, en ze
dienen ook om notaties vast te leggen. Er is een goede collec-
tie opgaven, waaronder voorbeelden verdiepingen van de theo-
rie en uitwerkingen van details van de hoofdtekst. Kennis van
metrische ruimten wordt niet voorondersteld.

Tot zover de inhoud; nu iets over de uitwerking daarvan. In
hun voorwoord kondigen de auteurs aan dat de stof uitvoerig
uiteengezet wordt. Dat is juist, en de uitvoerigheid ontaardt niet
in wijdlopigheid. De efficiency van de tekst trof mij speciaal in
de hoofdstukken II (o-algebra’s, Carathéodory) en III (introductie
van de integraal, de convergentiestellingen).

De tekst wordt telkens even afgewisseld met een voorbeeld
of een stukje heuristiek, wat de leesbaarheid ook nog ten goede
komt. Het Nederlands is ouderwets goed, op twee dissonanten
na: “De eigenschap geldt” en “zij x en y positief”. (Of zijn die al
zo gangbaar dat ze door de beugel kunnen?)

Het boek lijkt me dan ook geschikt als syllabus bij een college
en evenzeer voor zelfstudie. Arnoud van Rooij

Recent verschenen publicaties (suggesties naar wgreview.win@tue.nl)

Marcus du Sautoy

o Het symmetrie monster
5 nw ,“ﬁ (vertaald uit het Engels)
2 i -‘T-'-'.'- F‘E Uitgeverij Nieuwezijds, 2009
‘.’_ 5 ISBN 9789057122866
—— www.nieuwezijds.nl/Boek/9789057122866/Het-

symmetrie-monster/

Mariana Cook

Mathematicians: An Outer View of
the Inner World

Princeton University Press, 2009

ISBN13: 978-0-691-13951-7
press.princeton.edu/titles/8860.html

Alexander Soifer

The Mathematical Coloring Book
Springer Verlag, 2009

ISBN: 978-0-387-74640-1
www.springer.com/math/numbers/book/978-
0-387-74640-1

Benne de Weger

Elementaire Getaltheorie en
Asymmetrische Cryptografie
Epsilon-Uitgaven, 2009

ISBN 978-90-5041-108-0
www.epsilon-uitgaven.nl/E63.php

S Maris van Haandel, Gert Heckman
Sabaii Op de Schouders van Reuzen —

Rauren de mechanica van Isaac Newton

Epsilon-Uitgaven, 2009

ISBN 978-90-5041-107-3

www.epsilon-uitgaven.nl/E62.php

Stephen Simpson

Subsystems of second order arith-
metic

Cambridge University Press, 2009

ISBN-13: 9780521884396
www.cambridge.org/uk/catalogue/catalogue.
asp?isbn=9780521884396




284 NAW 5/10 nr. 4 december 2009

Problemen

| Problem Section

Problemen

Redactie:

Johan Bosman
Gabriele Dalla Torre
Ronald van Luijk
Lenny Taelman

Problemenrubriek NAW
Mathematisch Instituut
Postbus 9512, 2300 RA Leiden
problems@nieuwarchief.nl
www.nieuwarchief.nl/problems

This Problem Section is open to everyone; everybody is encouraged to send in solutions
and propose problems. Group contributions are welcome.

For each problem, the most elegant correct solution will be rewarded with a book token
worth 20 euro. At times there will be a Star Problem, to which the proposer does not
know any solution. For the first correct solution sent in within one year there is a prize
of 100 euro.

When proposing a problem, please either include a complete solution or indicate that
it is intended as a Star Problem. Electronic submissions of problems and solutions are
preferred (problems@nieuwarchief.nl).

The deadline for solutions to the problems in this edition is March 1, 2009.

Problem A (proposed by Alexey Kanel)
Is there a polynomial with rational coefficients whose minimum on the real line is v/2?

Problem B (proposed by Frans Oort)
Are there infinitely many positive integers whose positive divisors sum to a square?

Problem C (proposed by Gabriele Dalla Torre)

For which odd positive integers # do there exist an odd integer k > n and a subset
S C Z /kZ of size n such that for every non-zero element r € Z /kZ the cardinality of
the intersection S N (S + r) is even? What about even n?

Star problems. In the June 2008 edition of the NAW we revisited a selection of unsolved
star problems. Whoever sent in a solution first before July 1, 2009 would receive a book
token. In this and upcoming editions we will publish some of the solutions we have
received.

Edition 2009-2 We received solutions from Rob van der Waall (Huizen), Thijmen Krebs
(Nootdorp), Ruud Jeurissen (Nijmegen), Tejaswi Navilarekallu (Amsterdam), Hendrik
Lenstra (Leiden), and Jaap Spies (Emmen).

Problem 2009-2/A In how many ways can one place coins on an #n X n chessboard
such that for every square the number of (horizontally or vertically) adjacent squares
that contain a coin is odd?

Solution We received solutions from Tejaswi Navilarekallu and Thijmen Krebs. Tejaswi
Navilarekallu will receive the book token.

We contend that the required task is impossible if 7 is odd and that it can be performed
in exactly 2" ways if 7 is even.

We use integral coordinates (7, j) with 1 < i, j < n for the squares of the board. We color
a square (i, j) white if i + j is even, and black if it is odd. The problems of placing coins
on the white and on the black squares are independent. We say that a configuration of
coins is legal at a square if that square has an odd number of neighbors containing a coin.
First we treat the case of even 1, so n = 2k for some integer k.

Claim: Any configuration of coins on the white half-diagonal (1,1), (2,2), ..., (k, k) ex-
tends to a unique configuration on all the white squares that is legal at all black squares.
Proof. We show by induction on m that any configuration on the half-diagonal extends
uniquely to a configuration on the white squares (i, j) with i + j < 2m that is legal at all
black squares (i, j) with i + j < 2m. Note that the uniqueness implies that this configu-
ration will be symmetric in the sense that there is a coin on (i, j) if and only if there is a
coin on (j, ).

The case m = 1 is trivial. For m < n the induction step is easy, working outwards from
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the half-diagonal. For m > n we work from the squares (n,2m — n) and (2m — n,n) on
the edge towards the square (m, m) on the diagonal. The symmetry guarantees that there
is no conflict at the square (m, m). O

It follows that the number of legal configurations on the white squares is 2X. Of course
the same holds for the black squares, so the total number of legal configurations on the
board is 2 - 2K = 2.

We shall now prove by contradiction that there are no legal configurations if # is odd.
Let k be such that n = 2k 4+ 1. Assume that we are given a legal configuration. Legality
at the corner square (1,1) implies that exactly one of (1,2) and (2,1) contains a coin.
Legality at (2,2) then implies that either both or none of (2,3) and (3,2) have a coin.
Continuing this alternating process we see that for all i either both or none of (2i,2i + 1)
and (2i + 1,2i) have a coin. In particular either both or none of (n — 1,n) and (n,n — 1)
have a coin, which contradicts legality at the corner square (1, ).

Problem 2009-2/B A magic n X n matrix of order r is an n X n matrix whose entries
are non-negative integers and whose row and column sums all equal 7. Let r > 0 be an
integer. Show that a magic # x n matrix of order r is the sum of r magic n x n matrices of
order 1.

Solution This problem was solved by Ruud Jeurissen, Thijmen Krebs, Tejaswi Navi-
larekallu, and Jaaps Spies. The following is essentially the solution by Ruud Jeurissen,
which was similar to all others. Ruud Jeurissen is the winner of the book token.

We prove the statement by induction on r, the case r = 1 being trivial. Suppose M is
a magic n X n matrix of order r. We associate to M the bipartite graph where the two
underlying sets R and C of vertices consist of the rows and columns of M respectively,
and the i-th row and j-th column are connected by M;; edges. Each subset S C R of
size k is connected by kr edges to columns in C. Since each column in C has only r
edges, this implies that there are at least k columns in C that are connected to S. By
Hall’s theorem (also known as the marriage theorem), this implies there is a matching
from R to C, meaning there is a magic matrix M’ of order 1, such that the entries of
M" = M — M’ are non-negative. This implies that M" is a magic matrix of order r — 1,
so by the induction hypothesis M” is a sum of r — 1 magic matrices of order 1. We
conclude that M = M + M’ is the sum of r magic matrices of order 1.

Problem 2009-2/C (proposed by Tejaswi Navilarekallu) Find all finite groups G with the
property that for all g, € G atleast one of (g, 1), (g, gh) and (h, hg) is a pair of conjugate
elements.

Solution We received solutions from Rob van der Waall and Hendrik Lenstra. The pro-
poser and Hendrik Lenstra had similar solutions, and the following is based on both.
Hendrik Lenstra will receive the book token.

We claim that the only groups satisfying the given condition are {1}, Z/2Z, and the
dihedral groups of order 6 and 10.

Clearly the trivial group and the group of order two satisfy the condition, so assume G
has n > 2 elements.

Let1 =dq,d,,...,d; be the sizes of the conjugacy classes of G. Therefore, di + - - - +dy =
n. Then the set

{(g,h) € G x G|g, h are conjugates}
has precisely d3 +d3 + -+ - + d,% elements. Similary, the sets

{(g,h) € G x G|g, gh are conjugates}

and
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{(g,h) € G x GJh, hg are conjugates}

have exactly d% + d% elements. Note that (1,1) belongs to all three sets. For G to
satisfy the condition in the problem, we need the union of the above three sets to be
G x G. In particular, this gives the inequality 3(d? + ... +d?) > n? + 2 or equivalently,

33+ +dY) >n?—1. (1)

Note that the d; divide n. If for all i we have d; < n/3 then
3B+ +dd) ga(d2+---+dk)§ = (n—1)n

contradicting the inequality (1). So there must be a conjugacy class C with exactly n/2
elements. We are going to show that, except for the identity, all other conjugacy classes
have exactly 2 elements.

Since the conjugation action of G on C is transitive the centralizer of an element c € C
has at most two elements, and since that centralizer contains c it follows that ¢ = 1, so
all elements of C have order 2.

Let a and b be elements of C. We will show by contradiction that ab is not in C. Assume
that abis in C. Then abab = 1, so aba—! = b, so a = b, since the stabilizer of b consists of
only 1 and b. We conclude that ab = 1, a contradiction.

Next we show that the complement H = G — C is a subgroup. Let x and y in H be given
and fix an » € C. By the above x and y can be written as ar and rb respectively, with
a,b € C. Then xy equals ab, which is an element of H.

The action by conjugation of an element ¢ € C on H is an involution, since ¢* = 1. The
only fixed point of this action is 1 € H, because chc~! = h implies h~!ch = c and the
centralizer of cis {1, c}.

Any finite group H with an involution o that fixes only 1 € H is necessarily abelian, and
the involution must be inversion. To see this, first observe that by a counting argument,
every element x € H can be written as x = o(h)h~! for some h € H, then apply o to
obtain o(x) = x~!. Hence the automorphism is inversion, and therefore the group is
abelian.

So we may assume d; = 1, dy = n/2, and d3 = --- = dp = 2. Together with the
inequality (1) this implies that n < 10. It is now easy to check that only the dihedral
groups of order 6 and 10 satisfy the required condition (with n > 2.)

Problem (Star) 2008-2/3  Let A and B be n x n matrices over C. Suppose that
limy_, o (AX + B¥) exists. Show that there exists M € C"*" such that lim_,,, A¥ — kM
and limy_, o, BX + kM exist. Give necessary and sufficient conditions on A and B for M
to be zero.

Solution This problem was solved by Alex Heinis and Wim Hesselink. As Wim Hesselink
sent in a solution first, he will receive the prize. The following is based on both solutions.
Clearly the matrix M is unique, if it exists. For any linear map f: C" — C", the vec-
tor space C" is the direct sum of the generalized eigenspaces Ef) = ker(f —A)" for
eigenvalues A of f by the theory of Jordan normal forms.

Lemma 1. For any linear map f on C" we have lim; f¢ = 0if and only if every eigenvalue
A of f satisfies |A| < 1.

Proof. The only-if part being obvious, we assume that every eigenvalue A of f satisfies
|A] < 1. Let A be such an eigenvalue. Then the restriction f) of f to the generalized
eigenspace E ) can be written as A - id + m, with m" = 0. We get f§ = 5, (’]‘) A=imi,
which tends to 0, because in each term (’]() only grows polynomially in k. We conclude
that f tends to 0. O

Lemma 2. Every eigenvalue A of A or B satisfies [A| < 1or A =1.

Proof. For two sequences (X ) and (Y ), of matrices we write Xy ~ Yy if limg (X — Yy) =
0. Set C = limy(A* + BF). Then we have

C — AM1 ~ B L B(C — AF) = BC — BAF,
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and therefore limy(B — A)A¥ = (B —I)C. Let x € C" be an eigenvector for A with
eigenvalue A. Then A¥(Bx — Ax) = (B — A)AXx converges, namely to (B — I)Cx. We
conclude that either |A| < 1or A = 1, or Bx = Ax = Ax, in which case 2A*x = (A¥ + B¥)x
converges, and we also find |A| < 1 or A = 1. The statement for eigenvalues of B follows
from symmetry. OJ

Let a and b denote the linear maps on C” defined by multiplication by A and B respec-
tively, whose eigenvalues are given in the previous lemma. Let p,m,r: C" — C” be the
unique linear maps that equal 0, 0, and a, respectively, on the generalized eigenspaces
E, ) of a associated to eigenvalues A with |A| < 1, while their restrictions to E, 1 equal id,
a —id, and 0 respectively. In other words, with respect to the decomposition

C" 2E,1 & (EB EM>

[Al<1

the maps p, m, r are given as

_(id 0 me (7 id 0 - 00
=0 o) “U o o) “\o o)
Then m is nilpotent, we have a = p + m + r, and the identities

p> =p, pm=m=mp, pr=mr=0=rm=rp, limgr* =0

hold, the latter by Lemma 1. Similarly, we may write b = g + [ + s where [ is nilpotent
and

P=q ql=1=1g gs=Is=0=sl=sq, lims"=0.

Of course the decomposition in generalised eigenspaces for a and b are not necessarily
the same. We have

N\ .
b =t gy <.)(l]+m]).
1<j<n

As this has a limit and limy k= limy, sk = 0, we find that all terms I/ + m/ for 1 <
j < n vanish. In particular, I +m = 0 and 124+ m? = 0,s0that] = —m and m? = 0.
We conclude a¥ = p + ¥ + km and b = g+ s* — km, so that lima* — km = p and
limy b* + km = q. The first statement of the problem follows for the matrix M associated
to m. The matrix M is zero if and only if the restriction of a to the generalized eigenspace
E, 1 is the identity.

Problem (Star) 2008-2/11 Let V be the complex vector space of all functions f : C — C.
Let W be the smallest linear subspace of V with the properties:

o the function f(z) = z belongs to W,

o forallfeW,|f| € W.

Does f(z) = z belong to W?

Solution The following solution is due to David Preiss (Warwick), and was communicat-
ed to us by Miklos Laczkovich. Since the solution was already known, there is no prize
winner.

We will show that f(z) = z does not belong to W. We claim that it suffices to show that
there is a complex vector space S of complex valued functions on the circle R/27Z with
the properties that

e /i(x) = ¢ belongs to S,

e forallh €S, |h| €5,

e i(x) = cos(x) does not belong to S.

Indeed, if the function f(z) = z is in W, then the function

eix + f(eix)

5 = cos(x)

belongs to S.
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Construction of S. Let U be the family of regions U = {x + iy : P(x) < y < ¢(x)}, where
¢, ¥ : R — Rare continuous, < 0 < ¢ and {x : (x) = 0} is locally finite in R.

Let H be the set of functions F on C for which there is a region U € U so that F is
holomorphic on U, and such that thereisana < 1 withlimsup, |, |F(z)]/|z|* = 0.
Let F be the set of continuous functions f : R/27Z — R with the property that there
exist a positive integer n and functions Fy,...,F, € H (with corresponding regions
Uy,...,U, € U) and open intervals I, ..., I, covering the circle minus a finite number
of points so that cos x € U; and f(x) = Fj(cosx) forall1 < j<nandall x € I;.

Let S be the set of all functions R/27Z — C of the form f + ig + ce’™ where f, ¢ € Fand
¢ € C. The set S is a linear subspace of the complex vector space of all complex-valued
functions on the circle.

Clearly 1(x) = ¢'* is an element of S.

Proof that S is closed under h — |h|. Let h be a function in S, and write & as

h(x) = Fj(cosx) +iGj(cos x) + ce'™
on the open interval I i with Fj, G]- € H. Leta i< 1 be such that

limsup |F(z)|/|z|% =0and limsup |G(z)|/|z|% = 0.

z €U, |z]—o0 zelj,|z|—o0

Assuming, as we may, that sin x does not change sign on any I;, we have that on each
Ij, [h(x)|* = Hj(cos x) where Hj is a linear combination of 1, sz, G]2-, Fi(z)z, Fj(z)v(z),
G;(2)z, Gj(2)y(z), where y is a suitable branch of V1 — z2. Removing from I; the finite
set where hi(x) = 0 we have that on each remaining interval || coincides with a branch
of H}/ 2 and one verifies that |h| € F, where the constant can be taken to be (a +1)/2.

Proof that h(x) = cosx does not belong to S. Assume that cosx = f(x) +ig(x) + ce™
where ¢ € Cand f,g € F. Writing ¢ = u 4 iv and using that f, g are real, we get
f(x) =(1—u)cosx+wvsinx, g(x) = —vcosx — usinx. For any interval I on which we
can use the definition of f,¢ € F (and on which sinx # 0) we therefore have F,G € H
and U € Usothat F(z) = (1 —u)z+vy(z) and G(z) = —vz — uy(z), where y is a branch
of V1 — z2 on U. We have that

[F(2)]

2|

= limsup (1~ w)z+0v(2))] =1/(1—u)?2+ o2

|z]—00,zel

lim sup
|z| —oo,zelU

Since this limit has to be zero we conclude that u = 1 and v = 0. A similar argument for
G gives that u = v = 0, a contradiction.




